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NOTE  SUR  QUELQUES  INEGALITES 

Par  M.  Laguerre. 


1.  —  Ou  sait  que  ax,  x.2,  ...,  i„  désignant  a  quantités 
positives,  on  a  l'inégalité 

*1  +  *2  H-    •••   +   *«    >.H   S  *1*2     •  •  •    *n  • 

Cette  proposition  est  évidente  si  n  est  égal  à  deux  ;  je  me 
propose  de  faire  voir  que,  si  elle  est  vraie  pour  n  =  A,  elle 
est  encore  vraiepour  n  =  A -\-  i  ;  elle  sera  ainsi  établie  dans 
toute  sa  généralité. 

Je  remarque,  à  cet  effet*  que  le  théorème  précédent  peut 
s'énoncer  ainsi  :  ^ 

Si  l'équation  Ax*  +  B-£*-i  +  ...  +  L  —  o,  a  k  racines 
réelles  négatives,  on  a 

B  >  k  y  LA*-1  • 
Gela  posé,  en  désignant  par  an  a.2,  . . .,  aA+,,  k  -j-  I  quan- 
tités positives,  considérons  l'équation 

1  |  l         i   ...   i  l  =0. 

Sb-f-  *i  ai  -f-  a.,  ce  -f-  aul 

on   sait  qu'elle   a   A  racines  réelles  et  négatives  et,   en  la 
mettant  sous  forme  entière,  elle  devient 

[h  -f-  i)xk  +  k  («,  +  **  +  •  •  •  +  a,+1)^-'  -f  .  .  . 

-f  1*10,   .  .  .    B|+|     (* j-   —  +  ...  H )=  O. 

La  proposition  étant  supposée  vraie  pour  k  quaulités,  on  a 


4  JOURNAL   DE  MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

*l  +  <*«  +    •  •  •    +  *fc  +  i 
>    /«,«,  ...  xt+1  (—  +  —  +  ...+  — L- \  (*  4.  ,)*-£, 

ou,  en  élevant  les  deux  nombres  à  la  puissance  k, 
fa  -f-  oc,  -f  . . .   +  xk+i)k 

>(*+!)*-'  (-L+-L  -f  ...  +  -J_)  «^  ...  ak+1.    (i) 

Changeons,  ce  qui  est  évidemment  permis,  les  ■il  en  , 

il  vient 

(jL+i.+„.+^y>(*+o'-'''+"+-+""  (î) 

XOj        a,  x*+i/    —  ïiO,  ...  aul 

et,  mulipliaut  les  inégalités  (i)  et  (2)  après  avoir  élevé  les 
deux  termes  de  la  première  à  la  puissance  k. 

fa  +  *,+  ...  +  afc+1)k:>(/c+  l^fa+a,  +  ...+  oc*+1) 
faa,  ..  .  afc  +  i)*-1; 
d'oii,  en  réduisant  ei  extrayant  la  racine  (k*  —  i)mc  des  deux 
membres 

*i  +  *2  -{■•■•  +  **+i  >  (k-\-  1)    +N/  aja2  . . .  Xjk+1. 

2.  —  Plus  généralement,  xu  at,  . . .,  xll  +  ,  désignant  n  -f-  1 
quantités  positives  arbitraires,  considérons  l'équation 
At        .        A2       .  A„  +  l 


+  -T-  +  -+        7  =0.  (3) 

ou  les  A,  désignent  des  quantités  positives. 

Celte  équation  a   toutes  ses  racines  réelles  et  négatives; 
en  la  mettant  sous  forme  entière,  elle  peut  s'écrire 
(À1+Ài...+Àll+i  )^n+[(^i  +  A2...4-An  +  1)(a1  +  a2...-fx,1  +  1) 
—  (A,a,  -f  A2a2   -f  .  .  .   -f-  An+iaB+1)]aC^ 

+  •  •  •  +  *1«,  •  •  •  «.♦.  (—  +  ^-f -.+  ^*L)  =  o. 

En  appliquant  la  proposition  précédente,  on  obtient  l'iné- 
galité suivante, 

.      1                        ,                   A,a1+A2a2-f...  +  A,,  +  1  xn  +  1 
*,+  *,+  ...+« A1  +  A24-...+Antl 


(4) 
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qui  renferme  l'inégalité  précédente  comme  cas  particulier, 
quand  on  y  fait 

Aj  =  A2  .  .  ,  =  An  ^=  o, 
et 

A,1+i  =  i. 
Elle  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  quantités 
%i  et  Ai  et  donne  lieu  à  quelques  applications  intéressantes 
quand  on  particularise  ces  constantes,  en  faisant,  par  exem- 
ple, 

at  =  a?     et    A,-  =  a^ , 

les  a,  désignant   des  quantités  positives  arbitraires,  p  et  q 
désignant  deux  nombres  réels  quelconques. 

3.  —  L'inégalité  (4)  ne  suppose  pas  du  reste  expressément 
que  toutes  les  quantités  A(  soient  positives  ;  il  suffit  que 
l'équation  (3)  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  négatives  ; 
c'est  ce  qui  aura  lieu  si  les  quantités  at,  a2,  . . .  a„  étant 
supposées  rangées  par  ordre  croissant  de  grandeur,  la  suite 
des  nombres  At,  A2,  . . .,  A„+J,  ne  présente  qu'une  variation 
et  si  le  produit 

(A1  +  A2  +  ...  +  An+1)(^-+-^-+...+  ^±1) 

est  positif. 
L'inégalité  (4)  subsiste  donc  encore  dans  ce  cas. 

4.  —  J'ajouterai  encore  uue  dernière  remarque  sur  l'iné- 
galité (4)  où  tous  les  A,  et  les  a(  désignent  des  quantités 
positives. 

Elle  peut  s'écrire 

[(Ai  +  A2  +  . . .  -f  A,i+1)(at  +a,+  ...  -f  aB+1) 
—  (A^t  -f  A2a2  -f   .  .  .  -f-  A,1  +  la,1+1)]n 

>n»  .  «t  .  «, ...  a,l+1  (At-f  A8. ...  -f  Afl+1)«-*  (*l+i«...+è^i\. 

Or  on  a 

(A,  +  A2  -f  . . .  +  A.+0-1  >  («  +  i)'-1  (A, A,  . . .  An+1)"^ 
et 

al  «2  «n  +  l  \     «1^2    •  •  •    a»  +  l    / 
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En  multipliant  ces  diverses  inégalités,  il  vient 
[(A,  +  A2  +  , . .  +  A)1+1)(a1  -f  aa  +  . . .  +  «n+1) 
—  (A^!  -f-  A2a2   -f  .  .  .  +  An+iàn+i)]" 

M  >l 

>  n»(n  -f  i )»(«!«* . . .  an+1)"+r(A1Aa  . . .  A„+1)»+S 
d'où  encore 

(At  + Aa  ...  -f  A,1+1)K-fâ2-f-...-f-„+1) 
—  (Atài  +A2a2+  ...+  ân+1«»+1) 

n  +  l 

>n(n-\-  i)    y  atà2  ...  an+1    .  AtA2  ...  An+1, 
qui  donne  la  formule  de  Cauchy  si  l'on  y  fait 

AA  =  A2    ...  =  An+1  :=  I . 

On  peut  mettre  encore  cette  inégalité  sous  la  forme  sui- 
vante : 

Aiûtt  -f-  A2aa  -f  ...  -f  A„+1a„+1 
<(A!  +  A2   ...  An+iK^-lh  «,  +  ...  +  à„+1) 

n  +  l 

—  n(n  -f-  i)     y^a,  •••  *»+i  •  AtA2  ...  AB+1      .     (5) 
Cotte  formule  est  remarquable  en  ce  que  le  second  membre 
est  symétrique  par  rapport  aux  A,  et  aux  a,. 
On  a  d'ailleurs 

n  +  l 

Ai»l  +  Aîaï...+A„+1an+1>(n+  i)    V*i«2--an+i  •  A,Aa...AB+1 

(6) 


NOTE  D'ANALYSE 

Par  M.   S.  Rcalîs. 


/"  Démontrer  que  si  le  nombre  entier  x  >  i   est  de  l'une  des 

(x  4-  i)  x 
formes  5p  -f-  i ,  5p  -f-  3,  le  nombre  triangulaire  ■ — - —  est 

égal  à  lu  somme  de  deux  nombres   triangulaires,   et  que  si  x 

appartient  à  l'une  des  formes  5p,  5p  -f-  -•  5p  -(-4»  H  Mute 

.-.,.,       ,          ,    (x  -I-  i)  x       .         ,  ,    , 

une  mtimtf  ae  râleurs  de  - — ■ - —  gui  sont  la  somme  de  deux 

2 

nombres  triangulaires. 

2°  Assigner,  par  une  formule  unique,  une  infinité  de  nombres 
triangniluires,  tels  que  6.  ai,  36,  55,  66,91,   120,    1 36,   171, 
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23i,    276,...,   7140,...,    12720, 21945,...,   qui  soient 

égaux,  chacun,  à  une  somme  de  deux  nombres  triangulaires. 

On  a  les  identités 
(5p  +  2)  (5p+i)  =   (4P +2)  (4P+0     ■     (3p+i).3p 

2  2  2 

(5p  +  4)(5p+3)  _  (4p +  3)  (4p +  2)        (3p+ 3)  (3p  + 2)  ^ 

2  22 

desquelles  il  résulte  que,  pour  x  —  Sp  -\-  1,  et  pour  x  =  5p 

(x  -\-  1)  x 

4-  3,  le  nombre  triangulaire  n  =  - ■ est  la  somme 

1  3  2 

de  deux  triangulaires. 

L'identité 

(x  +  0#  œ(cc  —  1) 

-J ! : —  =  x  +   — ■ — , 

2  2 

en  y  faisant  x  = S -,  nous  tait  voir  ensuite  qu  il 

existe  une  infinité  de  valeurs  de  x,  de  la  forme  5p,  pour 
lesquelles  n  est  une  somme  de  deux  triangulaires. 
L'identité 

[2-y.p2  -f  (2x  +  i)p  +  a  +  1]  [2ap2  -f-  (2x  +  i)p  -f-  a] 
(2xp  -f"  a  -f-  1)  (2*p  -j-  a) 
2 
[2xp2  +  (2a  +  OP  +   I]   [3apa  +(2*  +  l)f)] 

où  nous  considérerons  a  comme  un  entier  positif  donné,  et 

ou  nous  attribuerons  à  p  une  infinité  de  valeurs  entières 

divisibles  par  un  entier  donné  p  >  a,  nous  fait  voir  enfin 

que,  pour  toute  forme  linéaire  (5p  -f-  a  dans  laquelle  x  doive 

être  compris  (par  exemple,  pour  les  formes  5p  -f-  2,  5p  -|-  4 

signalées  dans  l'énoncé),  on  peut  assigner  directement  une 

(x   I    i  \ x 
infinité  de  valeurs  de  x,  telles  que  - — — — - —  remplisse  la 

condition  assignée.  Il  est  clair,  du  reste,  que,  pour  toute 
valeur  entière,  et  différente  de  zéro,  attribuée  à  a  et  à  p, 
la  formule  (A)  produit  un  nombre  triangulaire  qui  est  la 
somme  de  deux  autres  nombres  de  même  espèce. 

Il  est  à  observer  cependant  que  la  relation  (A)  ne  four- 


s 
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nit  pas  tous  les  nombres  n  susceptibles   de  la  décomposi- 
tion indiquée.  Par  exemple,  elle  ne  donne  pas  les  résultats 
378  =  78  -f-  3oo.  820  =  190  -j-  63o  =  495  -f-  32  5, 
990  =  210  -f-  780,  etc. 
que  l'on  peut  obtenir  par  d'autres  formules. 


LA  MULTIPLICATION  DES  DETERMINANTS 

Par  M.  Waïecki,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Condorcet. 


Soient  d,  0  et  D,  trois  déterminants  du  degré  m  ;  D  est 
formé  par  la  règle  suivante  :  l'élément  de  D,  qui  est  dans  la 
ligne  p  et  dans  la  colonne  r.  est  égal  à  la  somme  des  pro- 
duits des  éléments  de  la  ligne  p  dans  d,  respectivement 
multipliés  par  les  éléments  de  la  ligne'r  dans  c. 


ab c 

aS    . 

•  ï 

a'b' . . .  c' 

S  == 

«'r.. 

•  ï' 

a"b"...c 

xp'[. 

•  ï" 

ax   -f-  bp  -\ 

-  . .  +  cy 

ax    -{-bp'     \-  . 

,+Cy'.    .. 

ax  +  b'p  H 

-  .  .  +  C'y 

a'x  -f  b'p'  -f-  • 

.  +  c'y'  .    . 

D    = 

ax  -f  b'p  -f-  .  .  -f-  c'y      ax  -f-  b'p'  -f-  . .  4-  c'f  .  .  . 

Il  s'agit  de  démontrer  que  D  =  d.  0. 

Chaque  colonne  de  D  étant  composée  de  m  files  verti- 
cales, D  est  décomposable  en  mm  déterminants  élémentaires, 
dont  chacun  se  déduit  de  D  en  y  remplaçant  chaquo  co- 
onne  par  l'une  des  files  verticales  qu'elle  comprend. 

Un  déterminant  élémentaire  est  nul  si,  pour  le  former,  on 
a  pris  dans  deux  colonnes  de  D  des  files  de  même  rang  : 
on  effet,  ces  deux  files  sont  composés  d'éléments  propor- 
tionnels. 

Si,  pour  former  un  déterminant  élémentaire,  on  a  pris 
dans  les  colonnes  de  D  des  files  de  rang  tous  différents, 
ce  déterminant  élémentaire  est  le  produit  de  d  par  un  fac- 
teur  qui  ne  dépend  que  dos  éléments  d»>  8;  dès  lors  D,  qui 
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est  la  somme  des  déterminants  élémentaires,  peut  s'écrire 
D  =  dXï(x...yl.  (1) 

cp  (%. . .  y')  est  un  facteur  qui  ne  dépend  que  des  éléments 
de  o,  et  dont  il  s'agit  de  déterminer  la  valeur.  Pour  cela, 
on  peut  attribuer  aux  éléments  de  d  telles  valeurs  que 
l'on  veut,  car  cp  n'en  dépend  pas  ;  si  en  particulier  on  rem- 
place par  l'unité  chacun  des  éléments  de  la  diagonale  prin- 
cipale de  d,  et  par  des  o  tous  les  autres  éléments,  d  devient 
égal  à  i,  D  devient  égal  à  o,  et  comme  o  n'a  pas  changé, 
l'égalité  (1)  devient 

*  =  ?(«.       y'), 
d  ou 

D  ==  d  .  S  ;  c.q.f.d. 

NOTE  SUR  LES  COMBINAISONS  COMPLÈTES 

Par  M.  Waleeki,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Condorcet. 


Soit  à  trouver  le  nombre  de  combinaisons  complètes  de  m 
lettres  p  à  p. 

Si  a,  b,.. .  I  sont  les  m  lettres,  chaque  combinaison  peut 
être  figurée  par  un  monôme  a*,  6,5,. . .  /y,  où  a,  S, . . .  À  sont 
m  entiers,  nuls  ou  positifs,  dont  la  somme  est  égale  à  p:  il  y 
aura  autant  de  combinaisons  que  de  manières  de  partager 
p  unités  entre  m  nombres  nuls  ou  positifs.  —  Pour  figurer  une 
de  ces  partitions,  je  dispose  sur  une  ligne  m  —  i  signes  de 
séparation:  des  o,  par  exemple,  puis  j'écris  les  unités  de  a. 
avant  le  premier  o;  celles  de  ^  dans  le  premier  intervalle  et 
ainsi  de  suite,  et  enfin  les  unités  de  À  après  le  dernier  o.  Il 
n'y  a  rien  à  écrire  pour  un  exposant  qui  serait  nul.  J'ob- 
tiens ainsi  une  suite,  telle  que:  o.  i  i  0...0  i,  formée  de 
p  unités  et  de  m  —  1  signes  de  séparation.  Il  y  a  autant  de 
combinaisons  que  de  suites  de  ce  genre,  et  le  nombre  de  ces 
suites  est  le  nombre  des  permutations  de  m  -f-p  —  1  lettres 
dont  p  sont  égales  à  l'unité,  et  m  —  1  sont  des  o.  Le 
nombre  demandé  est  donc 

(m+p  -  1)! 


m  —  i  \  n 


c.   Q.  F. 
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SUR  L'ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  DEGRE 

Par  M.  R.  Lie  Pont. 


La  méthode  que  nous  proposons  aujourd'hui  pour  la 
résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  consiste  à  expri- 
mer linéairement  ses  racines  en  fonction  de  celles  d'une 
équation  bicubique. 

Considérons  l'équation 

x*  -f-  6pxi  -J-  4qx  +  r  =  o.  (1) 

Posant 

x  =  y  +  z,  (2) 

elle  devient  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  a.  y  : 

g«  +  4*0»  +  6(s>  +  p)y*  +  4(*3  +  3pz  -f  q)y  -f  ï  " 

-f  6j»s*  +  4QZ  +  *  =  o  w 

Annulant  les  termes  de  degré  impair  : 

Xij*  +  '*  -f  3/«  +  q  =  o,  (4) 

l'équation  (3)  se  réduit  à 

y4  _|_  6(^  -f  ^y  +  3*  +  6jtt»  +  47-  +  r  =  o.     (5) 

Remplaçant  dans  (5)  y*  par  sa  valeur  de  (4) 

t  =  ~  *a  -  3*  -  -j- ,  (6) 

nous  obtenons  la  réduite 

4*«  -f  1 »£**  +  (9f»  —  r)z*  ±q*  =  o.  (7) 

Désignant  par  zlt  zir  z-è  et  —  ï^,  —  ssa,  —  z.,  ses  racines,  nous 
avons 

*?  +  *!  +  *!  =-3^ 

-  4 

Remplaçant  dans  la  valeur  (6)  de  ?/2,  z  par  e^sLj  il  vient 
y  =  e,a,  -f  £,33,  (8) 

les  t  désignant  -f-  1  ou  —  1.   Par  suite 

X  =  £,3t  -fe23u   -f  t3z:i.  (9) 

Les  quatre  valeurs  de  x  : 

Xi=        »j        z2        :,. 
■''2-—-  —  •*!  ~t~  zi    r  *aJ 
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il 


X3  -j~    ~1  Z2       I       *»> 

Xi  =     (     Zt  -f-  5Ï,  ^3, 

pour  lesquelles  le  produit  ^£,63  est  négatif,  sont  les  racines 
de  l'équation  proposée. 


NOTE  SUR  LA  DROITE  DE  SIMSON 

Par  M.  "Weill,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Collège  Chaptal. 


Je  me  propose  d'établir  par  la  géométrie  les  propriétés 
les  plus  importantes  que  l'on  connaît  sur  la  droite  de  Simson, 
et  quelques  propriétés  nouvelles. 

Lemme.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  si  du  point 
A  on  abaisse  la  hauteur  AB  qui  rencontre  le  cercle  circon- 
scrit au  point  E,  le  point  de  concours  H  des  hauteurs  du 
triangle  ABC  s'obtient  en  prenant  DH  ==  DE. 

Étant  donné  un  triangle  ABC  et  un  point  M  de  la  circon- 
férence circonscrite  à  ce  triangle,  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  du  point  M  sur  les  côtés  du  triangle 
sont  sur  une  droite  que 
j'appellerai  droite  de  Simson 
relative  au  point  M  et  au 
triangle  ABC. 

Théorème     I.    —    La 

droite  de  Simson  relative  à 
un  point  M  et  à  un  triangle 
ABC  passe  par  le  milieu  de 
MH,  H  étant  le  point  de  con- 
cours des  hauteurs  du  trian- 
gle ABC. 

A  partir  du  point  H,  point 
de  concours  des  hauteurs 
du  triangle   BAC,    prenons 

HG  égale  à  la  perpendiculaire  MK,  et  joignons  KG,  KH. 
KE,  MG.  La  figure  EKMG  est  un  trapèze  isoscèle,  car  les 
angles  en  E  et  G  sont  ésrauxà  cause  de  DH  =  DE. 


H 
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Dans  ce  trapèze  on  a 

KGE  =  MEG. 
Mais  MEG  est  égal  à  MBA.  Donc 

KGE  =  MBA. 

Donc 

MBA  =  MKI. 

Par  suite,  le  quadrilatère  MIKB  est  inscriptible,  donc 
MIK  est  droit,  et  KIG  est  la  droite  de  Simson  relative  à  M 
et  à  ABC.  Dans  le  parallélogramme  MGHK,  elle  passe  par 
le  milieu  de  MH.  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  Le  point  de  concours  des  hauteurs  d'un 
triangle  circonscrit  à  une  parabole  est  sur  la  directrice. 

Il  suffit  de  considérer  la  parabole  ayant  pour  foyer  M  et 
inscrite  au  triangle  ABC  ;  elle  a  pour  tangente  au  sommet 
la  droite  de  Simson  KG;  par  suite,  en  vertu  du  théorème 
précédent,  la  directrice  passe  par  H. 

Théorème  II.  —  Étant  donnés  quatre  points  A,  B,  C;  D 

d'une  circonférence,  les  points 
de  concours  des  hauteurs  des 
triangles  qu'on  peut  former  avec 
ces  points  pris  trois  à  trois,  sont 
les  sommets  d'un  quadrilatère 
égal  à  ABCD. 

On  sait  que  la  distance  CH 
du  point  G    au  point  de  con- 
cours    H    des     hauteurs    du 
triangle  ACD  est  double  de  la 
distance  du  centre  0  du  cercle 
circonscrit  au    côté   AD.  Dès 
lors  la  droite  KH,  qui  joint  les  points  de  concours  des  hau- 
teurs du  triangle   ABD    et    du  triangle  ACD,  est    égale  et 
parallèle  à  BC,  et  le  théorème  est  démontré. 

Les  quatre  points  de  concours  des  bailleurs  H,  K,  L,  M  sont 
.sur  un  cercle  égal  a  celui  des  points  donnés,  et  le  centre 
de  similitude  des  deux  cercles  est  au  milieu  commun  des 
quatre  droites  BH,  CK,  AL,  DM. 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES  13 

Théorème  III.  —  Étant  donnés  quatre  points  ABCD 
d'une  circonférence,  les  droites  de  Simson  relatives  à  chacun  des 
points  et  au  triangle  des  iïois  autres  concourent  en  un  même 
point. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  des  deux   précédents. 

Théorème  IV.  —  L'angle  de  deux  droites  de  Simson  rela- 
tives à  deux  points  M  et  M'  et 
à  un  triangle  ABC  est  la  moitié 
de  l'angle  MOM',  0  étant  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC. 

Soient  D,  E,  D' E'  les  projec- 
tions de  M  et  M'  sur  BC  et 
BA. 

L'angle  des  droites  DE, DE' 
est  égal  à  la  différence 
MDE  —  MT>'E*  =  MBE 
—  M'BE'. 

Cette  différence  a  pour  me- 
sure la  moitié  de  Tare  MM',  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème  V.  —  Deux  droites  de  Simson  relatives  aux 
deux  points  M,  M'  et  au  triangle  ABC  interceptent  sur  le  cercle 
des  neuf  points  de  ce  triangle  deux  arcs  dont  l'un  est  double  de 
l'autre. 

Eu  effet,  le  point  H  de  concours  des  hauteurs  du  triangle 
ABC  est  un  centre  de  similitude  pour  le  cercle  des  neuf 
points  et  le  cercle  circonscrit,  et  les  milieux  de  MH  et 
M'H,  qui  sont  des  points  P  et  Q  des  deux  droites  de  Sim- 
son, sont  sur  le  cercle  des  neuf  points.  L'arc  PQ  de  ce 
dernier  cercle  est  moitié  de  l'arc  MM'.  Les  deux  droites  de 
Simson  rencontrent  encore  le  cercle  des  neuf  points  en  Pt 
et  Qt.  L'angle  des  droites  de  Simson  a  pour  mesure,  d'une 
part,  la  demi-circonférence  des  arcs  P^  et  PQ  ;  d'autre 
part,  la  moitié  de  l'arc  PQ  qui  est  moitié  de  MM'.  Donc  on 
a  bien 

arcP,Q,  =  2.PQ. 
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Théorème  VI.  —  Étant  donnée  une  droite  de  Simson 
relative  au  point  M  et  au  triangle  ABC,  si  P  est  le  point  où  elle 
rencontre  MH,  et  siF±  est  le  second  point  où  elle  rencontre  le 
cercle  des  neuf  points  du  triangle,  on  obtient  le  point  S  où  la 
droite  de  Simson,  variable  avec  M,  touche  son  enveloppe,  en  por- 
tant sur  P,P  une  longueur  PS 
égale  à  VJ*. 

En  effet,  cou  sidérons  une  droite 
de  Simson  Q±  Q  infiniment  voi- 
sine  de    la  première  et  la  ren- 
contrant au  point  T.  On  aura 
arc  PiQt  =  2  .  arc  PQ. 
On  a 

corde  PQ  TP 


corde  P^ 
A  la  limite,  on  a 

TP  TP 


TQt 


TQ, 


et 


corde  PQ 
corde  PjQi 
donc  TP  =  PPt  à  la  limite;  c.  q.  f.  d. 


TP4 

arc  PQ 
arc  PtQj 


Théorème  VII.  —  Soient  A  et  B  deux  points  fixes  d'une 
circonférence,  et  CD  une  corde  variable,  telle  que  Von  ait 
arc  AC  =  k  .  arc  BD  : 
1°  On  obtient  le  point  où  CD  touche  son  enveloppe  en  portant 

DG 
sur  CD,  à  partir  de  D,  une  longueur  DS  =  ~ ; 

2°  L'enveloppe  de  CD  est  une  hypocycloide  dans  laquelle  le  rap- 
port des  rayons  des  circonférences  est     ^      — -  . 

(k  —  i) 

La  première  partie  du  théorème  se  démontre  comme  le 
précédent. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie,  décrivons  une  circon- 
férence passant  en  S  e1  D,  et  touchant  en  D  la  circoûfSrence 
fixe  donnée,  on  aura 
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OD  CD 


io 


fc+1 


OD 


=  R. 


DO'  DS 

OL  =  OD  -f  2. DO' 

De  0  comme  cen- 
tre, décrivons  une 
circonférence  de 
rayon  R,  et  pre- 
nons sur  cette  cir- 
conférence à  par- 
tir du  point  A  et 
dans  un  sens  con- 
venable, un  arc 
AX  égal  à  l'arc  AS. 
Le  point  S  appar- 
tiendra à  l'hypo- 
cycloïde  engen- 
drée par  un  point 
du  cercle  O'D  rou- 
lant sur  le  cercle  OL,  l'origine  du  mouvement  étant  en  X, 
et  CDS  est  la  tangente  en  S  à  cette  courbe,  d'après  un  théo- 
rème bien  connu. 

Théorème  VIII.  —  Étant  donnée  une  droite  de  Simson 
relative  à  un  point  variable  M  et  à  un  triangle  fixe  ABC,  elle 
a  pour  enveloppe  unehypocycloide  à  trois  rebroussements ,  engen- 
drée par  un  point  d'un  cercle  roulant  intérieurement  sur  un 
autre  de  rayon  triple.  Le  centre  du  cercle  fixe  coïncide  avec  le 
centre  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC,  et  son  rayon 
est  le  triple  du  rayon  de  ce  cercle. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  des  deux 
précédents. 

Théorème  IX. —  Les  droites  de  Simson  relatives  à  deux 
points  M  et  M'  diamétralement  opposés  sur  la  circonférence  cir- 
conscrite au  triangle  ABC,  se  coupent  à  angle  droit. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  V. 

Théorème  X.  —  Deux  droites  de  Simson  rectangulaires 
se  coupent  sur  la  circonférence  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 
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En  effet,  soient    M  et  M'   les  extrémités  du  diamètre   du 

cercle  circonscrit  au  triangle  ; 
joignons  HM,  HM'  et  soient  K  et 
K'  les  milieux  de  ces  droites,  KK' 
est  un  diamètre  du  cercle  des 
neuf  points  ;  donc  le  point  de 
rencontre  S  des  deux  droites  de 
Simson  rectangulaires  qui  passent 
par  Ket  K'  est  sur  le  cercle  ayant 
KK'  pour  diamètre,  c'est-à-dire 
sur  le  cercle  des  neuf  points. 

Théorème  XI.  —  Deux  droites 
de  Simsonrectangulaires  interceptent  sur  un  côlé  AC  du  triangle 
deux  segments  AP,  CQ  égaux  entre  eux. 

En  effet,  P  et  Q  sont  les  projections  sur  AC  des  extrémités 
M  et  M'  d'un  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
BAC. 

Théorème  XII. —  Deux  droites  de  Simson  rectangulaires 
sont  les  asymptotes  d'une  hyperbole  èquilatère  passant  par  les 
trois  sommets  du  triangle  ABC. 

Ce  théorème  résulte  du  précédent,  en  vertu  d'une  propriété 
connue  de  l'hyperbole. 

Théorème  XIII.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC  inscrit 
dans  une  hyperbole  èquilatère,  si  aux  trois  points  où  les  côtés 
de  ce  triangle  rencontrent  une  asymptote,  on  élève  des  perpendi- 
culaires à  ces  côtés,  elles  sont  concourantes. 

Ce  théorème  est  un  autre  énoncé  du  précédent. 

Théorème  XIV.  —  Si  l'on  considère  une  parabole,  et  une 
hyperbole  èquilatère  ayant  pour  l'une  de  ses  asymptotes  la  tan- 
gente au  sommet  de  cette  parabole,  il  existe  une  infinité  de 
triangles  à  la  fois  inscrits  dans  l'hyperbole  et  circonscrits  à  la 
parabole. 

En  effet,  il  existe  un  pareil  triangle,  en  vertu  des  théo- 
rèmes qui  précèdent,  et,  par  suite,  une  infinité. 

(A  suivre.) 
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VARIÉTÉS 


Nous  trouvons  dans  le  Bulletin  de  M.  Darboux  une  lettre 
de  M.  Sélivanof  à  M.  Hermite  sur  la  résolution  de  l'équation 
du  quatrième  degré;  c'est  un  emploi  très  élégant  des  théo- 
rèmes connus  sur  les  formes  homogènes  du  second  degré; 
et  nous  sommes  heureux  de  le  faire  connaître  à  nos  jeunes 
lecteurs;  nous  reproduisons  le  sens  précis  de  la  lettre  de 
M.  Sélivanof,  en  prenant  seulement  la  liberté  de  modifier  le 
texte,  mais  sans  trahir  l'auteur. 

Soit/"  (x,  y)  =  Ax*  -f-  4.Bx'y  -f-  6Ca?2i/2-{-4  Dxy3 -f-  Yyu,  une 
forme  homogène  du  quatrième  degré  à  deux  variables  ;  po- 
sons 

x*  =  y.,  zxy  =  p,  if  =  y, 

la  forme  homogène  du  quatrième  degré  deviendra  une  forme 
homogène  du  second  degré  à  trois  variables  : 

o(a,  ,6,  y)  =  A*2  +  2B»S  -f  6CxY  +  aDSy  +  Ev2, 
et  cette    forme  homogène,  qui  est  incomplète    puisqu'elle 
manque  du  terme  en  S2,  peut,  en  introduisant  un  paramètre 
arbitraire  X,  s'écrire 

ip(a,  S,  y)  =  A*2  -f-  Aâ2  -f-  EY2  +  iDft 
-f  2(3G  —  2X)ya  -f  2Bap. 
Si  l'on  détermine  X  de  manière  à  annuler  le  discriminant 
de  cette   forme  homogène  du  second  degré,  on  aura  l'équa- 
tion du  troisième  degré  : 

A  B        3C  —  2* 

B  À  D 

3G— 2/        D  E 

et  chaque  racine  de  cette  équation,  portée  dans  la  forme 
homogène  o(%,  (3,  y),  la  transformera  en  la  somme  algébrique 
de  deux  carrés  : 

(mot  -f-  ni  -f  py)*  -f-  (m'x  +  n'P  -f-  P'ï)î> 
et  par  conséquent  transformera  f  (x,  y)  en 

(mx2  -f-  2nx  -\-  p)°-  -f-  (m'x2  -f-  2i\'x  -f-  p')s, 


=  o 
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comme  le  fait  la  méthode  de  Ferrari;  nous  recommandons 
à  nos  lecteurs  de  se  familiariser  avec  ce  procédé. 

CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  S.  Realis  à  M.  G.  de  Longchamps. 
— Permettez-moi,  Monsieur,  au  sujet  des  notes  insé- 
rées aux  pages  102  et  141  du  Journal  de  Mathématique*  spé- 
ciales (1883),  de  rappeler  un  article  publié  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  (2e  Série,  t.  IV,  p.  209)  et  où  j'ai 
rattaché  la  résolution  de  l'équation  cubique 

x%  —  3px  -f-  q  =  o 
à  celle  des  équations  de  Moivre. 

Après  avoir  établi  dans  cet  article  le  fait  très  connu  que, 
dans  le  cas  particulier  de 

q2  —  4p«  =  o, 

deux    racines    de    l'équation   sont    égales,  j'ai    signalé  la 
décomposition 

ce3  —  3x 


fi  +  P=(*+2jf|)("-Kf): 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

xs  —  3px  -f-  zp  \/p  =  (as  -f"  3  \^V){X  —  \^V)%' 

Cette  décomposition,  très  facile  à  obtenir  directement,  per- 
met donc,  dans  la  théorie  de  l'équation  du  troisième  degré. 
de  traiter  le  cas  do  deux  racines  égales,  préalablement  à  la 
résolution  algébrique  de  l'équation  générale. 

11  n'y  a  là,  assurément,  rien  de  nouveau,  et  je  ne  rappelle 
ici  celte  identité  que  parcequ'elle  me  semble  de  nature  à 
simplifier  et  à  compléter  la  conclusion  de  la  seconde  note 
mentionnée,  E.  Vazeille. 
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QUESTION  58 

Solution  par  M.  Gindre. 


On  donne  la  courbe  dont  l'équation  est 

y*  —  x4  -f-  2ax2y  ==  o. 
4°  On  propose  d'abord  de  construire  cette  courbe  C;2°  soit  M 
un  point  quelconque  de  G,  on  joint  OM,  et  on  trace  une  droite 
A,  symétrique  de  OM  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  des 

f  • 


axes;  cette  droite  A  rencontre  la  perpendiculaire  élevée  au 

AT    h    In    rli'nH-t)    HAÏ"      on    tin   tinint    T  •    flpnirmtvPV  miP   lp   lipir 


axes;  cette  droite  A  rencontre  la  perpendiculaire  élevée  au  point 
M.  à  la  droite  OM,  en  un  point  T  :  démontrer  que  le  lieu  géomé- 
trique de   ce  point  I  est   une  hyperbole  équilatère;  3°  sur  01 
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on  prend  01'  =  MI.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  V  est  un 
cercle. 
1°  Pour  construire  la  courbe  précédente,  je  pose 
y  =  tx, 
et  j'obtiens  pour  x  et  y  les  valeurs 

2at  2af2 

en  fonction  d'un  seul  paramètre  variable  t. 

Je  remarque  d'abord  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  des  y;  il  suffira  donc,  pour  obtenir  entière- 
ment la  courbe,  de  faire  varier  /  de  o  à  —  et  de  o  à . 

2  2 

Les  valeurs  de  x  et  y  deviennent  infinies  pour 
t=  ±  i. 
Il  y  aura  donc  deux  directions  asymptotiques,  qui  sont  les 
bissectrices  des  angles  des  axes. 
La  différence 

2a/2  —  iat  —  2at 

y  -  œ  ==     i  _**     -  (I +  ,.)(,  +  ,) 

devient pour  t  =  -\-  i,  et  la  somme 

2a/(i  +  t)  zut 


y  +  x 
devient pour 


!♦-*«  (I    +  *»)(!   —  0 


t  =  —  I. 

La  courbe  présente  donc  les  deux  asymptotes  réelles 


a 

y  =  X-  — 

» 

y  =  —  x  — 

a 

Ces  deux  asymptotes   rencontrent  la    courbe    aux  points 
déterminés  par  les  valeurs  de   /  satisfaisant  aux  équations 

(i   -   Q«(f«+2f-   i)=  o, 
et 

([  +    /)*(/*_  2t—l)=  O. 

La  courbe  présente  un  point  triple   ù  l'origine,  les  tau- 
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gentes  en  ce  point  sont  les  axes  eux-mêmes,  l'axe  des  y  étant 
une  tangente  double. 

La  courbe  a  la  forme  ci-contre. 

2°  Je  considère  un  point  quelconque  N  de  C,  déterminé 
par  la  valeur  t :  la  droite  A,  symétrique  de  OM,  par  rapport 
à  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes,  sera  déterminée  par  l'an- 
gle IOX,  dont  la  tangente  est 

Les  coordonnées  du  point  I  seront 


x  —  01  .  cos  IOX 


et 
Mais 

et 


01  = 


y  =  01  .  sin  IOX. 
OM  OM 


k  ,      sm  2  A 

COS 2/ 


0M=>y«'+4«*  = J*_; 

i  —t'  l1  —  i  )\/i  -f  l* 

par  suite  le  lieu  du  point  I  sera  défini  par 

iat  cos  IOX  at 


X  = 


(i  —  t2)  v/i  -H2  sin  il        i  —  t* 
2at  sin  IOX  a 

(i  —  i2)  v/i  +  *2sin  2X   "  i  —  t2 
Ces  relations  définissent   une  hyperbole  équilatère,  dont 

le   centre   est  joint  au  point  x  =  o,  y  =  —  et  dont  les 

asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  de  l'angle  des 
axes  :  on  construit  facilement  cette  hyperbole,  au  moyen 
des  deux  relations 

a 
x  =  ty,  u  —  r. 

3°  On  prend  sur  la  droite  A,  un  point  I',  tel  que  MI  =  01'; 

or  MI  =  OM  tg  ( 2a  )  =- r= i J-  =z   , 

tg2/  2t  y/i  +  r» 
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Les  coordonnées  du  point  F  seront  donc  données  par 
x  =  01'  cos  ÏÔX  =  MI  sin  X  = 


y  =  01'  sin  IOX  =  M[  cos  X  = 

Ce  lieu  défini  par  les  équations 

a 
x=.  ty      et  y 


i  +«- 
a 


2  -f-  t% 

est  un  cercle,   ayant  pour  centre  le  point  x  =  o,  y  =  , 

et  pour  rayon  la  longueur  —  . 

.Nota.—  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  de  Kerdrel,  à  Kéruzoret; 
Ferval,  Azéma.  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris;  Levaire,  pensionnat  des  Maristes, 
à  Plaisance;    Amouroux,  à  Grenoble;  Giat,  à  Moulins;  Pornay,  à  Toulouse 
Corot,  à  Troyes. 
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lions en  l'aire  ici  une  analyse.  Tous  ceux  qui  s'intéressent  au  mouvement 
moderne  des  mathématiques  savent  quelle  large  part  cette  théorie  des 
déterminants  et  ses  applications  multiples  ont  prise  dans  nus  cours  de 
mathématiques  spéciales.  C'est  cette  algèbre  nouvelle  qui  a  si  profondé- 
ment attaqué  L'enseignement  ancien,  et  lui  a  substitué,  avec  uu  autre 
ordre  d'idées,  des  méthodes  el  des  démonstrations  nouvelles.  On  peut 
dire,  croyons-nous,  sans  exagération,  que  les  propriétés  des  détermi- 
nants, el  i,i  pratique  du  calcul  algébrique  qui  leur  correspond,  sont  la 
base  la  plu-  ordinaire  de  cet  enseignement  nouveau  auquel  noua  venons 
de  taire  allusion. 

Non  ne  i  ppelons  ce  lait  très  connu  que  pour  en  déduire  l'observa- 
tion (à  l'adresse  de  nos  jeunes  lecteurs,  candidats  à  l'École  Polytechnique 
on  ,i  L'École  Normale]  qu'il  devient  de  plus  en  plus  nécessaire  de  se 
familiariser  avec  L'algèbre  des  déterminants.  C'est  cette  pensée  qui  nous 

■  j  leur  signaler,  comme  une  chose  des  plus  utiles  pour  eux,  \A 
lecture  du  livre  de  M.  Mansiou.  Ces  éléments  renferment  un  1res  grand 
nombre  d'exercices,  parmi  Lesquels  beaucoup  sont  résolus.  La  quatrième 
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édition  renferme  aussi  un  chapitre  préliminaire  traitant  des  déterminants 
a  deux  ou  trois  lignes.  Les  démonstrations  sont  présentées  sous  un 
jour  tout  à  fait  simple  et  élémentaire  ;  les  commençants,  ceux  pour  qu 
la  notation  des  indices  offre  quelque  difficulté,  pourront,  en  lisant  l'ou- 
vrage que  nous  leur  recommandons  ici,  franchir  plus  facilement  les 
premières  difficulte's  que  présente  la  théorie  des  déterminants. 

G.  L. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


88.  —  Ou  considère  une  ellipse   E,  et  le  cercle  A  décrit 

sur  le   petit  axe  BB'  comme  diamètre.  Sur  BB'.  à  partir  du 

centre  0,  on  prend  deux  points  P,P'  tels  que  l'on  ait 

6c 
OP  =  OF  =   —  ; 
a 

par  ces  points  P  et  P',  on  mène  deux  droites  parallèles  et 
dans  la  même  direction  ;  ces  droites  rencontrent  A  en  des 
points  Q  et  Q'.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de  ren- 
contre des  tangentes  à  A  aux  points  Q  et  Q'.  (G.  L.) 

89.  —  On  considère  un  cercle  A,  et  l'on  prend  sur  la 
circonférence  un  point  mobile  M.  Ayant  joint  ce  point  aux 
extrémités  d'un  diamètre  fixe  ÀB.  du  point  M  on  abaisse 
sur  ÂB  une  perpendiculaire  IIP  ;  h  cercle  décrit  de  M 
comme  centre  avec  MP  pour  rayon  rencontre  MA  en 
A'  et  MB  en  B\  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  de 
MP  et  de  A'B'  est  une  courbe  du  dixième  degré,  ayant 
pour  points  quadruples  les  points  A  et  B.  On  montrera  que 
si  AB  est  l'axe  des  x,  l'équation  peut  se  résoudre  par  rap- 
port à  y,  et  l'on  donnera  la  forme  générale  de  cette  courbe, 
qui  est  une  unicursale.  /g<  ri 

90.  — Construire  le  lieu  des  pieds  des  normales  menées 
d'un  point  fixe  S,  à  la  suite  des  circonférences  qui  touchent 
deux  droites  fixes  données.  —  Examiner  :  1°  le  cas  par- 
ticulier où  le  point  fixe  S  est  sur  l'une  des  deux  droites 
données;  2°  le  cas  où  le  point  S  est  également  distant  des 
deux  droites  données  ;  3°  le  cas  où  le  point  S  se  transporte 
à  l'infini  dans  une  direction  donnée.  (e.  V.) 
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91, —  On  donne  un  point  fixe  Oet  une  droite  fixeAB;  pour 
chaque  point  P  de  AB  on  prend,  normalement  à  AB,  PM 
=  X  .  OP,  X  étant  une  constante.  Quel  est  le  lieu  du  point 
M,  et  quel  est  le  problème  simple  de  géométrie  descriptive 
que  l'on  peut  regarder  comme  l'origine  du  problème  actuel? 

(E.  V.) 

92.  —  On  donne  une  circonférence  fixe  0,  et  une  droite 
fixe,  AB.  Sur  chaque  tangente  à  la  circonférence  on  prend 
le  point  M,  de  telle  sorte  que  le  point  de  contact  P  soit  le 
milieu  du  segment  QM  limité  d'un  côté  au  point  M,  et  de 
l'autre  côté  sur  la  droite  fixe  AB.  Quel  est  le  lieu  du  point 
M?  -  On  examinera  en  particulier  le  cas  où  la  droite  AB 
est  tangente  à  la  circonférence,  et  le  cas  particulier  où  la 
droite  AB  est  un  diamètre  de  la  circonférence.        (E.   V.) 

93.  —  On  donne  deux  coniques  fixes  U  et  V,  et  un  point 
fixe  S  ;  par  le  point  S,  on  mène  une  transversale  arbitraire 
qui  détermine  surU  un  segment  (m',  m')  et  surV  un  segment 
(n,  n"),  et  l'on  demande  :  1°  le  lieu  du  centre  de  l'involu- 
tion  déterminée  par  ces  deux  segments  ;  2°  le  lieu  des 
points  doubles  de  cette  involutiou.  —  Expliquer  comment 
ce  dernier  lieu  peut  devenir  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  menées  d'un  point  fixe  à  une  série  de  coniques 
homofocales.  (E.  V.) 


AVIS 


L'abondance  des  matières  nous  oblige  à  remettre  au  pro- 
fila in  numéro  la  suite  de  l'étude  sur  les  nouvelles  fraction? 
continues. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


INPIIISIERIE   CKRTRALB   DBS   CHEMINS   DE   FKR.  —   I.MPIUMUUE   C.IIA1X. 
ROB   IIEHCERE,  20,    PARIS.   —  378-*. 


JOUtNAL   DE  MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES  2o 


SUR   UNE 

NOUVELLE  ESPÈCE  DE  FRACTIONS  CONTINUES 

Par  M.  G.  de  Long-champs. 
[Suite,  voir  année  1883,  p.  193,   217,  241,  269.) 


XIV.    Application  à  un  exemple  numérique.  — 

Avant  d'aller  plus  loin  dans  cette  théorie,  il  sera  peut-être 
utile  de  montrer  sur  un  exemple  numérique  comment  on 
peut,  par  de  simples  additions,  extraire  une  racine  carrée 
en  appliquant  la  méthode  que  nous  exposons. 

Prenons  une  équation  du  second  degré,  à  coefficients  com- 
mensurables,  par  exemple  l'équation 

x2  —  3x  -f-  i  =  o. 

Cette  équation  a  une  racine  supérieure  à  l'unité  et  nous 
pourrons  trouver,  par  notre  méthode,  des  valeurs  de  plus  en 

3  —  \/~ 
plus  approchées  de  la  plus  petite  racine .  Comme 

nous  l'avons  démontré,  les  calculs  que  nous  allons  indiquer 
donnent  des  nombres  ayant  cette  irrationnelle  pour  limite. 
A  cet  effet,  considérons  l'équation  de  récurrence, 

Un  —  3u„_i   -f-  Un-2  =  O 

et  prenons  quatre  nombres  arbitrairement,  a0  =  1,04  =  1  ; 
po  =  1,  Pi  =  2.  Ces  nombres  doivent,  naturellement,  être 
pris  avec  une  valeur  très  simple,  et  sous  cette  réserve  que 
l'on  n'ait  pas  opfii  —  a^  =  o. 

Pour  le  dire  en  passant,  cette  latitude  absolue  laissée  aux 
constantes  initiales  permet,  par  un  choix  convenablement 
fait,  de  se  rapprocher  plus  rapidement  de  la  valeur  de 
l'irrationnelle  ;  mais  cette  considération  n'est  pas  entrée 
dans  la  détermination  du  choix  précédent,  quin'a  été  inspire 
que  par  la  pensée  de  prendre  des  valeurs  initiales  simples 
et,  aussi,  par  une  autre  idée  que  nous  indiquerons  tout  à 
l'heure. 
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Les  nombres  récurrents  an  ,  Sn  se  calculent  alors   par  les 

formules 

x„  =  3x„_i  —  X„_2, 

%==  36n_i  —  ôn_2; 
et  l'on  peut  écrire  , 

X  i+ I+2  +  5+ 13+34+2?  3  +  010+  1597  +  41 8 1  +  IQQ4'>  + 

"Y"  —  i+2  +  5  +  i3  +  34+ 

On  voit  d'abord,  d'après  ce  résultat,  quelle  est  l'idée  à 
laquelle  nous  Tenons  de  faire  allusion.  La  loi  de  récur- 
rence des  fonctions  jî  étant  la  même  que  celle  des  fonc- 
tions a,  si  l'on  fait  en  sorte  de  choisir 

1°  %  =  y.i}     2°  pt  =  oc2  =  3at  —  aos 
les    nombres  S2,  (33,    ...   seront    respectivement  égaux  aux 
nombres  a3,  a4.   ...   ;  et  les  calculs  se  trouvent  ainsi  abré- 
gés de  moitié. 

Calculons  maintenant  les  réduites  successives,  comme  le 
montre  le  tableau  ci-dessous  : 


II 

Y0 

i 

i 

i 


3- 

o 

T 

o,6. 


X2 
Y 

± 

8 

o,5 


11 

Y8 

988 

2584 

o,38.. 


JE» 

Y3 

9 
21 

0,4. 

Y9 

2585 

6;65 

o,38.. 


Xi 
Y, 
22 
55 
o,38.. 
X, 


x5 

56 

o,38. 


II. 
Y« 

145 


Y,o 
6766 


1  _ 


711 
o,38.. 


$77 
o,38., 
X,t 
Y„ 

40368 
o,38i.. 


X7 
Y, 

378 

987 

o,38.. 


Si  l'on  rapproche  ces  nombres  du  résultat  connu  : 

3~V  5  =o.38 10682... 
2 

on  voit  que  c'est  seulement  la  réduite  d'indice  1 1  qui  a 
donné  le  chiffre  exact  des  millièmes;  mais  il  faut  considé- 
rer que  les  termes  qui  composent  cette  réduite  oui  été 
obtenus  par  un  procédé  des  plus  simples  et  qui  consiste:  1°  à 
tripler  le  nombre  précédemment  obtenu;  2°  à  retrancher  de 
ce  résultai  le  nombre  anté-précédent;  3°  ;i  ajouter  tous  les 
nombres  iiinsi  calculés. 
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Mais  on  peut  encore  abréger  ces  calculs  et  obtenir,  par  voie 
récurrente,  les  nombres  Xn,  Y„,  comme  nous  allons  l'indi- 
quer maintenant. 

XV.  Récurrence  des  fonctions  X„  et  Yn.  —  L'équa- 
tion proposée  étant 

x1  —  2px  -f-  ç  =  o,  (A) 

on  a,  pour  calcul  des    fonctions    x,  les    égalités    suivantes 

(  Xn  2/)X„_1   -j-   q'J.n-2   =  O, 

/«   1  a„_,  —  2/}xn_2  -(-  qy.n-3  =  o, 

(  o,  —  2pxi  +  qa9  =  o. 

D'ailleurs,  on  a  aussi, 

X„  =  <x0  4~  «i  4~  •  •  •  +  "■  • 
Les  égalités  (1)  donnent  donc 

X„  —  a0  —  04  —  2p  (X„_!  —  x0)  +  gXn_2  =  O.       (B) 
Changeons  n  en  n  —  i,  nous  avons 

X„_!    7.0  ttj  2jQ  (Xn_2    aQ)  -f-  7X„_3  =  O 

et,  par  suite, 

x„  —  (2p  +  *)x»-i  4-  (>p  4-  9)x„-2  —  gx„_3  =  o.    (C) 

C'est  une  relation  de  récurrence  à  laquelle  on  peut  appli- 
quer le  théorème  de  Lagrauge,  et,  en  observant  que  l'équa- 
tion génératrice  est,  dans  cet  exemple, 

»"  —  (ap  -f  O-2  +  (2p  +  g)3  —  7  =  o, 
ou 

(S  —   l)(«"  —   2/33  -f-  g)  =  o, 
on  voit  doue  que,  en  appelant  x,  x"  les  racines  de  (A),  on  a 
X*  =  A  -f  Bx'n  +  Cx"\  (D) 

Cette  formule  s'applique,  bien  entendu,  aux  fonctions  Y„, 
en  choisissant  convenablement  les  constantes  A,  B,  C. 

XVI.  Calcul  des  constantes  A,  B,  C.  —  En  faisant, 

successivement,  dans  la  formule  (B),  n  =  o,  n  =  i,  n  =  2, 

on  a 

X0  =  a0  =  A  +  B  +C, 
Xt  =  *0  +  oc,  =  A  4-  Bac'  -f  Cx\ 
X2  =  %0  -f-  v.t  -f  x,  =  A  4-  Bx'*  4-  Ca/*. 
Nous  allons  résoudre  ces  trois  équations,  en  tenant  compte 

des  relations 
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a2  —  2py.l  +  qy-0  =  o, 
x  -f-  œ"  =  2p, 

CcV  =  Ç. 

Le  déterminant  A  de  ces  inconnues  est 

i      i  i 


ou 


A  = 


A  = 


i     x 

I       X 


X" 

x" 


I      o  o 

I     x  —  i       x"  —  I 

I       X2  —   I       X   2  —    I 


ou,  enfin. 

b  =  (x  —  x")(q  —  2p+  i)  =  (x"  —  x')(x'  —  i)(x"  —  i  ). 

Les  racines  de  l'équation  (A)  ne  sont  pas  cornmensurubles 
et.  dans  cette  hypothèse,  A  n'est  pas  nul.  Un  calcul  évident 
donne  pour  A,  B,  G  les  valeurs  suivantes  : 
<*i  +  *o  (  i  —  ap) 


A  = 
B  = 
G  = 


(x'  —  i)(-c"  —  i) 
ac'fri  —  y-ox") 

{x'  —  x")(x' —  i  ) 
(x'y-i  —  x0œ') 


(xv  —  x')(x"—i) 
La  constante  A  peut  être  nulle,  si  la  constante  xx  vérifie 
L'égalité 

*i  =  *o  (2P—  0» 
mais  les  constantes  B  et  C  sont  nécessairement  différentes 
de  zéro,  ce'  et  x"  n'étant  pas  des  nombres  commensurables. 

XVII.  Récurrence  des  fonctions  Z„.  —  Pour  étudier 
Y 

les  fonctions  ■==-  et,  notamment,  pour  savoir  si   elles  vont, 

i  n 

ou  non,  en  croissant,  il  est  naturel  de  former  la  différence  : 

A.  »  X„   | 

~\7~  v^T' 

et  l'on  est  ainsi  conduit  à  poser 

Z„   =   A„l„_|  InX,,_i. 

Nous  nous  proposons  de  rechercher  la  récurrence  de  ces 
fonctions  Z„. 
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L'égalité  (B)  donne,  après  avoir  poséK  =  oc,  -)-  x0  (  i  —  2p), 

X„  =  2/)X„_,   —  r/X„_2  -f  K. 
On  a,  de  même, 

Yn  =  2pY„_,  —  gY„_2  +  K'.     [K'  =  fr  +  fr>(i  -  2?)]- 
On  en  déduit,  par  combinaison, 

XflY„_i  —  ^  „X„_1  =  ç(X„_1Y„_2  —  Y„_1X„_2)  -f-  KY„_i 
—  K'X,^! 
ou 

Z„  =  </Z„_i  -j-  KY„_,  —  K'X„_, 
et,  par  suite, 

Zn_)  =  (/Z„_2  -f~  KY„_2  —  KrX„_2 , 
Zn_2  =  qZnr-3  +  KY„_3  —  K'X„_3. 
Multiplions    ces   trois   dernières    égalités   respectivement 
par  :   i ,  —  20,  et  q  ;  le  facteur  de  K  se  trouve  égal  à  K'  ; 
celui  de  K',   égal  à  K  ;  et  nous  avons,  finalement, 

Zn  -  (2P  +  q)Zn_[  +(/(!+  2^)Z„_2  -  f  Z7Î_3  =  o. 

C'est  la  loi  de  récurrence  des  fonctions  Zn. 

XVIII.  Recherche  de  l'intégrale  Z„.  —  Pour  trou- 
ver la  fonction  Z„,  nous  devrons  considérer  l'équation 

xs  —  (2p  -j-  q)x2  — {—  g(  1  -J—  2p)x  —  q"1  =  o, 
ou  la  suivante  : 

(x  —  q)(x-  -\-  2px  -j-  q)  =  o. 
Ainsi  les  trois  racines  de  l'équation  génératrice  sont  :  x, 
x"  et  x'x" .  L'intégrale  Zn  est  donc, conformément  au  théorème 
de  Lagrange,  donnée  par  la  formule 

Z„  =  A.'x'"x"n  -f  B'œ'n  +  C'x"". 
En  posant 

'  =  aoPi        Poau 


on  trouve,  d'abord. 


Z*  =  -  (ap  +  q% 

Zs  =  (q  -q'  —  2Pq  -4p*)3  : 


puis 

—  B*  = 

—  G'.— 


(x'  —  i)(x'  —  1) 

0 

(as"  —  i)(x  "  —  x') 

ù 

(x'  —  \)(x  — x") 


30 
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Ces  quantités  ont  une  somme  nulle,  mais  chacune  d'elles 
représente  un  nombre  fini  et  différent  de  zéro. 

(A  suivre.) 


NOTE  SUR  LA  DROITE  DE  SIMSON 

Par  M.  Weïll,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Collège  Chaptal 
(Suite,  voir  page  11.) 


Théorème  XV.  —  Une  droite  de  JSimson  relative  à  un 
point  M  et  à  un  triangle  ABC  es/  droite  de  Simson  relative  au 
triangle  ABH  et  au  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle 
MAB. 

Abaissons  du   point  M   une  perpendiculaire  MP  sur  AB, 

laquelle  rencontre  en  D  le 
cercle  circonscrit.  Soit  PE 
la  droite  de  Simson  corres- 
pondant à  M  et  au  triangle 
ABC.  Soit  AK  la  hauteur  du 
triangle  ABC,  elle  rencontre 
en  R  la  droite  PE  ;  élevons 
en  R  une  perpendiculaire 
sur  AK.  cette  perpendicu- 
laire rencontre  MP  en  L. 
Notre  théorème  sera  dé- 
montré si  nous  prouvons 
que  l'on  a 

PL  ==  PD,  ou  ALP=  ADP. 
Or,  on  a 

ALP  =  ARP  =  RPB  —  RAP. 

RPB  = RPL=- MAE. 

2  2 

Donc  RPB  a  pour  mesure  la  moitié  de  l'arc  CM',  M  étant 
diamétralement  opposé  à  M;  RAP  a  pour  mesure  la  moitié 
•  le  l'arc  KB.  Dune  ALP  a  pour  mesure 
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—  arc  .CM'  —  —  aie  KB  =  ^-  (CK  4-  BM) 

2  2  2 

—  _L  (-  _  AM') 

2 

=  -i-  (AM). 
Donc  on  a  bien  ALP  =  ADP. 

Théorème  XVI.  —  Une  droite  de  Simson  relative  à  un 
point  M  et  au  triangle  ABC  est  droite  de  Simso7i  relative  aux 
trou  triangles  formés  avec  deux  sommets  du  premier  et  le  point 
de  concours  de  ses  hauteurs. 

Ce  théorème  n'est  que  la  traduction  du  précédent. 

Théorème  XVII.  —  L'hyperbole  équilatère  qui  passe  par 
les  trois  sommets  d'un  triangle  passe  par  le  point  de  concours 
des  hauteurs  de  ce  triangle;  son  centre  est  sur  le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  ;  ses  asymptotes  sont  tangentes  à  une  hypocy- 
clo'ide  à  trois  rebroussements . 

Ce  théorème  résulte  des  précédents. 

Théorème  XVIII.  —  Par  un  point  passent  trois  droites 
de  Simson  ;  il  existe  un  triangle  ayant  pour  hauteurs  ces  trois 
droites  et  pour  côtés  trois  autres  droites  de  Simson. 

Rappelons  que  si  l'on  considère  une  droite  de  Simson 
rencontrant  le  cercle  des  neuf  points  en  P  et  Plf  et  si  l'on 
prend  sur  ce  cercle  deux  arcs  PQ  et  PjQl  dont  l'un  est 
double  de  l'autre,  la  droite  QQt  est  une  droite  de   Simson. 

Soit  E  le  point  de  rencontre  des  deux  droites  de  Simson 
PPi  et  QQt.  Les  perpendiculaires  P^i,  QJv  à  ces  droites 
seront  des  droites  de  Simson,  puisqu'elles  coupent  les  pre- 
mières à  aDgle  droit  sur  le  cercle  des  neuf  points.  On  a 

arcPiQi  =  2  .  arc  PQ, 
donc  EQPj  est  isoscèle,  donc  QE  =  QPt. 

Par  suite,  QE  =  QG.  De  même  EP  =  PK. 

Ceci  prouve  que  le  triangle  EKG  a  pour  son  cercle  des 
neuf  points  le  cercle  considéré. 

Donc,  si  L  et  R  sont  les  points  où  KG  rencontre  ce  cercle, 
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est  le  milieu  de  KG,  et  R  est  le  pied  de  la  troisième  hau- 
teur du  triangle  EKG.  On  a 
donc 

LK  =  LG=LQt. 
Letriangle  QjLK  étant  isoscèle, 
les    angles   LKQt    et  LQjK  sont 
égaux;  donc  l'arc  RQt  est  double 
de  l'arc  LS.  Comme  Q^S  est  droite 
de  SimsoQ,  on  voit   que  KG  est 
aussi  droite  de  Simson.  Actuel- 
lement, si  l'on  considère  les  trois 
droites  de  Simson,  KL,  KS,  KP, 
les  trois  droites  de    Simson   qui 
ljur  sont  perpendiculaires  sont: 
ER,  troisième  hauteur  du  triangle 
EKG,  EQ,  PjG;  elles  forment  un 
triangle  dont  les  trois  premières 
sont  les  hauteurs.  Il  reste  à  dé- 
montrer   que   ER  est   droite    de 
Simson;  or  elle  rencontre  le  cercle  en   un  point  T,  et  l'on  a 

TEQ  =  SKL  ; 
donc 

arcTQ=arcLS=—  arc  RQ„ 

donc  la  proposition  est  dé- 
montrée. 

Théorème  XIX.  —  La 

distance  des  points  de  contact 
de  deux  droites  de  Simson  rec- 
tangulaires avec  leur  enveloppe 
est  constante,  et  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  est  une 
droite  de  Simson. 

Soient  PQj,  et  PPt  deux 
droites  de  Situsmi  rectangulaires  passant  par  un  point  P 
du  cercle  des  aeuf  points.  Si  l'on  prolonge  PO,  et  PP!  de 
longueurs  0,1.  -=  PO!  et  P,R  =  PP,.  les  points  L  et  R  sont 
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eux  ou  ces  deux  droites  touchent  leur  enveloppe.  LR  ren- 
ontre  le  cercle  au  point  S  diamétralement  opposé  à  P  et 
ai  point  T  symétrique  de  P  par  rapport  à  PiQ^  Donc  on  a 
arc  PT  =  2  .  arcQtS. 
Donc  LR  est  une  droite  de  Simson  ;  sa  longueur  est  con- 
tante et  égale  à  quatre  fois  le  rayon  du  cercle  des  neuf 
)oinls.  11  est  à  remarquer  que  PT  est  une  droite  de  Simson. 

Théorème  XX.  —  Toute  tangente  à  l'hypocycloïde  à  trois 
•ébroussements  en  un  point  P  rencontre  la  courbe  en  deux  points 
tf,N,  tels  que  les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  points  sont  rec- 
angulaires:  le  segment  MN  est  de  longueur  constante;  il  existe 
me  tangente  à  l'hypocycloïde,  perpendiculaire  à  la  première,  et 
tassant  par  le  point  de  rencontre  des  tangentes  en  M  et  N. 

Ce  théorème  n'est  qu'un  énoncé  du  précédent. 

Théorème  XXI. —  L'hypocycloïde  à  trois  rehaussements, 
nveloppe  des  droites  de  Simson,  est  une  courbe  de  la  troisième 
iasse  et  du  quatrième  degré. 

Ce  théorème  résulte  des  théorèmes  XVIII  et  XIX,  conve- 
îablement  interprétés. 

Théorème  XXII.  —  Etant  donnés  un  point  M  et  un  trian- 
te ABU,  si  du  point  M  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la 
troite  de  Simson  qui  lui  correspond,  cette  perpendiculaire  est 
me  droite  de  Simson  relative  au  triangle  obtenu  en  menant  par 
es  sommets  de  ABC  des  parallèles  aux  côtés  opposés. 

Abaissons  du  point  M  les  perpendiculaires  ME,  MD  sur 
^B  et  BC.  La  droite  ED  sera  la  droite  de  Simson  relative 
iu  point  M  et  au  triangle  ABC  Menons  par  le  point  G  une 
mrallèle  ù  AB,  laquelle  rencontre  en  G  la  droite  ME,  en  Ct 
e  cercle  circonscrit  à  ABC,  et  en  R  la  perpendiculaire  abaissée 
le  M  sur  DE.  Celte  dernière  perpendiculaire  rencontre  DE 
m  K,  et  AB  en  L.  On  a 

EMK  =  KEL  =  BMD  =  GMC\. 

Donc 

GR  =  GCt. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  le  triangle  ABC,  et  le  triangle 
ABC  obtenu  en  menant  par  les  sommets  du  premier  des 
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it- 


parallèles  aux  côtés  opposés,  sont  homothétiques,  le  centre 
d'homothétie  étant  le  centre  de  gravité  de  A'B'C  On  en  con 
clutque  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  ABC 
est  au  point  de  rencontre   des  perpendiculaires  élevées  en 
Cj,  Al5  Blf  sur  les  côtés  A'B',  B'C,  ArCr.  Soit  R^  ce  point. 
Élevons  en  R  une  perpendiculaire  sur  GR,  elle  rencontrera 

HjM  en  un  point  Mt.  On 
aura  HjM  =  MMX  à  cause 
de  GCt  =  GR.  Dès  lors 
ce  point  Mt  appartiendra 
aux  trois  perpendiculai- 
res élevées  aux  côtés  de 
A'B'C  par  le  point  R  et 
les  deuxpointsanalogues 
à  R.  Donc  enfin  MR  est 
droite  de  Simson  relative 
à  M,  et  aux  côtés  du 
triangle  A'B'C  On  voit 
de  plus  que  lorsque  M  varie,  la  droite  MMt  passe  pas  le  point 
tixe  Ht. 

Théorème  XXIII.  —  Étant  donnés  une  parabole  et  un 
triangle  circonscrit,  si  l'on  considère  le  triangle  obtenu  en  me- 
nant par  les  sommets  da  premier  des  parallèles  aux  côtés  oppo- 
sés,  it  existe  une  parabole  inscrite  à  ce  triangle  et  ayant  pour 
tangente  au  sommet  l'axe  de  la  première.  La  droite  qui  joint  les 
foyers  des  deux  paraboles  passe  par  le  point  de  concours  H,  des 
hauteurs  du  grand  triangle;  on  a  HjF  =  ~FFt,  en  désignant 
pur  F  et  Fj  le  foyer  de  la  première  parabole  et  celui  de  la  seconde. 

Ce  théorème  est  une  traduction  du  précédent. 


Théorème  XXIV.  —  On  considère  un  triangle  fixe  ABC 
et  une  suite  de  paraboles  inscrites  à  ce  triangle  ;  par  le  foyer  F 
<te  chacune  d'elles  on  mène  une  droite  faisant  avec  l'axe  de  la 
parabole  un  angle  donné  a.;  l'enveloppe  de  ces  droites  est  une 
hypocyclo'ide  à  trois  rehaussements.  Quand  a  varie,  toutes  les 
hypocycloïdes  correspondantes  sont  égales  entre  elles  et  ne  font 
que  tourne)-  autour  du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 
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Soient  F  et  Ft  deux  positions  du  foyer,  et  FK,  F^  les 
■  deux  droites  correspondantes,  qui  rencontrent  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  en  F  et  K,  et  en  Ft  et  Kt.  L'angle  des 
droites  FK  et  F^  est  égal  à  celui  des  droites  de  Sims  m 
correspondant  au  triangle  ABC  et  aux  deux  points  F, Ft.  Donc 
cet  angle  est  la  moitié  de  l'angle  au  centre  FC^.  11  a  pour 
mesure 

—  arc  KK< —  arc  FF.  ; 

2  2 

donc  on  a 

arc  KK,  =  i   .   arc  FFt. 

Par  suite,  en  laissant  fixe  la  droite  FK,  on  voit  que  la 
droite  variable  F^!  enveloppe  une  hypocycloïde  à  trois 
rebroussements.  Le  centre  du  cercle  fixe  de  cette  courbe  est 
en  0,  et  son  rayon  est  triple  de  celui  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC.  Ceci  démontre  le  théorème  énoncé. 

Donnons  ù  oc  une  valeur,  et  considérons  les  droites  FX, 
FtX,  .  .  .  correspondantes.  Elles  seront  tangentes  à  une 
même  hypocycloïde.  D'un  point  quelconque  P  menons  à  cette 
courbe  les  trois  tangentes  ;  les  tangentes  perpendiculaires 
à  celles-là  formeront  un  triangle  RST  dont  les  premières 
sont  les  hauteurs.  Ceci  posé,  FX.  FiX,,  etc.,  seront  les  axes 
d'une  parabole  variable  inscrite  au  triangle  RST  ;cela  résulte 
des  théorèmes  précédents;  on  voit  que  le  triangle  RST  peut 
être  choisi  d'une  double  infinité  de  manières  ;  il  a  un  cercle 
des  neuf  points  toujours  le  même.  (A  suivre.) 

QUESTION  59 

Solution. par  M.  Jérôme  Callé,  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Grenoble. 


Lieu  des  centres  des  coniques  de  surface  donnée  circonscrites  à 
un  triangle.  —  Examiner  spécialement  le  cas  des  hyperboles. 
Étudier  dans  ce  cas  les  branches  infinies  et  les  sinuosités  de  la 
courbe.  (Amigues.) 

Prenons  pour  axes  deux  côtés  OA  et  OB  du  triangle,   et 
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posons 

0A  =  2fl,  OB  =  2b. 

Soit  b  l'angle  des  axes. 

L'équation  générale  des  coniques  circonscrites  sera 

Xx  (x  —  2Ci)  -f-  2B.r*/  -f-  Cy  (y  —  26)  =  o.         (1) 
Soit  (x,  y)  le  centre  d'une  de  ces  coniques.  La  surface  de 
la  conique  devant  être  constante,  par  suite  le  rectangle  des 
carrés  des  axes  constant  et  égal  à  m*,  on  aura  entre  x  et  y 
la  relation 

(Xax  -f-  Cby)*  sin2  b  +  m4(B2  —  AC)  =  o.  (2) 

1/aillcurs,  x  et  y  satisfont  aux  deux  relations 
[A  (x  —  a)  -f-  ~By  =  o 


Bx  +  G(y  —  b)=o.  (3) 

Éliminant  A,  B,  G  entre  (2)  et  (3),  on  aura  l'équation  du 
lieu.  Or  de  (3)  on  tire 


x  —  a  y  —  b 

Portant  dans  (2),  il  vient,  après  suppression  du  facteur  B2, 
•  •\.mouissement  des  dénominateurs  et  réduction  dans  le  der- 
nier terme, 

x*y2(bx  -f-  ay  —  2abf   sin2  0 
—  mk{x  —  a)(y  —  b)(bx  -f-  ay  —  ab)  =  o.         \1) 
Le  lieu  cherché  est  donc  du  sixième  degré. 
Nous  avons  supposé  que  le  produit  des  carrés  des  axes 
élail  positif;  nous  nous  sommes  donc  placé  dans  le  cas  des 
ellipses.   Pour  nous  mettre  dans  le   cas  des    hyperboles,   il 
suffira  de  changer  le  signe  de  m*. 

I.  Cas  des  ellipses.  Points  doubles,  tangentes. 
—  Ou  voit  aisément  sur  l'équation  qu'il  y  a  trois  points 
doubles,  donl  les  réordonnées  sont 

(a.o),     (o.b)     et     (a.  b). 
'     Boni  les  milieux  des  trois  côtés  du  triangle. 
Portant   L'origine  au  premier,  A' (milieu  de  OÀ),  L'équa- 
tion dévie  ni 

(x  -J-  a)*y*(bx  -\-  ay  —  ab)2  sin2  0 
—  m'x  {y  —  6)|  bx  -f-  «y)  =  o.  (l'j 


ou 
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Les  tangentes  en  ce  point  sont  données  par  l'équation 

o*&  sin2  0  .  y*  -f-  m^xy  -f-  mlbx*  =  o. 
La  condition  de  réalité  est 

mia't{m,i  — +dlb'i  sin2  8)  >  o, 

m2  >  2ab  sin  6, 


Fig.  I. 

c'est-à-dire  que  le  rectangle  des  axes  de  la  conique  doit  être 
supérieur  ou  égal  à  la  surface  du  triangle  donné.  Si  cette 
condition  est  remplie,  les  deux  tangentes  sont  situées  dans 
le  deuxième  angle  des  axes.  —  La  condition  est  évidemment 
la  même  pour  les  autres  points  doubles,  car  rien  ne  distingue 
l'un  des  côtés  du  triangle  des  deux  autres.  On  peut  d'ailleurs 
le  voir  très  aisément  par  deux  nouveaux  transports  de  coor- 
données. Donc: 
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Si  m'1  >  2ab  sin  8,  la  courbe  a  Irois  points  doubles  réels, 
avec  tangentes  disliuctes  (fig.  4). 

Si  m2  =  2ab  sin  0.  la  courbe  a  trois  points  de  rebrousse- 
nient  (fig.  2). 

Si  m-  <  2ab  sin  6,  la  courbe  a  trois  points  doubles  imagi- 
naires [fia.  3). 


Fig.  g. 


—  Dans  le  cas   où    les   deux   tangentes   se    confondent, 
leur  coefficient  angulaire  commun  est 
_  m* 

20*6  silr  6 
et  en  tenant  compte  de  la  relation 

.    •  b 

m-  =  20Ô  sin  i).  t  = . 

2a 
La  tangente  est  donc  la  médiane  correspondant  an  côtéOA. 
De  même  aux  deux  autres  poiuts. 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  39 

Voyons  si  ces  points  doubles  ne  peuvent  pas  être  points 
doubles  d'inflexion. 

Dans  (F),  posons  y  =  tx;   cette   équalion    devient  après 
suppression  de  la  racine  ce2  =  o 
t*(x  +  a.y[(b  -f  al)x  —  a6]2sin29  —  m\tx  —  b)(b  -f  nt)  =  o. 

La  droite  y  =  tx  sera  tangente  d'inflexion,  si  nous  pou- 
vons trouver  une  valeur  de  t  annulant  à  la  fois  les  coeffi- 
cients des  deux  termes  de  degré  moindre,  c'est-à-dire  satis- 
faisant aux  équations  : 

a'*b  sin2  O/2  -f-  m''at  -}-  n^b  =  o 
■in'^b  sin2  <M'2  -f-  m'a/  -J-  m*6  —  o, 
ce  qui  exige  évidemment  a  =  o,  ou  b  =  o. 


Régions.  —  On  voit  immédiatement  en  construisant  les 
droites  x  —  a  =  o,  y  —  6  =  0,  tac  -j-  ay  —  «6  =  o, 
qu'il  ne  peut  y  avoir  de  points  de  la  courbe  dans  les  régions 
ombrées. 

Asymptotes.  —  H  y  a  trois  directions  asymptotiques, 
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qui  sont  les  trois  côtés  du  triangle.  Les  deux  axes  sont  les 
asymptotes  de  leurs  directions.  —  Le  troisième  côté  du 
triangle,  ne  jouissant  d'aucune  propriété  distincte,  sera 
aussi  l'asymptote  de  la  sienne.  On  le  vérifie  aisément, 
d'ailleurs,  en  cherchant  l'ordonnée  à  l'origine,  qui  est  racine 
de  l'équation 
(/  - 

■ om(ï  .C)  +  M»'m-1  (  I  .C)  +  ?m_2  (i  .C)  =  O, 

qui  se  réduit  à  (u  —  20)2  =  o. 

Dans  le  cas  présent,  les  asymptotes  sont  dans  les  régions 
ombrées,  donc  les  branches  de  courbe  correspondantes  sont 
imagiuaires. 

Remarque.  —  Il  est  clair  que  le  lieu  des  centres  sera  ima- 
ginaire si  on  donne  à  m2  une  valeur  inférieure  au  rectangle 
des  axes  de  l'ellipse  minimum  circonscrite  au  triangle, 
lequel  est,  comme  on  sait. 

Sab  sin  ô 

II.  Cas  des  hyperboles.   —  L'équation  s'obtient  en 
changeant  le  signe  de  m4  dans  (1),  ce  qui  donne 
xzy2(bx  -\-  ay —  2ab)-  sin-  8 
-f-  ro*(œ  —  a)(y  —  b)(bx  -f  ay  —  ab)  =  o.        (II) 

Voyons  quels  sont  les  changements  : 

Les  asymptotes  sont  les  mêmes,  car  elles  ne  dépendent 
pas  de  m*. 

Les  points  doubles  sont  aussi  les  mêmes,  et  la  condition 
de  réalité  des  tangentes  onces  points  est.  en  changeant  le 
signe  de  ?ul, 

m'a*(m*  -f-  4";^2  sin2  0)  >  o. 
Elle  est  donc  toujours  remplie. 

Les  points  doubles  ne  peuvent  devenir  points  de  rebrous- 
sement  dans  ce  cas,  sauf  le  cas  particulier  de  a  =  o,  ou 
leur  coefficient  angulaire  commun  serait  infini:  car  les 
coefficients  de  y1  ri  de  xy  s'annulent  dans  leur  équation. 

C'est  encore  dans  les  seuls  ras  particuliers  <le  a  =  o, 
6  =  o,  que  les  points  doubles  pourront  devenir  points 
doubles  d'inflexion. 
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Les  régions  ombrées  sont  simplement  transposées. 

La  courbe  générale  a  la  forme  représentée  par  la  figure  4. 


Fig- 


Caa  particuliers.  —  1"  a  =  o. —  Ce  cas  peut  convenir  à 
des  ellipses  et  à  des  hyperboles.  L'énoncé  se  transforme 
en  remplaçant  «  coniques  circonscrites  au  triangle  OAB  »,  par 
«  coniques  tangentes  en  O  à  une  droite  donnée  <  »X  et  passant 
pur  un  point  fixe  C   ». 


i-> 
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Cas  des  ellipses.  —  L'équation  devient 
b''x''if  sin2  6  —  m'x*(y  —  b)  =  o. 

x2  =o,  axe  des  y. —  L'origine  est  la  limite  du  point 
double  A'  et  l'axe  des  y  .est  à  lui-même  sa  tangente  double 
d'intlexion  en  ce  point. 

11  reste  la  courbe  du  quatrième  degré 

bxhf  sin3  8  —  ro*(t/  —  6  =  0.  (III) 

Il  ne  peut  y  avoir  de  points  du  lieu  au-dessous  de  la 
droite  y  =  b,  qui  est  tangente  en  son  point  d'intersection 
avec  OY. 

Les  deux  axes  sont  asymptotes.  À  l'axe  des  x  correspondent 
quatre  branches  imaginaires,  à  celui  des  y  deux  imaginaires 
et  deux  réelles. 

Points  de  tangence  verticale.  —  Ils  sont  donnés  par 
l'équation 

zbxhj  sin2  0  —  m*  =  o, 


Fig  5. 
qui, combinée  avec  (3),  donne 

y  =  26. 
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Par  suifp 


x  =  + 


m' 


26  siu  0 
La  courbe  a  la  forme  indiquée  (fig.  S), 


Cas  des  hyperboles. 


et 


x1  =  0, 
bx2if  sin2  6  -j-  w*('î/  —  6)  =  o. 


Pas  de  points  de  cette  courbe  au-dessus  de  y  =  b.  Cette 
droite  lui  est  tangente  sur  OY.  —  L'axe  des  x  est  asym- 
ptote double  correspondant  à  quatre  branches  réelles;  l'axe 
des  y  est  asymptote  double  correspondant  à  deux  branches 
réelles  et  deux  imaginaires. 

Les  points  de  tangence  verticale  ont  encore  leur  ordonnée 
réelle  :  y  =  26,  mais  leur  abscisse  imaginaire,  car 

m* 


46*  sin*  f> 
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La  courbe  a  la  forme  représentée  (fig.  6). 

Pour  b  =  o,  on  aurait  les  deux  mêmes  courbes  disposées 
de  même,  par  rapport  au  côté  OA;  et  aussi  pour  c  ==  o, 

2°  a  =  3C  .  L'énoncé  se  transforme  en  changeant  :  coniques 
circonscrites  à  un  triangle  OAB.  en  coniques  passant  en  deux  points 
donnés  O  et  B,  et  ayant  une  direction  asymptotique  donnée  OA. 
L'éaoncé  ne  convient  plus  alors  qu'à  des  hyperboles. 


Fig.  7. 

L'équation  devient 

xtif(y  —  2b)2  sin2  0  —  mk(y  —  b)*  =  o. 
qui  se  décompose  en  deux  cubiques  : 

xy(y  —  2b)  sin  0  —  m2(y  —  b)  =  o,        (fig.  7) 
xy(y  —  26)  sin  û  -f-  m2(y  —  b)  =  o.        (fig.  S) 
Les  droites  x  =  o,  y  =  o.  y  =  b,  y  =  2b,  séparent  le  plan 
en  régions  inversement  disposées  pour  les  deux  courbes. 
Les  droites  cc  =  o,  y  =  o,  y  =  2b,  sont  asymptotes. 
La  courbe  OY  au  point  y=  b,  où  la  tangente  a  pour  coeffi- 
cient angulaire  : 
dans  lu  première, 

b*  sin  0 
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dans  la  deuxième, 

62  sin  0 
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Fig  s. 

Ces   points    sont   points    d'inflexion,    car     la    tangente    a 
trois  points  communs  avec  la  courbe. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  de  Kerdrel,   à  Kéru- 
zoret;  Giat,  à  Moulins. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Niewengloicslti  à  M.  G.  de  Longchamps. 

....  M.  Walecki  a  donné  dans  le  numéro  de  janvier  une 
vérification  très  simple  de  la  règle  de  multiplication  de  deux 
déterminants.  Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  faire  observer 
que  le  môme  procédé  peut  être  appliqué,  sans  modification, 
au  cas  où  l'on  donne  deux  tableaux  rectangulaires  au  lieu 
de  deux  déterminants. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


94.  —  Nous  proposons  à  nos  jeunes  lecteurs  de  démon- 
trer, avec  simplicité  et  élégance,  au  moyen  des  relations 
entre  les  coefficients  et  les  racines,  que  la  condition 

ABC 

B        G        D       =o 

C        D        E 

exprime  que  les  racines  de  l'équation 

Aœl  —  4BX3  +  6G  .  x*  —  ^Bx  +  E  =  o 
sont  en  proportion   harmonique,  c'est-à-dire,  sont  liées  par 
la  relation 

2 .  (op  -f  Y8)  =•  (a  +  p)  (y  +  S)  (E.   Y.) 

95.  —  L'équation 

a0  -f-  a^x  -f-  a2x2  -f-  .  .   .  -f-  anx"  =  o 
ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  de  même  signe,  démontrer 
que  l'équation 

a0  cos  ©  -f-  at  cos  (<p  -f-  Q)x  -f-  a,  cos  (<p  -f-  20)x2  -f-  .  .  . 
-f-  o„  cos  («p  -f-  nô)  x"  =  o 

a  toutes  ses  racines  réelles,  quels  que  soient  les  angles  tp  et  Ci. 

(E.  Laguerre.) 

96.  —  On  considère  une  strophoïde  droite  S;  par  le  som- 
met de  la  courbe,  son  point  double,  et  un  point  M  mobile 
sur  S,  on  fait  passer  une  circonférence  A;  enfin  par  M  on 
mène  une  parallèle  à  l'asymptote  de  S  et  cette  parallèle 
rencontre  A  en  un  point  I.  Trouver  le  lieu  de  ce  point. 

(Je  lieu  est  une  circonférence;  on  donnera,  après  la  solu- 
tion analytique  de  ce  problème,  une  démonstration  géomé- 
trique du  résultat  trouvé.  •  (G.  L.) 

97.  —  Soit  M  un  point  d'une  strophoïde,  ayant  pour  som- 
met 0  et  pour  point  double  0'.  Du  point  0'  comme  centre 
avec  O'O  pour  rayon  décrivons  un  cercle  A.  Si  du  point  M 
on    abaisse  une   perpendiculaire  sur  00',  cette    droite  ren- 
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contre  A  en  deux  points  parmi  lesquels  on  distinguera  parti- 
culièrement le  pointH  qui  jouit  de  la  propriété  que  MH=MO. 

1°  Reconnaître  l'exactitude  de  cette  proposition; 

2°  Démontrer  que  si  les  perpendiculaires  à  OM,  au  point  0 
et  les  tangentes  en  H  à  A  se  coupent  on  T,  TM  est  la  tan- 
gente à  la  strophoïde  ; 

3°  Démontrer  que  si  l'on  prend  MH'  =  MH,  le  lieu  du  point 
H'  est  une  cissoïde. 

4°  Recounaitre  que  la  tangente  au  point  H'  à  la  cissoïde 
passe,  elle  aussi,  par  le  point  T;et  faisant  alors  abstraction 
de  la  strophoïde  considérée  d'abord,  déduire  des  remarques 
précédentes  une  construction  de  la  tangente  à  la  cissoïde. 

98.  —  On  considère  une  parabole  fixe,  et  un  cercle  de 
rayon  constant,  mais  variable  de  position.  On  suppose  que 
le  cercle  se  déplace  dans  le  plan  sous  la  condition  que,  dans 
chacune  de  ses  positions,  le  cercle  mobile  et  la  parabole  fixe 
aient  un  système  de  tangentes  communes  rectangulaires.  On 
propose  de  trouver  et  d'étudier  le  lieu  que  décrit  le  centre  du 
cercle  quand  il  occupe  dans  le  plan  toutes  les  positions  com- 
patibles avec  la  condition  donnée.  (E.  B.) 

99.  —  On  donne  dans  le  plan  une  droite  fixe  DD'  et  deux 
points  fixes  0  et  A.  —  Par  le  point  0  on  mène  deux  cercles 
tangents  tous  deux  à  la  droite  fixe  DD'  et  à  une  autre  droite 
quelconque  issue  du  point  fixe  A.  On  demande  d'étudier  le 
lieu  décrit  par  le  second  point  M  d'intersection  de  ces  deux 
cercles  quand  la  droite  AB  tourne  autour  du  point  A. 

(E.  B.) 
100. —  On  donne  une  circonférence  fixe  dont  le  centre  est  G 
et  un  point  0  dans  son  plan.  Par  le  point  0  on  mène  une 
tangente  OA  au  cercle  G.  Par  un  point  Bpris  sur  cette  droite 
OA  on  mène  une  perpendiculaire  à  OA,  et  une  parallèle  BD 
à  la  droite  OG,  D  désignant  l'un  des  points  où.  cette  paral- 
lèle rencontre  le  cercle  C.  Enfin  du  point  0  comme  centre 
avec  OD  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence  qui  coupe 
en  M  et  M' la  perpendiculaire  élevée  à  OA  en  B.  On  demande 
d'étudier  le  lieu  des  points  M  et  M'  quand  le  point  B  se  dé- 
place sur  la  tangente  OA.  (E.  B.) 


18  lOUftXAL    DE  MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

101.  —  Construire,  point  par  point,  au  moyen  d'une 
équerre,  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation 

xin  =  -~(y  —  h)in, 

n  désignant  un  nombre  entier  positif.  (G.  L.) 

102.  —  On  donne  une  ellipse  E,  et  l'on  considère  la 
droite  A,  qui  a  pour  équation 

x  a2  +  62 

a  c- 

Soit  M  un  point  pris  sur  l'ellipse,  et  soit  A'  la  tangente 
en  ce  point;  A'  rencontre  A  en  un  point  P.  On  joint  ce  point  P 
au  sommet  de  droite  A,  et  on  élève  à  AP  une  perpendicu- 
laire A"  par  le  point  A.  Démontrer  que  la  droite  AM  est 
bissectrice  de  l'angle  formé  par  A"  avec  le  grand  axe  AA\ 
Déduire  de  cette  remarque  une  construction  de  la  tangente 
en  un  point  de  l'ellipse  au  moyen  de  la  règle  et  de  l'équerre. 
On  suppose  que  les  sommets  de  la  courbe  sont  seuls  con- 
nus. (G.  L.) 

103.  —  Lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  qui  passent 
par  une  parabole  donnée  et  par  deux  points  donnés  symé- 
triques par  rapport  au  plan  de  la  parabole.  On  distinguera 
les  parties  du  lieu  qui  sont  des  sommets  de  paraboloïdes 
elliptiques  et  celles  qui  sont  des  sommets  de  paraboloïdes 
hyperboliques.  (E.  Amiyues.) 


Rédacteur-Gérant, 

K.  YAZKIU.K. 


IMPRIMERU  CRHTRAU    DBS    nHKHINS  DS  FER.  —  IMPRIMER»    CHAH 
HUE  BBRSERB,   20,     PARU    —    jTsi'.-i 
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SUR  UNE 

NOUVELLE  ESPÈCE  DE  FRACTIONS   CONTINUES 

Par  M.  G.  de  lLoiigeliamps. 

[Suite  et  fin.  v.  t.  VII,  p.  197,  213,  241,  269;  et  t.  VIII,  p.  25.) 


XIX.  —  L'étude  complète  des  fractions  continues  que 
nous  avons  définies  au  début  de  ce  mémoire,  nous  entraîne- 
rait très  loin,  et  bien  au  delà  des  limites  qui  nous  sont  tra- 
cées dans  ce  journal.  Xous  voulons  seulement  montrer,  en 
terminant  ce  travail,  comment  on  peut,  dans  certains  cas 
particuliers  tout  au  moins,  rapprocher  les  fractions  conti- 
nues étudiées  ici,  de  celles  qu'on  désigne  habituellement 
sous  cette  qualification  et  en  prenant  le  mot  fractions  con- 
tinues dans  son  sens  élémentaire  le  plus  général  (Alg.  Lau- 
rent, t.  II,  p.  143). 

XX.  —  Plaçons-nous  dans  le  cas  particulier  qui  corres- 
pond aux  hypothèses  suivantes  : 

a0  =  i,     ct±=  i, 

Po  =  1 1      Pt  =  2p  —  I , 

q=  i. 

Le  paramètre  p  reste  seul  arbitraire  et  les  considérations 
qui  suivent  s'appliquent  uniquement  aux  irrationnelles  de 
la  forme  

v/p2  —  i. 

Nous  nous  proposons  donc  de  développer  la  plus  petite 
racine  de  l'équation 

x2  —  2px  -f-  i  =  o.  (I) 

La  fonction  X„  (§  XV,  formule  D)  est  donnée  par  la 
formule 

X»  =  A  +  Ba3'"-|-Ca;"fl  (2) 

et  les  formules  établies  plus  haut  (§  XYI)  dounent 
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A=I,      B  =  -t^ ;,      G  = — ;  (*)        (3) 

X   —  X  x  —  X 

On  a  aussi  : 

«o  =  i ,     «1=1»     y-2  =  2p  —  i,  ... 
Po  - -  i  =  »i  ;     Pi  =  2;)  —  i  =  -/2<   . . . 
et,  en  général. 

£„_!  =  a„ .  (4) 

D'après  la  définition  des  fonctions  Xn  cl  Yn, définition  qui 
correspond  aux  formules  : 

X„  =  a0  -f  »!  -f-  .  .  .  -f  xM , 
xn  —  po  Tri     1      •  •  •      1     .->" 

nous  avons 

X»  =  1  +  Y,,.!.  (o) 

Il  suffit  donc  de  calculer  les  fonctions  X„  pour  avoir  les 
fonctions  Y„,  et  pour  calculer,  par  suite,  les  réduites  suc- 
cessives. 

La  fonction  X„,  d'après  les  formules  (2)  et  (3),  est  donnée 
par  l'égalité 

rg'n  rt\"n 

X„=I      -| — ;-, 

X    —  X 

ou  par  la  suivante, 

X„  =   I   -f-  Un,  (6) 

en  posant,  avec  M.  Ed.  Lucas  (**), 

_     .1        —  X 

*-  n   /  -, 

X  —  ce 
Nous  rattachons  ainsi,  dans  le  cas  particulier  que  nous 
examinons,  les  réduites  de  nos  -fractions  continues  à  ces 
fonction-  \~ ,.  que  M.  Ed.  Lucas  a  nommées  fonctions  simple- 
ment pé7'iodiques  pour  marquer,  croyons-nous,  qu'elles  jouis- 
sent des  relations  de  récurrence  qui  sont  vérifiées  par  les 
fonctions  sin  nx  et  cos  nx. 


■    La    formule  que   donne   C,  au  paragraphe  cité,   renferme   une  erreur 
typographique,  Au  lieu  de 

c (■'•"«!  —  »„■>') 

(x'  —  u'     ./■'—  1)  ' 
il  Tout  lire 

c_        a='  a.  —  «„■'■') 

x'  —  X'      ./''  —  1)' 

(*•)  Nouvelle  correspondance  mathématique  (1877,  p.  370). 
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XXI.  Relation  de  récurrence  entre  deux  fonc- 
tions U„  consécutives.  —  Nous  allons  montrer  qu'entre 
deux  fonctions  Un  consécutives  existe  la  relation  identique 
Un  —  (x  +  œ")U*U«-i  +  œ'tf'ULi  =  {x'x"Y~K 

En  effet,  des  égalités 

rr'n  rr"n  /v/n— i  rt,"n— 1 

TT  TT 


on  déduit,  successivement, 

U  n  —  X  U  n_!  =^=  X         , 
U  n  35  U  n — ^  —  X         \ 

et,  par  combinaison, 

(Un  —  œ'Un-J  (U„  —  x\Jn^)  =  (ir'x")"-1.        (A) 
C'est,  sous  une  autre  forme,  la  relation  annoncée. 

XXII.  Relation  entre  deux  fonctions  -=A  consé- 

JL  n 

cutives.  —  Posons,  pour  abréger  l'écriture, 

Çn  —  v     j 

■1  II 

nous  allons  reconnaître,  en  nous  appuyant  sur  l'identité  (A), 
établie  ci-dessus,  qu'il  existe  une  relation  homographique 
entre  deux  fonctions  \  consécutives. 

Nous  avons    démontré,  plus  haut,  que  nous  avions   (§  XX, 
éq.  6) 

X„  =  i  +  U„ 
et  (§  XX,  éq.  5) 

Xn=   i  +¥„_,. 
Cette  dernière  relation  donne 

Yn  =  X,l+1 —  i 
ou,  d'après  la  première, 

Yft=  U„+i. 
Nous  pouvons  donc  poser 

Un+1 

D'autre  part,  la  relation  (A)  appliquée  au  cas  particulier 
qui  nous  occupe,  et  qui  suppose  x'x"  =  i,  donne  (*) 

v't  —   2pUn  M^-i-f-  Vn-l=  I, 

(*)  Pour  éviter  toute  confusion,  nous  désignons  ici  par  w„,  la  fonction  IL 
quand  on  suppose  x'a."—  i. 
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Cette  égalité  peut  se  transformer  de  la  manière  suivante 
Ajoutons  et  retranchons  2iiniin-i,  et  nous  avons 
(u„  +  î'n-i)2  —  i  =  2(p  +  l)u„M„_i 
ou 

(«„-+-  w„_i4-  i)(m„+  «n-i—  i)  =  2(p  -f  l)i/„W„_i 
ou,  encore, 

Mais,  d'après  l'égalité  (B),  on  peut  écrire 

I    +   l/n_t 

Çn-1  =  

Mb 

et 

I   +  "n-2 


«n-I 

Cette  dernière  égalité  peut  être  transformée  en  observant 
que  l'on  a 

«„—  2/)U,,_i-f  «„_o=  O 

et,  par  suite, 

i   -f-  /»*„_,  —Un  I  —  u., 

:»-2  = =  2]}  -\ . 

l'i.-l  U„_4 

D'après  cela,  la  relation  (À')  devient 

(t-4   +    I)(2D  +    I    -  L_2)  =  2(P  +    !).  (C) 

C'est  la  relation  komographique  annoncée. 

XXIII.  Développement  de  :„  en  fraction  conti- 
nue (sens  ordinaire).  —  La  relation  (C)  (en  changeant  n  en 
n  -f-  0  donne 

...    _  3(P+  O 

En  appliquant,  successivement,  la  propriété  qu'exprime 
ceilc  égalité  à  n  —  i ,  n  —  2,  etc.,  on  a 

2(H-0 


'+:„=• 


/     i     ^      2(H_1 


2(p+i; 


(2/)+0 


P+i 


+  2(P+0- 
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Dans  ce  développement,  le  nombre  des  barres  horizontales 

est  égal  a  n,  et  le  dernier  élément a  été  calculé  en 

V 

observant  que  l'on  a 

u0  =  o,     u±  =  i 
et,  par  suite, 

Êo=i. 

On  peut  ainsi,  et  c'est  le  point  que  nous  avons  voulu 
mettre  en  lumière,  rapprocher,  du  moins  dans  des  cas  par- 
ticuliers, le  calcul  des  irrationnelles  du  second  degré  par 
notre  méthode  du  calcul  de  ces  expressions  par  le  dévelop- 
pement en  fractions  continues  ordinaires. 

On  trouvera  plus  loin,  dans  l'analyse  que  nous  faisons  d'un 
mémoire  de  M.  Lan.lry,  d'autres  considérations  sur  le  calcul 
des  irrationnelles  du  second  degré. 


SUR  LA   SOMME  DES  SINUS  OU  COSINUS 

DE   TROIS   ARCS 

DONT   LA    SOMME   EST    US    MULTIPLE   DE    LA  DEMI-CIRCONFÉRENCE 

Par  M.  €i.  Foaret,  répétiteur  à  l'École  polytechnique. 


I.  —  Les  tangentes  trigonomélriques  de  trois  arcs,  a,  b,  c, 
dont  la  somme  est  un  multiple  quelconque  A"x,  positif  ou 
négatif,  de  la  demi-circonférence,  vérifient  la  relation  bien 
connue 

tang  a  -f-  tang  b  -f-  tang  c  =  tang  a  tang  b  tang  c.  (1) 
Si,  au  lieu  de  la  somme  des  tangentes,  on  considère  la 
somme  des  sinus  ou  des  cosinus  des  mêmes  arcs,  on  arrive, 
par  des  transformations  d'ailleurs  fort  simples,  à  des  résul- 
tats qui  diffèrent,  suivant  le  résidu  de  k  par  rapport  au 
module  4. 
Posons 

A;  =  4  m  -f-  r(r  =0,  1,2,  3), 
m  désignant  un  entier  positif  ou  négatif.  On  aura,  en  don- 
nant  successivement  à  r  les  quatre  valeurs   indiquées,  les 
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quatre  couples  de  relations  suivantes  (*)  : 

i  7i  .     a    .     b    .     c 

sm  a  -4-  sm  b  -f-  sm  c  =  — 4  sm  — sin  —  sm  — 

222 

1  7,  1  abc 

1  -f-  cos  a  4-  cos  b   -f-  cos  c  =  4  cos  — cos  — cos — 

222 

.....  abc 

sin  a  -4-  sm  6  -f-  sin  c  =    4  cos  — cos  —  cos  — 

222 

1  1  1.   1  a    .      b     .     c 

—  i  +  cos  a  -f-  cos  b  +  cos  c  =    4  sin  — sin —  sin  — 

1.         1  1 


r  =  1 


.....  .      a    .      b     .     c 

sin  a  +  sm  0  +  sm  c  =    4  sin  —  sin  —  sin  — 

222 
r  =  2  <  , 

1  1   "       1.   1  abc 

1  -f-  cos  a  -f-  cos  0  -f-  cos  c  =  —  4  cos  —  cos  —cos  — 

222 

...  abc 

sin  a  +  sin  b  ■+-  sin  c  =  — 4  cos  —  cos  —  cos  ■ — 

222 

f — 1+  cos  a  4-  cos  b  +  cos  c= —  4  sm  —  sin  —  sin  — 
1  ■  222 

On  reconnaît  .aisément  que  ces  quatre  couples  de  relations, 

bien  qu'exigeant  chacune  un  calcul  spécial,  se  déduisent  des 

deux  formules 

.....  .    r- — a  .   r-—b  .  ne — c 

sina-f"Sino-t-sinc=4sin  sin sm 

\  (2) 

/       vr  1  1        ,  ,  r- — a      r- — b      r- — c   ' 

( — i,r-fCosa-|-coso-f-cosc=4Cos cos cos , 

2  22 

lorsqu'on  y  fait  successivement,  r  =  o,  I,  2,  3. 

II. — Nous  allons  démontrer  les  relations  (2)  d'une  ma- 
nière plus  directe.  Nous  ferons  usage,  dans  ce  but,  de  la 
formule  d'Euler 

c0i  =z  cos  0  -f-  i  sin  0, 
dont  on  déduit  immédiatement 

cos0  = ï ,    sin0= . 

2  21 


[•]  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  les  démontrer 
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Ajoutons  membre  à  membre  les  relations  (2),  après  avoir 
multiplié  les  deux  membres  de  la  première  par  i;  nous  obte- 
nons 

(—  ï  f  -f-  eax  +  ebi  -f-  e"  (3) 


=  -!-(«+  a')(S  +  p')(Y  + 

Y) 

(7. 0 

o 

en  posant  pour  abréger 

r"R— a 

CL    =    P        % 

-r^t  +  a 

a'  =  e~r~ 

rit— 6 

—rit +  6 

f5  =  e~^~ 

p'  =  6     2 

ir— c 

-r-^+c 

(4) 


Y  =  e    -  y  =  e     - 

Mais  le  second  membre  de  (3),  quels  que  soient  a,  £,  y» 
a',  [•>',  y'»  est  identique  à 

En  y  remplaçant  a,  p,  y,  a',  fi',  y'  par  les  valeurs  (4),  on 
obtient 

i  i  i  i 

(— 3riï  +  a+b+f  —      .  ,7C-fc-r  +  <i  —  ;rZ— c-a  +  b,  —      .        |r--a— b  +  c)— 

e  2   -{-  e  "+e  +e  • 

Or  cette  expression  se  réduit  identiquement  au  premier 
membre  de  la  relation  (3),  si  l'on  suppose 

0  +  &  -f"  c  —  k-  =  (4m  -f-  r)w,  (o) 

et  que  l'on  tienne  compte  des  identités 

Les  relations  (2)  se  trouvent  ainsi  démontrées  dans  toute 
leur  généralité. 

III.  —  Cherchons  si,  inversement,  en  supposant  vérifiées 
les  relations  (2)  ou  la  relation  (3)  qui  leur  est  équivalente,  on 
est  en  droit  d'en  conclure 

a  -f  b  -f-  c  =  A-, 
À-  désignant  un  entier  quelconque,  positif  ou  négatif.  À  cet 
effet,  nous  pouvons  toujours  poser,  quels  que  soient  a,  b,  c, 

a  -f-  b  -f-  c  =  (4m.  -f-  r)~  -f-  «■», 
m  et  r  ayant  les  significations  définies  plus  haut,  et  «  dési- 
gnant un  angle  positif  inférieur  à  -. 

On  voit  alors  facilement  que  la  relation  (3)  peut  se  mettre 


36  JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

sous  la  forme  très  simple 

U~2l  —  i  J  Le*  -j-  ebi  -f-  ect  —  e\  =  o. 
Or  la  dernière  relation  se  dédouble  en 


e   >  =  i  (6) 

(     "A 

r~+_  )i 

et  eai-\-  eb>  -f  e"  =  e^      %'  .  (7) 

De  (o)  on  conclut  w  =  o,  puisque  w  est  compris  entre  zéro 
et  -.  On  retrouve  ainsi  la  coniition  moyennant  laquelle 
nous  avons  démontré  les  formules  (2).  Mais  nous  venons 
de  trouver  que  cette  condition  n'est  pas  nécessaire  pour 
que  ces  formules  (2)  aient  lieu.  Il  suffit,  en  effet,  qu'à  défaut 
de  (4)  la  relation  (6)   soit  vérifiée. 

Cette  relation  (6)  se  subdivise  d'ailleurs  en  deux  autres 
qui  sont  |    | 

cos  a  -f-  cos  o  -J-  cos  c  =  l  —  i)r  cos  — 

.....  .      .      iD 

sm  a  -j-  sin  b  -\-  sin  c  =  (  —  ir  sin  — 

2 

Ainsi,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  la  formule  (1) 
rappelée  au  début  de  cette  note,  laquelle  ne  peut  être  vérifiée 
que  par  trois  angles  dont  la  somme  soit  un  multiple  de  îc, 
les  relations  (2)  peuvent  être  vérifiées  séparément  ou  ensemble 
par  une  infinité  de  combinaisons  de  trois  angles  qui  ne  rem- 
plissent pas  cette  condition. 

Remarques.  —  1°  Des  relations  (2)  divisées  membre  à  mem- 
bre, on  déduit 

sin  a  -f-  sin  6  -j-  sin  c 


(  —  i)r+  cos  a  +  cos  6  +  cos  c 

r  -  —  a              r  -  —  b               r  -  —  c 
=  tang tang lang 


Les  relations  (2)  s'appliquent  à  des  équimultiples  quel- 
conques des  angles  a,  b.  c.  De 


(*)  La  détermination  mes  de  valeurs  de  a,  6  et  c  satisfaisant  à  la 

Leni  équations  est  un  problème  d'analyse  indéterminée  que  nous 
tondrons  pas  ici,  mais  qui  es)  évidemment  possible. 
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a  -j-  h  -j-  c  =  (4m  -f-  r)-    (r  =0,  1,  2,  3) 
on  conclut,  en  effet,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier 
quelconque, 

na  -f-  nb  -f-  nc  =  (4m'  -f-  r')it    (r  =0,1,  2,  3), 
m'  étant  un  entier. 

Cette  simple  remarque  fournit  immédiatement,  entre  les 
trois  angles  d'un  triangle,  les  deux  relations  très  générales 
qui  suivent,  et  dans  lesquelles  n  désigne  un  entier  quel- 
conque, r  le  résidu  de  n  par  rapport  au  module  4  : 
sin  na  -f-  sin  nb  -f-  sin  ne 

r%  —  na     .     rz  —  nb     .      m  —  ne 

—  4  sin sin sin 

2  2  2 

(  —  1)"  -(-  cos  ?m  -f-  cos  n&  -f-  eos  ne 

r-  —  na  r-  —  nb  r-  —  ne 


=  4  cos ' cos cos 

2  2  2 

auxquelles  on  peut  joindre 

lang  na  -f-  tang  nb  -f-  tang  ne  =  tang  na  tang  »6  tang  ne. 

On  déduirait   immédiatement  des  dernières  formules,  en 

y  faisant  n  =  1,  2,  3,  4,  des  relations  bien  connues  que 

l'on  rencontre  dans  la  plupart  des  traités  de  trigonométrie. 


NOTE  SUR  LA  DROITE  DE  SIMSON 

Par  M.  Weill,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Collège  Chaptal. 
(Suite  et  fin,  voir  page  30.) 


Théorème  XXV. — Soient  CetJ)  les  points  ou  une  tangente 
variable  à  V hypocycloïde  rencontre  deux  tangentes  rectangu- 
laires <i  la  courbe,  se  coupant  en  O  sur  le  cercle  des  neuf  points, 
on  aura 

m2 

W  =  const. 

si  CO  est  tangente  en  O  au  cercle  des  neuf  points. 

D'après  les  propriétés  connues  des  hypocyclo'ules,  il  existe 
sur  le  cercle  des  neuf  points  trois  points  O,  O',  O',  formant  les 
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sommets  d'un  triangle  équilatéral,  et  où  la    courbe  touche 
le  cercle.  Soit  0  un  de  ces  points  et  OD  le  diamètre  passant 

en  0  ;  les  arcs  OE  et  OF  étant 
l'un  moitié  de  l'autre, 
on  a 

OE  =  EG=ED. 
Abaissons   sur    le   diamètre 
la  perpendiculaire  EH. 
On  aura 

ÔË2 

OH  ' 

d'où 

CD2  4ÔË2 


OD 


20H 


4R. 


Théorème  XXVI.  —  Réciproquement,  si  une  droite  varia- 
ble CD  intercepte  sur  droites  rectangulaires  deux  segments  OD, 
OC  tels  que  l'on  ait 

CD2 

w-  =  consU  =  l> 

la  droite  CD  enveloppe  une  hypocyclo'ide  à  trois  rcbroussements. 
Prenons  OE  =  OC  et  menons  BEA  perpendiculaire  ù  CD, 
et    CA'    perpendiculaire    sur  CD.   Comme   OtJ  =  OC,   on    a 
OA  =  OA',  donc 

152        L 


AO 


Menons  EK  perpendiculaire  sur  EO.  On  a 


Donc 
il  don 


DEK  =  —  —  DEO  =  4-  —  DCO  =  EDK. 
2  2 

KD  =  El  =  KA  ; 


OD  -f  2DK 

OD  -f-    OA  : 


OA 

2OK 


qk=    OD  +  OA=/ 

2 

Le  point  K  est   donc  fixe,  et  le  point  E    se    trouve    sur    te 
Cercle  décrit  sur  OK  comme    diamètre.    Du  point   H,   milieu 
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de  OK,  avec  HO  comme  rayon,  décrivons  un  cercle,  il  pas- 
sera par  E  et  coupera  BA  en  E  et  R.  Prolongeons  HR  et 
prenons  ST  =  SR  =  RH,  et  SV  =  SR. 


Désignons  par  x  l'angle  OGD  =  OED  =  0  Aïi. 
On  a 

DOE  =  —  —  2v.. 


d'où. 

OHE  =  -  —  2  DO 

On  a  aussi 

KEA  =  a 

KEH  =  HKE  =  2a. 

donc 

HEA=3a; 

d'où 

HRE  =  3a, 

00 
et 
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RHA  =  2a, 

TSV  =  6a  =  3RHA. 
Donc  V  appartient  à  une  hypocycloïde  à  trois  rebrousse- 
mcnls  ayant,  au  point  V,  AB  pour  tangente.  Le  point  E 
appartenant  au  cercle  des  neuf  points  correspondant  à  AB 
considérée  comme  droite  de  Simson,  il  en  résulte  que  EDG 
est  aussi  droite  de  Simson,  et,  par  suite,  touche  la  même 
hypocycloïde.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  XXVII.  —  Étant  donnés  un  cercle,  un  dia- 
mètre, et  la  tangente  à  l'extrémité,  la  droite  qui  joint  les  pro- 
jections d'un  point  du  cercle  sur  ces  deux  droites  fixes,  a  pour 
enveloppe  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

Ce  théorème  n'est  qu'un  autre  énoncé  du  précédent. 

Théorème  XXVIII.  —  L'enveloppe  des  axes  des  para- 
boles osculatrices  à  un  cercle  donné  en  un  point  donné  est  une 
hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 

Ce  théorème  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théorème  XXIV. 
On  peut  aussi  le  démontrer  directement  en  s'appuyant  sur 
le  théorème  XXVII. 


Soil  AH  l'axe  de  la  parabole,  M  un  point  de  la  courbe,  MA 
la  normale;  on  obtient  le  point  0;  centre  de  courbure  en  M, 
d'après  une  construction  connue,  en  menant  la  parallèle MD 
a  l'axe,  la  perpendiculaire  en  A  à  AM,  laquelle  rencontre  en 
D  la  parallèle  b  l'axe,  et  enfin  la  perpendiculaire  DO  à  l'axe. 
Ceci  posé,  prolongeons  DA  d'une  longueur  égale  à  elle-même 
<'ii  G,  ol  menons  la  langento  MB  à  la  parabole,  MC  passera 
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par  le  milieu  de  ÀB,  qui  est  le  foyer.  G  est  un  point  du 
cercle  décrit  sur  OM  comme  diamètre. 

Revenant  aux  données  de  la  question,  on  voit  que  le 
cercle  décrit  sur  OM  comme  diamètre  est  fixe,  ainsi  que  la 
tangente  MB  en  M,  point  fixe  donné,  par  lequel  doit  passer 
la  parabole  variable  ayant  pour  cercle  oscillateur  donné  en 
M  le  cercle  de  centre  0.  Dès  lors,  l'axe  AB  passe  par  les 
projections  du  point  G  sur  les  deux  droites  fixes  MB,  MO; 
donc 

On  peut  remarquer  que  le  lieu  du  foyer  est  le  cercle  décrit 
sur  ME  comme  diamètre.  E  étant  le  milieu  de   MO. 


Théorème  XXIX 

OB  la  tangente  à  l'ex- 
trémité, AB  une  tan- 
gente variable  touchant 
le  cercle  en  C  ei  ren- 
contrant en  Ae(B  les 
droites  fixes.  La  para- 
bole qui  touche  les  deux 
droites  enkctB  a  pour 
enveloppe  l'hypocycioï- 
de  à  trois  rebrousse- 
ments  qui  est  l'enveloppe 
de  la  droite  joignant  les 
projections  de  G  sur  les 
droites  fixes. 
Ce  théorème  est  une 


—  Soient  OA  le  diamètre  d'un  cercle. 


conséquence  du  théorème  XXVII. 


Théorème  XXX.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  et  H 
le  point  de  concours  des  hauteurs:  à  partir  du  sommet  C,  pre- 
nons sur  le  prolongement  de  la  hauteur  une  longueur  CE  =  DH 
et  par  le  point  E  menons  une  parallèle  à  AB.  En  opérant  de 
même  sur  les  trois  hauteurs,  nom  formerons  un  triangle  A'B'C 
homothé tique  inverse  de  ABC. 

1°  Les  calés  du  triangle  A'B'C'  sont  trois  fois  plus  grands 
que  ceux  de  ABC. 

2°  Les  cercles  des  neuf  points  des  deux  triangles  sont  concen- 
triques. 
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5°  Le  centre  commun  de  ces  deux  cercles  est  le  centre  d'homo- 
thétie  des  deux  triangles. 

4°  Étant  donnée  une  droite  de  Simson  PQ  relative  à  un  point 
M  et  au  triangle  ABU,  si  Q  est  le  point  où  elle  touche  son 
enveloppe,  la  perpendiculaire  à  PQ  au  point  Q  est  droite  de 
Simson  relative  au  triangle  A'B'U'  et  à  un  point  M'. 

5°  MM'  passe  par  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  tri- 
angle A'B'C. 


Nous  laissons  aux  jeunes  lecteurs  du  journal  le  soin  de 
démontrer  ce  dernier  théorème.  Il  est  à  remarquer  que  la 
quatrième  partie  lu  théorème  ost  un  cas  particulier  d'un 
théorème  bien  connu, savoir,  que  la  développée  d'une  hypo- 
cycloïdc  csl  nue  hypocycloïde  semblable. 
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QUESTION  23 

Solution  par  M.  Léon  Clément,  élève  en  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Rouen. 


On  considère  une  ellipse  E  rapportée  à  ses  axes 


a2    "*"    b*         ! 


et  un  diamètre  quelconque  PPr.  Par  les  extrémités  P,  P'  de  ce 
diamètre  et  par  les  foyers  de  l'ellipse  donnée,  on  fait  passer  une 
hyperbole  èquilatère  H,  qui  rencontre  E  en  deux  points  dia- 
métralement opposés  Q,  Q'.  Ceci  posé,  aux  points  P,  Q  on  mène 
les  tangentes  à  E;  ces  droites  se    rencontrent    en   un  point  I  : 


4°  Trouver  le  lieu  de  ce  point  quand  PP'  tourne  autour  du  cen- 
tre de  E.  Ce  lieu  est  le  cercle  circonscrit  au  rectangle  construit 
sur  les  axes. 

2°  Au  point  I,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  asymp- 
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totes  de  H:  trouver  le  lieu  de  ces  projections.  Ce  lieu  est  la  po- 
daire  du  centre  de  l'ellipse  E. 

3°  On  demande  de  vérifier  ces  deux  résultats  par  des  consi- 
dérations géométriques,  en  établissant  d'abord  le  théorème  élé- 
mentaire suivant  :  on  considère  un  triangle  ABC,  et  sur  la  base 
BC,  deux  points  D  et  T>'  également  éloignés  du  milieu  de  BC. 
Soit  u'  le  symétrique  de  D  par  l'apport  au  point  A.  La  droite 
D'D"  rencontre  AC  en  un  point  M;  la  droite  qui  va  de  D'  au  mi- 
lieu de  MG  est  parallèle  à  AB.  (G.  L.) 

1.  — Soient  x0y0  les  coordonnées  du  point  I.  La  polaire 

PQ  de  ce  point  a  pour  équation 

x0x           y0y  _ 

T"  — Ti l  —  °- 


a-       '       &s 

L'équation  de  PfQ  symétrique  de  PQ  par  rapport  au  cen- 
tre 0  est 

œ<>x  _j_  y°y  _|_  !  _  0m 


a-  b~ 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les   points 
d'intersection  des  droites  PQ,  PQ'  et  de  l'ellipse  est 

Exprimons  que  c'est  une  hyperbole  équilatère  : 

(  *>  2  -  2 

d'où 

a2  -f  &« 
Exprimons  en  outre  qu'elle  passe  par  les  foyers  F.  F'  de 

l'ellipse  : 

c"1  \    -       c"œj 


d'oîi 


,    JP_  r\rl 

(t-  < 


<rh"*l  =  rV„  —  a*. 

En  égalant    les  deux  valeurs  de  o*6"X  on  a  l'équation  qui 
lie  x0  eiy0  : 
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.  bKx\  +  a'yl 

c2x0  —  a*  4-  ■ t-t1 =  ° 

0  ^         a2  +  b2 

ou  (a*  —  64j  -T5  —  a*(a2  +  b1)  +  èSr2,  +  a'y2,  =  o. 

Le  lieu  du  point  I  est  donc  le  cercle  circonscrit  au  rec- 
tangle construit  sur  les  axes. 

2.  —  L'équation  des  asymptotes  des  coniques  représentées 
par  l'équation  (1)  est 

(-L  +  -gLW  +    2Xf     xy    +(-^+-4-W=o 
\  a2     '       a1    )       ^     a'b2        J    T  V  /,*    ~     6;    ,'  J 

ou,  en  multipliant  par  a-b2  , 


(b~x    \  f 

Remplaçons  À  par 


y-  =  o. 


c2x0  —  a* 
Le  coefficient  de  x2  devient  égal  a 

S =  «*-«■. 

et  en  tenant  compte  de    la  relation  x\  -j-  y2,  =  a2  4"  &*j  Ie 
coefficient  de  a;2  est  b2 —  y2. 

Donc  l'équation  des  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère 
H  est 

(a2  —  x)  if  -f  2X0y0xy  -\-  (b2  —  y02)x2  =  o, 

et  par  conséquent  l'équation  aux  coefficients  angulaires  des 
asymptotes  est 

(a2  —x\)  a2  4-  2X0y(ix  4-  62  —  yl=  o. 
Or,  comme  on  le  sait,  cette  équation  donne  aussi  les 
coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  du  point  a:0y0  à 
l'ellipse;  donc  ces  tangentes  sont  parallèles  aux  asymptotes 
de  H,  et  par  suite  le  lieu  des  projections  du  point  I  sur  les 
asymptotes  est  évidemment  la  podaire  du  centre  de  l'ellipse. 

3.  —  Avant  de  traiter  la  question  géométriquement, 
démontrons  d'abord  le  théorème  élémentaire  énoncé.  Soit  H 
milieu  de  BG,  et  K  le  milieu  de  MG  (fig.  2). 


X>     H 
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La  droite  AH  est  évidemment  parallèle  à  D'D\  Par  suite 
les  deux  triangles  CMD\  CÀH  sont  semblables  et  donnent 

CM  CD' 

<JA    —    CH   " 
Divisons    par    2     les 
deux  membres  de  cette 
égalité,   nous  aurons 
CK  CD' 

GA    ~~~     BA  " 
Ce  qui  prouve  que  D'K 
est  parallèle  à  BA: 

c.  Q.  F.  D. 
Remarquons     que     si 
l'angle  BAC  est  droit,  la  droite  D'K  est  perpendiculaire  au 
milieu  deMC,  et  par  suite  elle  se  confond  avec  la  bissectrice 
de  l'angle  MD'C. 

Ceci  posé,  revenons  à  la  question.  Menons  PF  (fig.  1). 
Soient  A  et  B  les  points  d'intersection  de  cette  droite  avec 
les  asymptotes.  Les  points  P  et  F  sont  également  éloignés 
du  milieu  de  AB  :  car  on  sait  que  PA  =  FB.  Joignons  le 
point  F',  symétrique  de  F  par  rapport  au  point  0,  au  point 
P.  La  tangente  IP  à  l'ellipse  est  bissectrice  de  l'angle  APF'; 
et  comme  l'angle  AOB  est  droit,  la  droite  IP  est,  d'après  la 
remarque  précédente,  parallèle  à  OB.  On  démontrerait  de 
même  que  la  tangente  IQ  est  parallèle  à  OA.  Les  tangentes 
considérées  étant  respectivement  parallèles  aux  asymptotes 
de  l'hyperbole  équilatère  H,  on  reconnaît  de  suite  les  deux 
théorèmes  à  démontrer. 


VARIETES 


Nous  publions,  à  l'usage  de  nos  lecteurs,  le  texte  même 
de  Newton  sur  la  méthode  d'approximation  qui  porte  le  nom 


illustre  géomètre. 


On  lit  (page   10   du   premier    volume    des  Opuscules,  édi- 
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tion  de  1774,  publiée  à  Lausanne  et  à  Genève,  par  Jean  Cas- 
tillion,  chez  Marc-Michel  Bousquet  et  O)  : 

NUMERALIS  .ŒQUATIONUM  AFFEGTARUM  RESOLUTIO 

Quia  tota  difficultas  in  resolutione  latet,  modum  quo  ego 
utor  in  iEquatione  Numerali  primùrn  illustrabo. 

Sit  y3  —  2?/  —  5=0,  resolvenda  :  et  sit  2,  numerus  qui 
minus  quam  decimâ  sui  parte  diflert  à  Radice  quœsità.  Turn 
pono  2  -f-  p  =  y,  et  substituo  hune  ipsi  valorem  in  iEqua- 
tionem,  et  inde  nova  prodit 

p3  -f-  6p2  -j-  lop  —  1=0 
cujus  radix  p  exquirenda  est,  ut  Quotienti  addatur.  Nempe 
(neglectis  ps  -f-  6p2  o&  parvitatem)  1  ob  —  1  =0,  sive  p  =  o,  1 , 
prope  veritatem  est;  itaque  scribo  0,1  in  Quotiente,  et  sup- 
pono  0,1  -f"  q  =p,  et  hune  ejus  valorem,  ut  prius  substi- 
tuo, unde  prodit 

cf  +  6,3g2  -j-  1 1>23</  -f-  0,061  =  o 
et  cum  1  i,23g  -f-  0,061  =  o  veritati  prope  accédât,  sive  fere 
sit  q  sequalis  —  0,0054  (dividendo  nempe  donec  tôt  elician- 
tur  figura?  quot  locis  prima)  figurœ  hujus  et  principalis  Quo- 
tientis  exclusive  distant)  scribo  —  0,0054  in  inferiori  parte 
Quotientis,  cùm  negativa  sit. 

Et  supponens  —  0,0054  -[-  r  =  q,  hune  ut  prius  substituo, 
et  operationem  sic  produco  quousque  placuerit.  Vemm  si 
ad  bis  tôt  figuras  lantùm  quot  in  Quotiente  jam  reperiuntur 
unâ  demptà,  operam  continuare  cupiam,  pro  q  substituo 
—  0,0054  -f-  r  in  hanc  6,3g2  +  1  i,23g  -f~  0,061,  scilicet  pri- 
mo ejus  Termino  (q3)  propter  exilitatem  suam  neglecto,  et 
prodit 

6,3   .  r2  -|-  1 1,161  gbr  -j-  0,000541708  =  o 
fere,  sive  (rejecto  6,3?-2) 

—  0,000541708 

r  =.  : — =  —  0,0000480.-» 

1  ijibiço 

fere,  quam  scribo  in  negativa  parte  Quotientis.  Denique  ne- 

gativam  partem  Quotientis  ab  affirma tiva  subducens  habeo 

2,09455147  Quotientem  quœsitum. 
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JEquationes  plurium  dimensionum  nihilo  secius  resolvun- 
tur.  et  operam  sub  fine,  ut  hic  factum  fuit,  levabis,  si  pri- 
mos  ejus  Terminos  gradatim  omiseris. 

Prœterea  notanduin  est  quôd  in  hoc  exemple,  si  dubi- 
tarem  an  o,  i  =p  veritati  satis  accederet,  pro  lop  —  i  =  o, 
finxissem 

6p2  -}-  lop  —  i  =o 

et  ejus  radicis  primani  Figurant  in  Quotiente  scripsisseni; 
et  secundam  vel  tertiam  Quotientis  Figuram  sic  explorare 
convenit,  ubi  in  iEjuatione  ista  ultimô  résultante  quadra- 
tum  coefficiealis  penullimi  Terrnini,  non  sil  decies  majus 
quam  factus  ex  ultimo  termino  ducto  in  coefficientem  Ter- 
mini  antepenullimi. 

Imo  laborem  plerumque  minus,  prœserlim  in  JEquationi- 
bus  plurimaruin  dimensionum,  si  Figuras  omnes  Quotientis 
addendas  dicto  modo  (hoc  est  extrahendo  minorem  Radicum, 
ex  tribus  ultimis  Terminis  ^Equationis  novissime  resultanlis) 
exquiras  :  isto  enim  modo  Figuras  duplo  plures  qualibet  vice 
Quotienti  lucraberis. 

Haec  methodus  resolvendi  /Equationes  pervulgata  an  sit 
nescio,  certe  mihi  videtur  prœ  reliquis  simplex,  et  usui 
accommodata.  Demonstratio  ejus  ex  ipso  modo  operandi 
patet,  undè  cum  opus  sit,  in  memoriam  facile  revocatur. 


A  la  page  37  du  même  volume,  Xewton  reproduit  le  même 
procédé  en  l'abrégeant,  et  reproduit  aussi  le  diagramme  sui- 
vant qui  accompagne  le  premier  texte. 


Nous  donnons  ici  ce  diagramme 
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yî  _  2y  —  5 

=   0 

4-  2,10000000 
—  o,oo544853 

+  2.09455147  =  y 

2  +  p  =  y 

y3 

—  °-y 

—  5 

+  8  +  i2p  +  6p*+  p3 

—  4  —  2P 

—  5 

Summa 

—  1  +   iop  +  6p2  +  p3 

o.i   +  g  =  p 

p3 

+  6p- 
+  iop 
—  i 

0,001  +o,o3g   +  o,3g:+33 
+  0,06    +  1,2        +6,0 
+  i         +10 
—  i 

Summa 

0,06 1  -f  1 1 ,23g  +  6,3ç:  +  g3 

—  0,0054  +  r  =  q 

+  W 
+  0.61 

+  o,oooiS37û8  —    o,o68o4r  + 

—  0,060642             4-     I  1.23 

+  0,061 

6,3r2 

Summa 

4-0,000541708  4-  ii,i6ig6r  + 

6,3r2 

On  voit  donc  que,  dès  l'origine,  la  méthode   de    Newton 

consiste,  en    désignant   par  «  une  valeur  approchée  de  la 

racine,  à  poser  : 

x  =  a  -(-  y 

puis  dans  l'équation  transformée  : 

f(a  +  y)  =  o 

négliger  toutes  les  puissances  de  l'inconnue  y  au  delà  de  la 

première;  ce  qui  réduit  l'équation  à  :  f\a)  -\-  y  f(a)  =  o,  et 

donne  pour  la  formule  de  correction  : 

[*  =  -fla)  :  /»] 

C'est  donc  à  ces  quelques  mots  bien  simple  que  se  réduit 
l'exposé  historique  de  la  méthode  d'approximation  de 
Newton. 

La  discussion  qui  suit  l'exposé  historique  a  été  faite  trop 
souvent  déjà;  et  nous  pouvons  nous  dispenser  de  la  repro- 
duire ici.  E.  V. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


104.  —  Une  surface  du  second  degré  a  un  centre  donné, 
et  passe  par  un  cercle  donné.  Lieu  de  ses  sommets.  On  dis- 
tinguera les  points  du  lieu  suivant  3a  nature  de  la  surface 
dont  ils  sont  les  sommets.  (E.  Amigues.) 

105.  —  Lieu  du  centre  d'une  surface  de  second  ordre 
qui  passe  par  une  ellipse  donnée  et  par  deux  points  symé- 
triques par  rapport  au  plan  de  cette  ellipse.  Le  lieu  cherché 
est  une  surface  que  l'on  décomposera  en  régions  dont  les 
points  soient  des  centres  de  surfaces  de  même  genre. 

(E.  Amigues.) 

106.  —  Si  A  et  A'  sont  deux  polynômes  de  degré  n  a 
coefficients  réels,  et  si  B  et  B'  sont  deux  polynômes  de  degré 
moindre  que  211 ,  on  ne  peut  avoir  l'identité 

A»  -f  B  =  A's  -f  B' 
sans  avoir  les  deux  suivantes  : 

A  =  A', 

B  =  B'.  (E.  Amigues.) 

107. —  On  sait  que  le  lieu  du  centre  d'une  hyperbole  équi- 
latère  inscrite  à  un  triangle  est  un  cercle  ;  faire  voir  que 
ce  cercle  est  conjugué  par  rapport  au  triangle. 

(E.  Amigues.) 

108.  —  On  donne  un  triangle  rectangle  et  isoscèle,  et  on 
lui  circonscrit  un  cercle  et  une  hyperbole  équilatère  va- 
riable. Ces  deux  courbes  ont  alors  en  commun  trois  points 
ii  es  et  un  point  variable.  Par  ce  dernier,  on  mène  la  tan- 
gente au  cercle.  Lieu  du  point  d'intersection  de  cette  tan- 
gente avec  les  parallèles  menées  par  le  sommet  de  l'angle 
droit  aux  asymptotes  de  l'hyperbole  correspondante. 

(E.  Amigues.) 

109.  —  Condition  pour  que  les  équations  de  quatre  droites 
représentée  'les  génératrices  d'un  hypcrboloïdi-. 

(E.  Lcmoine.) 
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110.  —  Condition  pour  que  les  équations  de  trois 
droites  représentent  des  génératrices  d'un  paraboloïde. 

(E.  Lemoine.) 

111.  —  Les  points  de  contact  des  tangentes  menées  à 
une  développante  de  cercle  par  un  point  quelconque  de  son 
plan,  appartiennent  à  un  limaçon  de  Pascal,      (G:  Fouret.) 

112.  —  On  considère  un  triangle  rectangle  ABC  inscrit  dans 
une  parabole,  et  dont  l'hypoténuse  est  une  normale  de  la 
courbe;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  du  cercle  inscrit 
à  ce  triangle.  (G.  L.) 

113.  —  On  donne  un  point  fixe  0,  et  deux  autres  points  : 
l'un  A  fixe,  et  l'autre  B  mobile  mais  restant  à  une  distance 
invariable  du  point  0;  on  demande  le  lieu  des  sommets  et 
des  foyers  des  ellipses  qui  ont  pour  centre  commun  le  point 
0,  et  sont  telles  en  outre  que  A  et  B  soient  les  extrémités 
de  deux  diamètres  conjugés.  (E.  V.) 

114.  —  Parmi  toutes  les  coniques  circonscrites  à  un 
même  triangle  ABC,  on  considère  seulement  la  série  de 
celles  pour  chacune  desquelles  les  normales  en  A,  B,  C, 
sont  concourantes,  et  l'on  demande  le  lieu  du  point  de  con- 
cours. (E.  V.) 

115.  --  Construire  la   courbe  représentée  par  l'équation  : 

œ*  4-  yi  — 2a?2  —  292  +  !  =  °-         (E.  V.) 

116.  —  Construire  la  podaire  de  l'origine  relativement 
à  la  courbe  que  représente  l'équation  : 

117.  —  Étudier  les  formes  successives  de  la  courbe  re- 
présentée par  l'équation  : 

x3  -L.  y>  —  3axy  -j-  A  =  o. 
quand  on  fait  varier  X.  (E.   V.) 

118.  —  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  trois  dérivées 
successives  d'ordre  quelconque  de  la  fonction 

(ce2  —  i)n; 
montrer  qu'il  ne  peut  exister  de  relation  entre  deux  dérivées 
successives;  la  dérivée  d'ordre  p  est  exactement  divisible  par 
la  dérivée  d'ordre  2H  —  p.   Soit  f  (x)  une  des  dérivées  de 
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(x2 —  i)n;  f(x)  et  f"(x)  étant  les  dérivées  première  et  seconde 
de  f(x),  la  relation  qu'il  s'agit  de  trouver  aura  la  forme 

Af(x)  +  Br(a)  +  Cf"(x)  =  o; 
chercher  s'il  existe  d'autres  fonctions  entières  du  même  degré 
vérifiant  la  même  identité.  (L.  Lévy.) 

119.  — ;  Soient  Ox,  Oy  deux  droites,  P  un  plan  perpendi- 
culaire à  Ox  au  point  0.  Dans  le  plan  P,  on  mène  une  droite 
ON,  et  dans  le  plan  NO;/  une  droite  OM  telle  que 

sin  MON 

sin  hOy 
trouver  le  lieu  géométrique  de  la  droite  OM  lorsque  la  droite 
ON  tourne  autour  du  point  0  dans  le  plan  P. 

(L.  Lévy.) 

120.  —  Discuter  la  surface  représentée  par  l'équation 
xl  —  y1  ~f-  z*  -+-  4  xifz  —  2X-Z2  -\-  20?  (if  -f-  2XZ) 

—  \a  (cca  -{-  z2)  y  —  a1  =  o. 

(E.  Catalan.! 


ERRATUM 


Dans  la  question  89;  publiée  au  numéro  de  janvier,  au 
lieu  de  :  «le  lieu  décrit  est  une  courbe  du  dixième  degré  ». 
il  faut  dire  :  «  est  une  courbe  du  douzième  degré  ».  On  peut 
ajouter  qu'elle  se  décompose  en  deux  courbes  du  sixième 
degré.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DES    CHEMINS   DE  FUR.    —    IMPIUMEHIE  CI1AIX, 
HUE    BEHGKKK,    20,    PAhIS.    —    693W. 
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SUR  UN  MEMOIRE  (*)  DE  M.  LANDRY 

Par  M.  G,  de  Iiongchamps. 


L'article  que  nous  avons  publié  récemment  (**)  sur  le 
problème  de  Pell,  nous  a  procuré  la  communication  d'un 
mémoire  de  M.  Landry,  mémoire  que  nous  avons  lu  avec 
le  plus  grand  intérêt,  qui  touche  par  un  point  au  problème 
de  Pell,  et  qui  nous  parait  renfermer  plusieurs  points 
dignes  de  fixer  l'attention. 

1.  —  Le  point  de  départ  du  mémoire  que  nous  voulons 
analyser  est  le  développement  de  \/A.  en  fraction  continue,  ce 
mot  étant  pris  dans  son  sens  général  ( 

En  posant 

A  =  a1  +  r,        {r  <  2a) 
et  en  remarquant  que 

y/A  =  a  -f-  \/A  —  a, 
on  a 

\  A  +a 
ou,  enfin, 

y/Â=  a  + 

lité,  on  dédi 

y/T.  =  a  -f- 


«  +  y/A 
De  cette  égalité,  on  déduit 

r 


1     r 

2«  -j 


2a  -f- 


r 


2a  -{-  • 


[*]  Cinquième  mémoire  sur  la  théorie  des  nombres,  par  M.  F.  Landry,  licencié 
es  sciences  mathématiques.  Librairie  Hachette,  juillet  1856. 
(•*)  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  (1884,  p.  15). 
(***)  V.  Traité  d'algèbre,  par  H.  Laurent,  p.  341 . 
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Ce  développement  sert  do  base    au    mémoire   qui    nous 
occupe. 

2.  —  On  sait  (*)  que  si  une  fraction  continue  f  est  de  la 
forme 

f  —  a0  H 


&i  + 


a. 


»,+  ' 


b.+ 


les  réduites  sont 

TT    —    °°  TT    _  Qobi  +  ai         TT    _  fc«(«o&i  +  g|)  +  «2^0 

Posant 

Y»  =  6nin_i  -f-  on  in_2, 
on  a 

U    —  — 

i  n 

On  sait  aussi  qu'en  faisant 

Z„  —  X„  Yn— i  —  Xn_i  i  n , 
on  a 

Z„  =  —  fl„Zn_i . 
De  ces  relations    on  peut   déduire   le   théorème   suivant, 
donné  par  M.  Landry,  et  qui  l'a  conduit  à  une  solution   de 
1  équation  indéterminée 

;r2  —  kif  =  ±  rm. 

3.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  deux  réduites  consécu- 
tives — -,  ~  de  la  fraction  continue  f,  on  a 
m      p  ' 

p2  —  Ap'2  =  —  r(m2  —  Am's). 
Nous  nous  proposons  d'établir  ce  théorème  remarquable 
par  une  voie  différente  de  celles  que  M.  Landry  a  employées; 
mais  cctl<'  démonstration  repose  sur  une  relation  impor- 
tante entre  deux  réduites  consécutives,  et  que  nous  établi- 
rons d'aborl. 


[*]  V.  Alg.  Laiiri'iil  (LOC.  Cit.). 
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4.  Théorème.  —  Dans  la  fraction  continue  f.  deux  réduites 
consécutives  Un,  Un_i   vérifient  constamment  la  relation 

A  +  a  Un-! 

On  a,  en  effet,  par  la  définition  de  U„, 

U„  =r-a-\ -[ 

2a  -j-    r 

za  -j- 


4-  2a  -f  — -  ; 
ia 

la  lettre  r,  qui  entre  dans  celte  expression,  y  figurant  n  fois. 

Celte  égalité  donne 

U„-a  = 


20  -f-    r 

20  -j- 


-f  20  +  —, 
20 


OU 


r 

=   20,  -j-    


U„  —  O  20  -f" 


+  M  +  JL. 

20 

Retranchant  a  aux  deux  membres,  nous  aurons 

r                               ?- 
—  o  =  a  -) 


Un  —  o  20  -f 


4-  20  -j . 

20 

Dans  le  second   membre,  la  lettre  r  figure  (n  —  i)  fois. 
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Nous  pouvons  donc  écrire 

r  TT 

— a  =  U„_i . 

U„—  a 

Celle  égalité,  en  tenant  compte  de  la  formule 

A  =  aÀ  +  r, 

est  la  relation  (1),  que  nous  voulions  établir. 

5.    Récurrence    des    termes  de    deux  réduites 

consécutives.  —  La  relation  (1)  peut  s'écrire 
X„    _  AY„_i  -f-  aX„_j 
Y«  ttY„_i  ~j-  X„_! 

Celle  formule  conduit  à  soupçonner  la  loi  qui  lie  les  fonc- 
tions Xn,  Y„,  aux  termes  X,,_;.  Yn_i,  delà  réduite  précédente. 
Noiis  allons  montrer  que  l'on  a  constamment 
X„  =  AY„_!  4-aX,[_1. 
Y„  =  aY„-i  -f-  X„_i . 
Nous  supposons  pourtant  que  les  réduites  sont  calculées 
par  le  procédé  arithmétique  ordinaire,  celui  qui  est  naturel- 
lement indiqué  par  les  formes  : 

a  r  r 

— >      a  +  — »      a  + 


i  2rt  .     r 

—  2a  -\ 

2a 

et,  sous  cette  réserve  formelle,  que  les  fractions  obtenues: 

X0       X,        X2 

Y  '      y   '      Y    '      '  " 

10  Xl  L2 

n'ont  pas  été  simplifiées,  s'il  arrive  qu'elles  soient  susceptibles 
de  l'être.  C'est  dans  ces  conditions  que  les  fonctions 
X„,  Yn  sont  bien  déterminées;  Xn  désignant  le  numérateur, 
et  Y„  lé  dénominateur,  de  la  réduite  U„,  réduite  calculée 
comme  nous  venons  de  le  dire. 
Les  premières  réduites  : 

a      2<r  -\-  r      4a3  4~  3<zr 
1  '         Ta      '      4a2  4-  r    '  "• 
donnent,  d'après  la  définition  précédente, 

X,,  =  a,    Xt  =  2a%  4-  r,    X,  =  4a3  4-  3ar,  . . . 
Yo ;  «=  1,    Yt  =20,  Y,  =  4a2  -j-  r,  ... 

cl  l'on  véiijie.  immédiatement,  que  l'on  a 
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X,  =  AY0  -f  aX0,      ou  2a2  -fr  =  (a2  +  r)  i  -f  a1; 
Yt  =  aY0  -f-  X0,       ou  2a  =  a.  i  -f-  a. 

De  même, 
X2  =  AYi  -f-  aXlf  ou  4a3  -f-  3a/'  ==  2a  («2  +  r)  -f  a  (2a2  -f-  rj 

Y2  =  aYt-f-  Xlt  ou  4a2  -f  r  =  2a2  -f  (2a2  -f  r). 
Ainsi  la  loi  se  vérifie  pour  les  premières  fonctions  X,  Y  ;  il 
est  aisé  de  voir  que  cette  loi  est  générale  et  qu'elle  s'applique 
aux  fonctions  X„,  Y„  quel  que  soit  n. 
Supposons,  en  effet,  que  nou?  ayons 

Xn_,  =  AY„_2  -j-aXH_2,  (i) 

Yn_t  =oY_2+X,i_2;  (2) 

et   proposons-nous   de   montrer  que  cette  loi  subsiste  pour 
les  fonctions  X„,  Y„. 

Nous  avons  d'abord,  par  les  formules  connues,  rappelées 
plus  haut, 

X„  =  2oXfl_l  -f  >"X„_o, 


Y„  =  2aYll_1+rYll_2.J  (A) 

D'aulre  part,  les  égalités  (1)  et  (2)  donnent  : 
X«-i  —  flï  /1-1  =  r"S  n_2, 
"X,,_i —  Aï,i_i=  —  /'X„_o. 
Substituons   les  valeurs    de     rYn-2,  rX„_2    dans    les    for- 
mules (A),  et  nous  obtenons  les  résultats  suivants  : 
X„=«X,i_1  +  AY,i_ 
YB=aY^.1-f-X^1. 
Les  formules  de  récurrence  que  nous  avions  soupçonnées 
sont  donc  démontrées. 


(G). 


6.  —  Par  exemple,  dans  l'un  des  cas  numériques  exa- 
minés par  M.  Landry,  dans  le  mémoire  cité,  celui  où  l'on 
considère  le  développement  de  \/3i,  on  a 

^37  =  5  +  * 

v  10  -f-         6 


10  -j- 


ainsi  qu'il  résulte  de  l'égalité 

3i  =  52  +  ô. 
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Les  réduites  sont,  dans  cet  exemple, 
X0        _5_     _Xi_     __56_       X,  590        X3  _  _  6236 

T7  ~~  1  '      Yt  ~"    10  '      Y,  ~~    106  '      Y,   ~~  7i~2Ô"'"" 
Chacune  de  ces  réduites  peut  se  calculer  au  moyen  de  la 
réduite  précédente  et    l'on  a  bien,    conformément  à  la  loi 
que  nous  avons  établie, 

56  =  5  X  5 -f- 3i  X  1  10  =  5  X  1  +  5 

D90  =  5  X  56  -f-  3i  X  10  106  =  5  X  10  -f-  56 

1 1236  =  5  X  Sço-j-  3 1  X  106     1 120  =  5  X  106  -f-  590 

Le  point  sur  lequel  nous  venons  de  nous  arrêter  a  pour 
but  de  montrer  la  liaison  très  simple  qui  unit  les  éléments 
Xn,  Yn,  aux  éléments  analogues  et  immédiatement  précé- 
dents Xn_!,  Y„_i.  Il  est  le  seul  qui  nous  soit  persoDnel  dans 
la  présente  note,  laquelle,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut. 
a  surtout  pour  but  de  montrer  comment  M.  Landry  est 
arrivé  à  la  résolution  de  l'équation  de  Pell  et,  aussi,  à  celle 
d'une  équation  plus  générale.  Mais  ce  point  nous  a  paru 
avoir  quelque  intérêt  parce  qu'il  est,  ordinairement,  très 
difficile  de  trouver  une  relation  de  récurrence  simple  entre 
les  fonctions  X„,  Y„,  et  les  fonctions  voisines  Xn_t .  Y„_t .  Cette 
relation  est  plus  puissante  que  la  relation  ordinaire  entre 
X„,  Y„;  X„_i,  Y„_i;  X„_2,  Yn_2;  elle  permet  de  reconnaître 
rapidement  les  propriétés  des  nombres  récurrents  Xn,  Yn. 

(A  suivre.) 


CONSTRUCTION 

DU  CENTRE  DE  L'HYPERBOLE  ÉQUILATÈRE 

PASSANT    PAU    LES   PIEDS   DES   NORMALES 
MENÉES    A    UNE    CONIQUE    A    CENTRE,    PAR    UN     POINT    DONNÉ 

Par  M.  .\iewenglowski.  professeur  au  Lycée  Louis-le-Grand. 


Supposons  d'abord  que  la  conique  donnée  (C)  soit  une 
hyperbole.  On  sait,  d'une  manière  générale,  que  l'hyperbole 
équilatèrc(E)  passant  par  les  pieds  des  normales  à  une  conique 
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issues  d'un  point  P,  ne  change  pas,  quand  on  remplace  la 
conique  par  une  autre,  homothétique  à  la  première,  et  ayant 
même  centre.  On  iT 

peut  donc  rem- 
placer l'hyper- 
bole donnée  par 
le  système  de  ses 
deux  asymptotes  ; 
par  conséquent, 
les  pieds  K,  L  des 
peipendiculaires 
abaisséesdupoint 
P  sur  les  asymp-  I 

totes  de  l'hyperbole  donnée  sont  deux  points  de  l'hyper- 
bole équilalère  (E).  Je  dis  que  le  centre  cherché  est  au 
point  I,  milieu  de  KL.  Il  suffît  de  prouver  que  PK  et  PL  sont 
deux  cordes  supplémentaires  de  l'hyperbole  (E).  Pour  cela, 
remarquons  que  si  l'on  mène  par  le  point  P  des  droites  PG, 
PH,  parallèles  aux  axes  de  l'hyperbole  (C),  on  forme  un 
faisceau  harmonique  (P,  GHKL)  composé  de  ces  deux  paral- 
lèles et  des  perpendiculaires  aux  asymptotes,  puisque  les 
rayons  de  ce  faisceau  sont  respectivement  perpendiculaires 
à  ceux  du  faisceau 
formé  par  les  axes 
et  les  asymptotes  de 
l'hyperbole  (C). 

Cette  construction 
est  bien  connue.  La 
suivante,  relative  au 
cas  de  l'ellipse,  l'est 
peut-être  moins. 

Supposons  que  la 
conique  (C)  soit  une 
ellipse.  Soient  CC  DD'  les  diagonales  du  rectangle  construit 
sur  les  deux  axes  À.V,  BB'  de  l'ellipse.  Je  mène  par  le  point 
P  la  droite  PK  perpendiculaire  à  CC  et  je  prends  son  inter- 
section avec  l'autre  diagonale  DD'  ;  de  même  L  est  l'inter- 
section de  CC  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  DD'. 
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Je  dis  que  le  milieu  I  de  KL  est  encore  le  centre  de  l'hyper- 
bole équilatère  (E)  relative  à  l'ellipse  donnée.  En  effet,  on  yoit 
d'abord,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  PK  et  PL  sont 
deux  cordes  supplémentaires  de  l'hyperbole  (E),  car  le  fais- 
ceau (0,  ABCD)  étant  harmonique,  il  en  est  de  même  du 
faisceau  (P,  GHKL)  formé  par  les  perpendiculaires  PK,  PL 
et  par  les  parallèles  aux  axes  :  PG-,  PH.  Il  n'y  a  donc  plus 
qu'à  prouver  que  K  et  L  sont  des  points  de  l'hyperbole  (E). 
Or  il  y  a  une  ellipse  homothétique  à  la  proposée,  ayant 
môme  centre,  et  passant  par  le  point  K.  Dans  cette  ellipse, 
les  droites  CC,  DD'  sont  conjuguées,  puisqu'elles  donnent  les 
directions  des  diamètres  conjugués  égaux;  donc  la  tangente 
en  K  est  parallèle  à  CC,  et  par  suite  K  est  le  pied  d'une 
normale  à  cette  ellipse,  menée  par  le  point  P.  Or  l'hyperbole 
(E)  est  à  la  même  place  que  pour  l'ellipse  (C),  donc  (E) 
passe  par  K.  et  aussi  par  L  pour  la  même  raison.  La  pro- 
position est  donc  établie.  Ces  résultats  sont  faciles  à  vérifier 
par  le  calcul. 


SUR  LE  LIMAÇON  DE  PASCAL 

Par  M.  Iladamard,  élève  en  Mathématiques  spéciales, 
au  Lycée  Louis-le-Grand. 


Le  limaçon  de  Pascal  est  anallagmalique  (c'est-à-dire  que 
L'on  peut  trouver  une  transformation  par  rayons  vecteurs 
réciproques  dans  laquelle  il  soit  son  propre  homologue).  — 
La  propriété  devient  illusoire  lorsque  le  limaçon  se  réduit  à- 
une  épicycloïde. 

Soit  le  limaçon  défini  par  le  cercle  0,1c  point  A  de  ce  cercle 
et  La  longueur  a.  Parle,  point  A  faisons  passer  un  cercle  O'tan- 
genl  au  premier,  el  dont  nous  déterminerons  ultérieurement 
yon.  Imaginons  qu'un  cercle,  ayant  son  centre  en  un 
point  variable  M  du  cercle  0,  se  déplace  de  façon  à  couper 
toujours  oithogonalement  le  corde  0'.  Considérons  l'enve- 
Loppe  d'un  tel  cercle. 

Pour  cela   soient  deux  positions  M  et  Mx  de  ce   cercle. 
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Puisque  le  point  0'  a  même  puissance  par  rapport  aux  cercles 
M  et  Mls  leur  corde  commune  sera  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  0'  sur  la  ligne  qui  joiut  leurs  centres.  Si  alors  on 
suppose  que,  le  cercle  M  restant  fixe,  le  cercle  Mt  tend  à  se 


confondre  avec  lui,  on  voit  à  la  limite  que  les  points  de  con 
tact  du  cercle  M  avec  son  enveloppe  seront  ses  deux  points 
P  etP'  d'intersection  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
0'  sur  les  tangentes  menées  par  le  point  M  au  cercle 0;  de  sorte 
que  l'enveloppe  en  question  sera  le  lieu  des   points  P  et  P'. 
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Or  ce  lieu  est  une  courbe  anallagmatique;  car  Ton  a  con- 
stamment O'P'  X  O'P'  =  O'A2;  et  nous  allons  établir  que  c'est 
un  limaçon  de  Pascal. 

Pour  cela  joignons  AP  qui  coupe  0  en  I  et  le  cercle  0'  en 
K;  AP'  qui  coupe  le  cercle  0  en  I'  et  le  cercle  0'  en  K'.  Les 
points  P  et  P'  étant  réciproques  par  rapport  au  cercle 
0',  la  droite  KK'  est  perpendiculaire  au  diamètre  OPP',  et 
par  suite  II'  est  perpendiculaire  à  OM.  Dès  lors  l'angle  de 
MP  et  de  MI  est  égal  à  l'angle  des  demi-droites  symétriques 
de  celles-là  par  rapport  à  OM,  qui  sont  Ml' et  le  prolongement 
de  MP'.  Donc  les  angles  PMI,  P'Ml'  sont  supplémentaires. 

Mais  dans  le  cercle  0,  les  angles  MIP,  MI'P'  sont  égaux 
ou  supplémentaires.  Or  ils  ne  peuvent  être  supplémentaires, 
sans  quoi  la  somme  des  angles  des  deux  triangles  serait  supé- 
rieure à  4  droits.  Ils  sont  donc  égaux. 

D'ailleurs,  on  a  MP  =  MP'  et  MI  —  MI'  et,  par  suite,  la 
construction  ordinaire  d'un  triangle  dans  lequel  on  connaît 
deux  côtés,  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux  montre  que  les 
angles  IPM,  I'P'M  sont  égaux  ou  supplémentaires. 

Or,  pour  la  même  raison  que  plus  haut,  ils  ne  peuvent 
être  supplémentaires;  ils  sont  donc  aussi  égaux.  Il  en  résulte 
l'égalité  des  triangles  MIP,  MTP'  et  par  suite  celle  de  leurs 
angles  en  M.  Ces  angles',  étant  à  la  fois  égaux  et  supplé- 
mentaires, sont  donc  droits. 

Dès  lors,  si  N  désigne  le  point  diamétralement  opposé  au 
point  M   et  que  nous  joignions  AN,  les  triangles  MIP,  ANM 

MP^ 

sont  semblables  et  donnent  IP  =  MN  .  — — . 

MA 


Or  MP  =  \/MA  .  MM',  M'  étant  le  point  d'interseclion  de 
la  droite  MA  avec  le  cercle  0'.  Donc 


MA 

D'où 


MP     _  i/  MM'     _  i  (  00' 
MA  ""  f     MA    :  =  F    OA 


11'  =  i\  OA  .  OU'  =  const. 
L'enveloppe  du  cercle  M   esl  doue  un  limaçon  de  Pascal. 
D'ailleurs,  on  peul  disposer  du  rayon  O'A  de  façon  à  ce  que 
ce  limaçon  coïncide   avec  le   limaçon  donné;  il   suffira  de 


JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES  83 

a 

prendre  00'  troisième  proportionnelle  entre  00  et  — .  Si  donc 

on  détermine  le  point  O'par  cette  construction,  ce  point  sera 
le  pôle  d'une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
dans  laquelle  le  limaçon  se  correspondra  à  lui-même. 


NOTE  SUR  UN  THEOREME  DE  JOACHIMSTHAL 


Nous  avons  remarqué  dans  le  Traité  de  Géométrie  de 
MM.  E.  Rouché  et  G.  de  Gomberousse  (o'ue  édition,  page  448, 
2me  partie)  l'énoncé  d'un  théorème  remarquable  sur  les  nor- 
males aux  coniques. 

Nous  croyons  que  cette  proposition  n'est  pas  très  connue, 
et  nous  espérons  que  nos  lecteurs  nous  sauront  gré  d'indi- 
quer un  moyen  de  l'établir.  Le  théorème  s'énonce  ainsi  : 

Si  d'un  sommet  À  d'une  ellipse 

^  +-&=  l' 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  quatre  normales  qu'on  peut 
mener  d'un  point  P  (a,  i)  à  cette  conique,  les  quatre  points  (tels 
que  Q)  où  ces  perpendiculaires  rencontrent  de  nouveau  la  courbe 
appartiennent  à  un  même  cercle. 
Voici  comment  on  pourrait  établir  ce  théorème: 
Soit  PM  une  des  quatre  normales  issues  de  P  (*);  si  M  est 
son  point  d'incidence  et  que  o désigne  l'angle  d'anomalie  cor- 
respondant à  ce  point,  de  sorte  que  a  cos  z>  et  b  sin  o  soient 
respectivement  l'abscisse  et  l'ordonnée  de  M,  l'équation  qui 
fournit  les  valeurs  de  ç  relatives  aux  pieds  des  quatre  nor- 
males issues  de  P  est,  comme  on  sait  : 

ai  sin  <p  —  6(3  cos  ep  =  (a2  —  62)  sin  o  cos  op 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  suivante  : 
(„»  —  b*)*  sin2  2<p  =  2  (oV  -f-  b-ry)  —  i  (a*<x"  —  6*0»)  cos  2<p 

—  4«6-.o  sin  2.» 
Or  il  est  facile  de  voir  que  l'angle  2<p  est  l'anomalie  du 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de   faire  la  flgure. 
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point  Q  ;  car  A.Q  étant  parallèle  à  la  tangente  à  l'ellipse  au 
point  M,  si  l'on  se  reporte  aux  propriétés  projectives  du 
cercle  décrit  sur  ia  comme  diamètre,  les  arcs  d'ellipse  AM 
et  AQ  sont  les  projections  de  deux  arcs  de  cercle  dont  l'un 
est  la  moitié  de  l'autre,  et  qui  ont  respectivement  pour  me- 
sure les  angles  d'anomalie  de  M  et  de  Q. 

Si  donc  on  pose,  dans  l'équation  précédente, 
x  =  a  cos  2ç,     y  =  6  sin  2op, 
elle  deviendra 
(a2  —  b"-r        __  2  ^flV  _^_  b„^  _  2  ^n,x,_  &2^  2L  _  4aa3(/ 

et  s'appliquera,  par  conséquent,  aux  coordonnées  des  quatre 
points  Q.  Ces  points  sont  donc  à  la  rencontre  de  l'ellipse  pro- 
posée avec  le  lieu  que  représente  l'équation  précédente,  si 
l'on  y  regarde  x  et  y  comme  des.  coordonnées  courantes. 

Mais  on  a  identiquement  entre  les  coordonnées  d'un  point 
de  l'ellipse  la  relation 

,    i     a'!f' 
ac'-f  — _a*=o. 

Si  donc  on  multiplie  cette  relation  par  a2  —  62,  et  qu'on 
en  retranche  la  première,  l'équation  résultante  s'appliquera 
encore  aux  coordonnées  des  points  tels  que  Q  et  représen- 
ter,!, par  conséquent,  un  lieu  passant  par  ces  points.  Il  vient 
ainsi 

(fl«  _  0s)  (œ»  _j_  rf  —  a2)  —  2  (o*a8  —  b2S2) 4<r/iy 

+  2  (a2*2  +  62^2)  =  o, 
équation  qui  représente  bien  uu  cercle. 

Si  l'on  pose  a  =  a  — — —  ,  et  p  =  0   — —    '        , 

fl2>.:  -f-  Oa(3*  O'tt"  -f-   o2i2 

cette  équation  prend  la  forme  remarquable  : 

<-■■;--»■-*     „,!,,,■  (— +  -F-  -«)-« 

iuil  immédiatement  un  deuxième  théorème. 
Observons,  en  effet,  qui»  •/  el  p'  sont  les  coordonnées  du 
point  S  <>ii  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  OP  ren- 
contre de  oouveau  La   courbe  ;  pour   le  vérifier,  il  surtit  de 
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combiner  les  deux  équations 

rfX  —  y.y  =  o  et  x(x  —  a)  -\-  iy  =  o, 

en  y  supprimant  les  solutions  x  =  a  et  y  =  o. 

oc  X  8  '/ 

Or  +  J12S  —    1=0  est  l'équation  de  la  tangente 

a2  b-  H  s 

à  l'ellipse  en  ce  point  S(x'jï')  ;  par  conséquent  : 

Si  on  abaisse  d'un  sommet  A  dej'ellipse  une  perpendiculaire 
sur  le  diamètre  OP,  perpendiculaire  qui  rencontre  de  nouveau 
la  courbe  en  un  point  S,  la  tangente  à  la  conique  en  S  est  la 
corde  commune  au  cercle  des  points  Q  et  à  la  circonférence 
x2  -f-  y*  =  a2. 

Joachimsthal  conclut  de  là  une  solution  élégante  du  pro- 
blème suivant  : 

Abaisser  d'un  point  P  d"s  normales  sur  une  ellipse  supposée 
tracée. 

Si  l'on  mène  de  À  la  perpendiculaire  AS  sur  le  diamètre 
OP,  et  qu'on  détermine  les  intersections  K  et  Kr  de  la  tan- 
gente en  S  avec  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre,  il  suffira  ensuite  de  mener  une  circonférence 
passant  en  K  et  K'  et  ayant  son  centre  sur  la  droite 

■za-jS 
y—  a2  — 62' 
parallèle  au  grand  axe  et  facile  à  construire  ;  cette  cir- 
conférence coupera  la  courbe  aux  quatre  points  désignés 
par  la  lettre  Q,  et  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  P 
sur  les  quatre  droites  AQ  seront  les  quatre  normales  cher- 
cbées. 

Le  même  procédé  de  calcul  s'applique  sans  modifications 
à  l'hyperbole  ;  il  suffît  de  déterminer  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  courbe  par  les  formules 

x  =  ,  y  =  b  tang  9. 

cos  s      s  D  Y 


Le  théorème  de  Joachimsthal  était  proposé  comme  question 
d'examen  par  Abel  Transon,  pendant  qu'il  était  examinateur 
d'admission  à  l'École  polytechnique;  c'est  pour  répondre  à 


c'a?2?/2  -j-  2ab'ix 


80  JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

cette  question  que  j'indiquais  et  que  j'indique  encore  à  mes 
élèves  la  solution  suivante  : 

Désignons  par  (à,  (3)  les  coordonnées  relativement  aux  axes 
de  l'ellipse  du  point  S  d'où  partent  les  quatre  normales; 
puis  transportons  l'origine  au  sommet  de  droite;  l'équation 
de  l'ellipse  devient 

ce2     ,     yi  2X 

a2   ^    b*   ^     a 
et  l'équation  du  faisceau  des  quatre  projetantes  sera 
(xx  -J-  $y)*(b*x*  -f-  aHf)  —  c'xHf  —  o. 
Le  système  de  ces  deux  équations  peut  être  remplacé  par 

le  suivant: 

&2œa  -f-  a2i/2  -f-  2ab2x  =  o 

a2as2  -f-  2apa?J/ v—    (b-x*   f  2a&»x)    ==  o 

Supprimons  dans  la  dernière  équation  le  facteur  ,x2,ce  qui 
revient  à  supprimer, dans  l'intersection,  quatre  fois  le  som- 
met de  l'ellipse,  les  quatre  points  restants  seront  sur  la 
conique  : 

oAB  +  2a|ty -^    (ac  +  20) 

qui  a  les  mêmes  directions  principales  que  l'ellipse  :  donc 
les  quatre  points  d'intersection  avec  l'ellipse  sont  sur  une 
même  circonférence. 

On  peut  même  remarquer  que  cette  conique  est  une  para- 
bole; ce  qui  ramène  à  la  méthode  classique:  intersection 
d'un  cercle  et  d'une  parabole. 

E.  V. 


QUESTION  51 

Solution  par  M.  Clément,  élève  au  Lycée  de  Rouen. 


c'^if  -f-  2a&2 


=ô    (m) 


On  considère  une  conique  à  centre  A  ;  soit  S  l'un  des  sommets 
de  cette  courbe  et  AB  une  corde  principale.  On  trace  une  para- 
bole P  plissant  pur  les  points  A  et  B,  et  ayant,  elle  aussi,  le 
punit  S  pn,ir  sommet.  Soit  I  le  point  de  contact  de  la  parabole  P 
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avec  une  droite  à  la  fois  tangente  à  A  et  à  P.  Lieu  de  ce  point  I 
quand  la  corde  AB  se  meut  parallèlement  à  elle-même.    (G.  L.) 

Considérons  le  sommet  de  gauche  S  de  l'ellipse;  prenons 
pour  axe  des  x  le  grand  axe  de  l'ellipse,  et  pour  axe  des  y 
la  tangente  au  sommet  S.  L'équation  de  l'ellipse  est  alors 
b"x-  +  a*y*  —  2ab2x  =  o. 


L'équation  de  la  parabole  ayant  le  point  S  pour  sommet  et 
passant  par  les  points  A,  B  est  de  la  forme 

if-  =  ipx. 

Soit  a  ==  -j.x  -\ — —  l'équation  d'une  tangente  à  cette  para- 
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bole.  Exprimons  que  celte  droite  est  tangente  à  l'ellipse  A; 
en  éliminant  y  entre  l'équation  de  la  tangente  et  celle  de  A, 
et  en  exprimant  que  l'équation  obtenue  a  deux  racines  égales, 
on  trouve  la  condition 

b  X  -—■  +  4«2P  —  4«2&  =  o. 

Le  point  I  se  trouve  sur  le  diamètre  de  la  parabole  conju- 
guée de  la  direction  a,  diamètre  dont  l'équation  est 

.-/  =  f 

a 
En  éliminant  a  et  p  entre  les  trois  dernières  équations, 
on  trouve  pour  l'équation  du  lieu  du  point  I 
bxy2  -j-  2a-y2  —  <\a-bx  =  o. 
Construisons  cette  courbe  qui  est  symétrique  par  rapport 
à  l'axe  des  x.  On  tire  de  là 

2(I2IJ2  2(1- 

4a26  —  bif         4«26 

y* 

Pour  y  =  o,  on  a  x  =  o.  et  l'axe  des  y  est  tangent  à 
l'origine. 

Lorsqu'on  fait  croître  y,  x  augmente  et  reste  positif  tant 
que  y2  >>4a2. 

Pour  y  =  20,  on  a  x  =  <x>  ;  soit  CD  la  droite  y  =  20;  cette 
droite  est  asymptote. 

2(l2 

Lorsque  y  croît  de  2a  à  -j-  00  ,  x  croît  de  —  00  à — . 

2a2 

La  droite  x  = —  est  asymptote.  Ces  valeurs#  néga- 
tives de  x  correspondent  au  cas  ou  la  droite  AB  se  confond 
avec  la  tangente  Sy  et  où  la  parabole  est  tout  entière  située 
du  coté  des  x  négatifs. 

La  symétrie  par  rapport  à  l'axe  des  œ  permet  d'achever 
le  tracé  de  la  courbe.  Si  au  lieu  de  considérer  le  sommet 
de  gauche  S  de  l'ellipse,  cm  considérait  le  sommet  de 
droite  S',  La  courbe  obtenue  sérail  symétrique  de  la  précé- 
dente par  rapporl   au  centre  <>  de  l'ellipse. 
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Nota  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Rat,  à  Marseille;  Cou- 
lom,  au  collège  ChapLal,  à  Paris.  Les  auteurs  de  ces  solutions  ont  essayé  de 
trouver  la  modification  que  subit  le  lieu  lorsque  la  conique  donnée  devient 
une  hyperbole. 


QUESTION  56 

Solution  par  M.  Corot,  élève  au  Lycée  de  Troyes. 


Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  passant  par  le  point  de 
rebroussement  d'une  cardioide,  et  tangente  à  la  courbe  en  un 
autre  point.  Par  le  second  point  d'intersection  de  deux  des  cer- 
cles précédents,  on  mène  une  droite  quelconque  qui  rencontre  les 
deux  cercles  en  A  et  A\  Démontrer  que  les  tangentes  aux  cercles 
en  A  et  A'  se  coupent  sur  la  cardioide. 

L'équation  de  la  cardioïde  rapportée  à  son  axe  pris  pour 
axe  polaire  et  à  son  point  de  rebroussement  0  pris  pour  pôle 
est 

p  =  2a(i  —  cos  6). 

Un  cercle  passant  par  le  point  0  et  dont  les  coordonnées 
du  centre  sont  r  et  a  a  pour  équation 
p  =  2r  cos  (8  —  a). 

Il  sera  tangent  à  la  cardioïde  si  l'on  a 

.     0 

. .        sm  - 

zr  cos  (0 — a)  2a(i — cos  OJ  2 


—  2/'  sin  (8  —  a)  2asin0  cos  8 


2 


OU 


d'oii 


0  fie  '.,    8\ 

cotg  (0  —  a)  =  —  tg  -=  cotg  (j  +  -); 


6  =  -  -f-  2x- 
Pour  avoir  l'équation  du  lieu  cherché,  il  faut  éliminer  p  et  8 
entre  les  deux  premières  équations  et  celte  dernière;  cela 
donne  : 

r  cos  (z  -f-  a)  =  a[  r  —  cos  (tt  -\-  2a)]  =  a(  i  -f-  cos  2a) 
ou 

—  r  cos  a  —  2a  cos2  a 
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OU 

r  =  ia  cos  (t.  -f-  a). 
Le  lieu  est  donc  un  cercle  de  rayon  a  et  dont  le  centre 
est  sur  OX\ 
Prenons  deux  points   1(^,04)  I'(r2,x2)  sur  ce  cercle,   on  a 

J\  =  20  COS  (-  -f-  xt),      r2  =  20  COS  (~  -|-  a2). 

Ces  points  I  et  I'  sont  les  centres  de  deux  cercles    pas- 
sant par  0  et  ayant  alors  respectivement  pour  équation: 
p  =  4a  cos  (-  -f-  a,)  cos  (ô  —  a,), 
p  =  4a  cos  (-  -f-  a2)  cos  (0  —  a2). 
Si  par  leur    second  point  d'intersection   on  mène  une  sé- 
cante qui  les  coupe  en  A  et  A',  nous    savons  que    l'augl-! 
AOA'  est  constant  et  égal  à  l'angle  IOI',  c'est-à-dire  x2  —  *,, 
en  supposant  x,  >  %t. 

Menons  donc  par  O  deux  droites 

0  =  K.     8  =  K  -f-  Ka  —  x, . 
La  première  coupe  le  cercle  I  en  un  point  A  qui  a  pour 
coordonnées 

Pt  =  40  cos(-  -f-  x,)  cos  (K  —  xt),     8  =  K. 
La  deuxième  coupe  le  cercle  I'  en  un  point  A'  qui  a  pour 
coordonnées 

p,  =  4a  cos  (t.  -\-  x2)  cos  (K  —  04),     8  =  K  -\-  a,  —  a,. 
La  tangente  au  point  A  a  pour  équation 

1  cos  (6  —  K)  sin  (K  —  04)  . 

-= 1 - sm(ô — K\ 

0     4acos(--|-a1)cos(K — xt)    4acos(z-J-a1)cos2(K — x^ 

ou 

1  cos  (0  -)-  -/j  —  2K) 

p        4a  cos  (-  -f-  xx)  cos2  (K  —  aj)" 

La  tangente  en  A'  a  aussi  pour  équation 

j_  _  COS  [0  —  (K  -f  a2  —  xt)] 

z        40  cos  (  -  -\-  a.2)  cos*  (K  —  at) 

sin  (K  —  a.)  .     r  _    .  , 

H ; — i —rr- sin  [fl  —  (K  -f  a,  —  a, 

T  4rt  COS  (~-\-  a2)  COS2  (K  —  aj  L  V         ' 

ou 

I  COS  [2K 2  7.,  -j-  7.2  —  0] 


p         4a  COS  (it  -f-  a2)  COS2  (K  —  xj 
La  coordonner    0  du   point  de    rencontre    des    tangentes 
Bera  donnée  en  égalant  les  deux  membres  de  leurs  équa- 
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tions,  c'est-à-dire  en  posant 

cos  (8  +  ai  —  2K) cos  (2K  —  224  -4-  a2  —  Q) 

cos  (tc  -f-  Oj)  cos  (w  -|-  a2) 

ou 

COS  (0  -f-  <*i  +  a2  —  2K  +  t)  +  COS  (9  +  ai  —  ot2  —  2K  —  ir) 
=  cos  (0— |-  at  —  a2  —  2K  —  7r)  -f-  cos  (2K  —  3xt  -f-  oca  — 6  —  u) 

ou 

0  =  2(K  —  04)  —  tc, 
et  par  suite 

I  COS  (tt  -f-  a2) 

p         4a  COS  (tc  -f-  a2)  COS2  (K  —  at) 
OU 

p  =  4a  cos2  (K  —  a,). 

Portant  ces  valeurs  de   0  et   de  p  dans    l'équation    de  la 
cardioïdc,  on  a  l'identité 

4a  cos2  (K  —  04)  =  4a  cos2  (K  —  àt), 
ce  qui  prouve  que  les  tangentes  se  coupent  sur  la  cardioïde. 


QUESTION  61 

Solution   par  31.  Clément,  élève  au  Lycée  de  Rouen. 


On  considère  une  ellipse  l'apportée  à  ses  axes  AA',  BB\  D'un 
point  G  pris  sur  l'axe  Oy  avec  CA  =  CA'  pour  rayon,  on  décrit 
un  cercle  A,  A  et  A'  désignant  les  extrémités  du  grand  axe. 

1 .  —  Soit  M  un  point  mobile  sur  A  :  par  ce  point  M  on  mène  à 
l'ellipse  des  tangentes.  La  droite  qui  joint  les  points  de  contact 
rencontre  A  en  deux  points  P  et  Q,  et  les  tangentes  en  P  et  Q  à 
A  se  rencontrent  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique 
quand  il  parcourt  la  circonférence. 

2.  —  Ce  lieu  est  une  conique  U,  dont  on  demande  de  déter- 
miner le  genre  d'après  la  position  du  point  C  sur  Oy. 

3.  —  Construire  cette  conique  en  supposant  a2  =  3b2,  et  en 
admettant  que  G  coïncide  avec  B. 

4.  —  La  tangente  en  A  au  cercle  rencontre  U  en  deux  points 
P'  et  Q'.  Trouver  le  lieu  de  Y  et  celui  de  Q'  quand  G  décrit  Oy, 
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o.  —  De  l'origine  on  abaisse  une  perpendiculaire  OP"  sur  CP', 
et  une  autre  OQ"  sur  CQ'.  Trouver  le  lieu  de  P"  et  celui  de  Q". 

(G.  L.) 


1.  —  Soit 


x2     .    y2 

7T  +  TT  -  l  =  ° 


l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes. 

Posons  OC!  =:  d  ;  alors  l'équation  du  cercle  A  est 

x*  +  î/2  —  2(ty  —  «2  =  o. 
Soient  x0,  y0  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  circon- 
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férence,  et  xt,  i/t  les  coordonnées  du  point  I.  On  a  la  re- 
lation 

A  +  y\  —  2dyo  —  a2  =  o.  (i) 

La  polaire  DE  du  point  M  par  rapport  à  l'ellipse  a  pour 
équation 

b2x0x  -f-  a2y0y  —  a262  =  o. 

La  polaire   PQ  du  point  I  par  rapport  au  cercle  a  pour 
équation 

«i«  +  (y*  —  <t)y  —  tyi  —  a-=  o. 

Exprimons  que  ces  deux  polaires  coïncident: 
b2x0  a2y0  a2b2 

Xi      ~  Vi  —  d  ~  dyt  +  o*' 
Éliminons  x0,  yti  entre  ces  deux  relations  et  la  relation  (4), 
nous  aurons  le  lieu  du  point  I  : 

tfxl  b'{(yl — d)2         2b-d(yt  —  d) 

{dVi  -f-  o«)>  +  (dy,  +  tf)*  dy.+  a2  fl°"  =  ° 

ou.  en  chassant  les  dénominateurs  et  étant  les  indices, 
a'x2  +  b*(y  —  d)*  —  2bhl{y  —  d)(dy  -fa2)  —  a-(dy  +  a*)*=o 
Cette  équation  développée  devient 


=  o 


akx2  +  6; 

y2  —  2&*d 

y  +  bW 

—  2b*d% 

-f  2b2d:i 

-f-  2a2b2d 

—  a2d2 

—  2a2b*d 

—  2aM 

—  a6 

équation  d'une  coni< 

pie. 

2.  —  Considérons  la  quantité  B2  —  AC  ;  ici  B  est  nul  et 
A  est  positif; 

Donc  si 

&4  _  2b*d2  —  a2d2  >  o, 
c'est-à-dire  si 

la  conique  sera  une  ellipse. 
Si 

d2>         bi 
le  lieu  du  point  I  sera  une  hyperbole  ;  et  enfin  si 
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b> 


d2  = 


a2  -f  2&2  ' 
le  lieu  sera  une  parabole  (*). 

3.  —  On  suppose  a2  =  36',  d=b,  et  il  s'agit  de  construire 
la  courbe.  On  a  dans  ce  cas 

d*  >     ,   f  '    , ,  , 
a2  -f-  202 

c'est-à-dire  que  la  courbe  est  une  hyperbole. 

Son  équation  est 

9&4x2  —  4&**/2  -}-  24-b"°y  —  2066  =  o 
ou 

gx2  —  4.Î/2  —  246;/  —  2062  =  o. 

Oy  est  l'axe  transverse,  et  les  points  situés  sur  cet  axe, 
c'est-à-dire  les  sommets,  sont  donnés  par  l'équation 

!/«_j_6&!/+  5&2  =  o; 
d'où  l'on  tire 

=  |  ~~  5b 

Le  centre  a  pour  coordonnées 

x  =  o,         y  =  3b. 
Les  directions  asymptotiques  a  sont  données  par  l'équation 

9  —  4a*  =  °» 
d'où 

»=±4- 

Par  conséquent,  comme  on  a  les  coordonnées  du  ceutre, 
les  équations  des  asymptotes  sont 

,      b  3 

y  +  T  =  ~  x 

3  "2"* 

On  a  les  sommets,  les  asymptotes  ;  on  peut  donc  construire 
les  foyers  cl,  par  suite  la  courbe. 

(*)  Il  fallait  indiquer,  au  moyen  d'une  construction  géométrique,  la  posi- 
tion du  point  i|ui  est  situé  sur  l'axe  dos  y  et  qui  correspond  à  la  parabole 

G.  L. 
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4.  —  Lieu  du  point  P'.  —  Supposons  que  le  point  mobile 
M  vienne  coïncider  avec  le  point  A  ;  la  polaire  du  point  A 
par  rapport  à  l'ellipse  est  la  perpendiculaire  AK  à  l'axe 
des  x  ;  le  pôle  de  celle  droite  AK  par  rapport  au  cercle, 
c'est  le  point  P'.  On  voit  que  le  point  P'  est  à  l'intersection 
de  la  tangente  en  A  au  cercle  et  de  la  parallèle  à  Ox  menée 
par  le  point  C,  c'est-à-dire  à  l'intersection  des  droites 

ax  —  dy  —  a2  =  o, 

V  =  d. 
En  éliminant  d,  on  a 

y2  =  ax  —  a2, 
équation  d'une  parabole  ayant  pour  axe  Oûc  et  pour  sommet 
le  point  A. 

Lieu  du  point  Q'.  —  Considérons  la  polaire  AH  du  point 
K  par  rapport  à  l'ellipse.  Le  point  Q'  est  le  pôle  de  cette 
droite  par  rapport  au  cercle;  il  est  donc  situé  sur  la  tan- 
gente en  A  au  cercle  et  sur  la  perpendiculaire  à  AH  menée 
par  le  point  C.  Les  coordonnées  du  point  K  sont  x  =  a, 
y  =  id  ;  le  coefficient  angulaire  de  AH  est  donc 

b2a  ft2 

2a1d  ~  iad* 

L'équation  de  CQ'  est 

,  2Ctd 

y  ~®  =  -£7~  x 
et  l'équation  de  AP'  :  ax  —  dy  —  a2  =  o. 

En  éliminant  d  entre  ces  deux  équations,  on  a 

ax 7— -: o*  =  o, 

o2  -f-  2ax 

2aixz  —  b^if-  —  2a3      x  —  a*62  =  o. 

+  a&2 

Telle  estl'équation  du  lieu  du  point  Q'.Ce  lieuestunehyper- 

bole  ayant  Ox-  pour  axe  transverse  et  dont  les  coordonnées 

du  centre  sont 

y  =  o 

2a2  —  62 

x  = . 

4a 

5.  —  Lieu  du  point  P".  —  Ce  lieu  est  évidemment  l'axe 
des  y,  puisque  CP'  est  perpendiculaire  sur  Oy. 
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Lieu  du  point  Q".  —  L'équation  de  la  perpendiculaire  OQ" 
abaissée  du  point  0  sur  CQ'  est 

b* 

y  =  — j  x- 

9        2ad 

En  éliminant  d  entre  les  équations  de  CQ'  et  de  OQ",  on 

a  l'équation  du  lieu  de  Q" 

b*x     ,    ce2 

y  H =  o, 

y  ^    2ay  T    y 

lax*  -f-  2ay2  -j-  62x  =  o, 

équation  d'un  cercle  passant  par  l'origine.  Son  centre  a  pour 

coordonnées 

y  =  o,       a;  = . 

*  4a 

Nota.  —    La  même  question  a   été   résolue  par  MM.  Laillard,  au  collège 
Chaptal,  à  Paris  ;  Giat,  à  Moulins  ;  Collin,  à  Dijon. 


QUESTION  PROPOSÉE 


121.  —  Les  cordes  d'une  ellipse  des  extrémités  desquelles 
partent  deux  normales  se  coupant  sur  la  développée  sont 
normales  à  une  ellipse  homofocale  de  la  première. 

(L.  Lévy.) 

ERRATUM 


Page   06,   2e  ligne,  remplacer  le  dernier  terme   e  de   la 
deuxième  parenthèse  par 


2 

e 


Mémo   page,    lignes  0   à    \%   remplacer   (i)  par  (o),  (5) 
par  (0)  et  (t>)  par  (7). 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VÂZEILLE. 


J  >1  l'it I  >I1. 1. 1 1.  CENTRALE    DES    CHEMINS   DE  FER.  —  IMPRIMERIE  CHAIS. 

lUli  BERGERE,  20,  PARIS.   -  9570-i. 
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SUR  UN  MÉMOIRE  DE  M.  LANDRY 

Par  H.  Ci.  de  Lon^champs. 

(Suite  et  fin,  voir  page  73.) 


7.  Démonstration  du  théorème  de  M.  Landry.  — 

Les  formules  (G)  donnent  la  démonstration  immédiate  du 
théorème  que  nous  avons  énoncé  plus  haut  (§3).  M.  Landry 
a  donné,  dans  son  mémoire,  deux  démonstrations  très  simples 
de  l'égalité  : 

p2  —  A/)'2  =  —  r(m2  —  km'*), 
que  vérifient  les  quatre  termes  m,  m';  p,  p  ;  de  deux  réduites 

V  m      Tr    •    • 

consécutives  :  — -,     — r.  voici  comment  on  peut  encore  eta- 
p         m 

blir  cette  proposition. 

Les  relations  (G)  étant  écrites  sous  la  forme 

m  =  ap  -f-  A//, 

m'  =  ap  -j-  Pi 
donnent 

mz  —  km'2  =  (ap  -j-  Ap';2  —  A  (ap'  +  p)\ 
ou 

m2  —  km'2  =  —  (A  -    a2)  (p2  —  Ap'2 1, 
ou,  enfin, 

m2  —  km2  =  —  r  (p2  —  kp'2). 
En  revenant  à  la  notation  ordinaire,  on  a 

X:  —  AY2n  =  —  r  (X2„_,  —  AYL,) 
Tel  est,  dit  M.  Landry,  le  principe  qui  nous  a  frappé. 
Nous  pensons  avec  lui  que  cette  récurrence  entre  les  fonc- 
tions X„,  Y„,  d'une  part,  et  les  fonctions  X„_!,  Y,,^.  d'autre 
part,  est  remarquable,  et  la  preuve  de  l'attention  que  nous 
semble  mériter  la  formule  précédente  découle,  en  partie, 
de  l'application  très  heureuse  que  l'auteur  en  a  faite  à  l'ana- 
lyse indéterminée. 

8.  Application  du  théorème  de  M.  Landry  à 
l'analyse  indéterminée.  —  Xous  ne  pouvons  développer 
ici,  quelque    intérêt  que  nous  attachions  à  cette  étude,  tou> 
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les  points  que  soulève  ce  mémoire,  dont  le  tort  principal  a 
élé,  sans  doule,de  n'avoir  pas  été  connu  à  son  heure.  Nous 
indiquerons  pourtant,  en  terminant  cette  note,  l'usage  que 
M.  Landry  a  fait  de  son  théorème,  pour  la  résolution  des 
équations  indéterminées  de  la  forme 

x%  —  Ay2  =  ±   rm. 

C'est  par  cette  application  que  le  travail  de  M.  Landry  se 
rattache  à  l'équation  de  Pell,  ou  aux  équations  de  même 
espèce,  et  qu'il  mérite  de  prendre  rang  à  côté  des  mémoires 
que  nous  avons  cités  dans  notre  article,  rappelé  plus  haut. 

Il  résulte  du  théorème  de  M.  Landry  que  si  l'on  déve- 
loppe y/ A  en  fraction  continue,  par  la  formule  qu'il  a 
indiquée  dans  son  mémoire,  on  a 

Xî  -  AY*  =  -  r  (XLi  -  AYLi). 
X;_i  — AY;_i  =  —  V  <X„_2  —  A.YJL2), 


X;-AY;  =— r(XÎ  —  AY?); 
Xj  -  AYf  =  -  r  ; 
et,  par  suite, 

X^-AY;  =  (-    i)»f. 
De  cette  formule  résulte,  d'une  façon  évidente,  l'application 
signalée  par  M.  Landry.  Pour  citer  ses  propres   exemples, 
le  tableau  suivant  montre  l'usage  qu'on   en  peut  faire. 

9.  —  Premier  Exemple. 

./-  —  19  if1  =  3*. 
On  a 

19  =  4" +  3- 
par  conséquent, 

v/ 1.9  =  -H -s — 

8+^+ 


Réduites  : 

4        35        292         2441 

1  8  '       67  56o 

x  —  2441,     //  =  56o, 
jentent  une   solution  de  L'équation  proposée 
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On  peut  vérifier  que  l'on  a,  en  effet, 

(2441)2—  i9(56o)*  =  34, 
ou, 

5  q58  481   —  5  958  400  =  81. 

Deuxième  Exemple. 

x2  —  2>nf  =—  6*. 


On  a 

y/^I    =5  H 


10  + 


6 


10  + 


Réduites  : 

5        56        Sgo 
1         10  '      106  ' 
x  =  590,     (/  =-•  106, 
constituent  une  solution  de  l'équation. 

10.  —  H  y  a  dans  le  mémoire  (*)  de  M.  Landry  plu- 
sieurs autres  points  très  intéressants,  tels  que  les  rappro- 
chements qu'il  établit  entre  sa  méthode  et  celles  que 
Lagrange  et  Gauss  ont  indiquées  pour  résoudre  les  équa- 
tions indéterminées,  de  l'espèce  précédente.  Mais  nous  regret- 
tons de  ne  pouvoir,  ici,  insister  davantage  sur  ces  diverses 
parties. 

Nous  signalerons  pourtant,  en  terminant  cette  notice, 
l'application  faite  par  M.  Landry,  de  la  formule 

\/I  =  a-\ '— 

2(1  -f- 


20  + 


à   l'extraction  des  racines  carrées. 


[*)  Si  cette  note  intéressait  quelque  ami  de  l'arithmétique,  et  s'il  désirail  con- 
mitre  plus  complètement  le  mémoire  en  question,  nous  croyons  qu'il  peut  le 
demander  a  l'auteur    77.  rue  Denfert-Rochereau  ,  4(jni  le  lui  enverra  gracieu- 


sement. 
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Prenons  l'exemple  déjà  cité 

A  =  3i,     a  =  5,     r  =  6. 
Si  l'on  fait  abstraction  de  la  partie  entière,  on  peut  for- 
mer le  tableau  suivant  : 
Réduites  : 
6         6o         636         6720        71016        750480 
10       106       1120        1 i836       i25o8o      1 32 1 8 1 6 
Valeurs  décimales  : 

0,6;     o,566...;     0,56785...;     0.567759    ..: 
0,5677646...;     0,567764348...; 
Mais  posons  maintenant 

A==3i,     a=5,5,     r  =  o,75. 
Nous  avons  alors: 

V/3T  =  5,5  -f  ^ =- 

„  +      °^ 


"  H- 


Les  réduites,  abstraction  faite  de  5,5  sont: 
75  825  9 i 3 1 25 

1100  '       12175  '        13475000 
Si  on  les  convertit  en  décimales,  on  obtient  : 

0,068...;     0,067761...;     0.06776437...; 
et  l'on  a  pour  y/3i  les  valeurs  approchées: 
5,568,     5,567761,     5,56776437. 
Prenons  maintenant  les  valeurs  suivantes: 
A  =  3i,     a=  5,56,     r  =  0,0864. 

Nous  avons 

0,0864 


\/3i  =5,56  + 


0,0864 

11.12  -f- 


11,12  + 


Les  deux  premières  réduites  sont: 
864  960768 


1 1 1 200        1 23740800 
Ces  réduites  augmentées  de  5, 56  donnent,  respectivement, 


JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  101 

5,567769...;    (1)  5.567764367...     (2) 

Ainsi,  en  prenant  pour  point  de  départ  deux  chiffres  déci- 
maux exacts,  le  calcul  d'une  seule  réduite  a  donné  la  valeur  (1), 
dans  laquelle,  comme  on  peut  le  vérifier,  il  va  cinq  chiffres 
décimaux  exacts.  Avec  deux  réduites  on  a  la  valeur  _(2j  dans 
laquelle  il  y  a  huit  chiffres  exacts  ;  la  valeur  de  \/3i  étant 
comprise  entre 

5,567  764  363  5...,     et     5,5677643685... 
Si   nous    ne    nous    trompons,   cette  méthode    permet    de 
calculer  rapidement  des  valeurs  approchées  des  irrationnelles 
du  second  desré. 


ELIMINATION  PAR  LA  METHODE  DE  BEZOUT 

PERFECTIONNÉE    PAR   CAUCHY 
Solution  par  M.  Amigues,  professeur  au  lycée  de  Marseille. 


Dans  cette  méthode,  la  démonstration  du  théorème  réci- 
proque offre  quelque  difficulté.  Voici  comment,  depuis  quel- 
ques  années,  j'expose  cette  question  au  lycée  de  Marseille. 

1.  —  Soient  f(x)  =  o,  et  cp(as)  =  o,  deux  équations  algébri- 
ques et  entières  de  degrés  m  et  p. 

On  isole  dans  le  premier  membre  de  chacune  tous  les  termes 
divisibles  par  x,  puis  on  divise  membre  à  membre,  en  sup- 
primant le  facteur  x  dans  les  deux  termes  du  premier 
membre.  C'est  le  facteur  x  qu'il  faut  seul  supprimer,  lors 
môme  que  l'on  aurait  haut  et  bas  en  facteur  une  puissance 
de  x  supérieure. 

On  isole  ensuite  dans  le  premier  membre  de  chacune  des 
équations  données  tous  les  termes  divisibles  par  rc2,  puis  on 
divise  membre  à  membre,  en  supprimant  le  facteur  x%  dans 
les  deux  termes  du  premier  membre,  mais  en  se  gardant  bien 
de  supprimer  une  puissance  supérieure  de  x,  si  elle  était  en 
facteur. 

On  continue  de  même.  Si  Ton  a  p  =  m,  on  obtient  aiusi 
m  équations  de   degré   (m —  1).  Si    l'on  a  p  <<  m,  on    peut 
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compléter  le  polynôme  v(x)  par  des  coefficients  nuls  de  ma- 
nière à  le  rendre  de  degré  m.  et  on  obtient  encore  m  équa- 
tions de  degré  (m —  i). 

C'est  de  cette  façon  que  Cauchy  obtient  m  équations  de 
degré  m  —  i. 

Bezout  les  obtenait  d'une  façon  un  peu  moins  simple. 

Remarquons  enfin  que,  dans  le  cas  où  p<  m,  il  est  bon 
de  substituer  aux  (m —  p)  dernières  équations  de  Cauchy  des 
équations  plus  avantageuses.  On  ne  complète  pas  le  poly- 
nôme o(x)  par  des  coefficients  nuls.  Alors  le  calcul  de  Gauchy 
donne  p  équations.  Seulement,  et  à  la  place  des  (m  —  p) 
autres,  on  prend  les  (m  —  p)  équations  suivantes  : 

o(x)  =  o 

xy(x)  =  o 

ccs<p(œ)  =  o 


a5«-p-icp(a5)  =  o 
qui  sont  au  plus  de  degré  (m  —  i). 

Nous  obtenons  ainsi  m  équations  qui  sont  au  plus  de 
degré  (m  —  i).  Nous  les  appellerons  les  équations  A. 

Si  dans  les  équations  A  on  regarde  x,  x%  ...  xm~i  comme 
autant  d'inconnues  distinctes,  on  a  un  système  de  m  équa- 
tions du  premier  degié  à  (m —  1)  inconnues  et  non  homo- 
gènes. Nous  appellerons  ce  système  le  système  B. 

2.  —  Cela  posé,  il   est  clair  que  si  x  =  u.  est  une  racine 

commune  aux   deux  équations  f{x)  =  o  et  &(:r)  =  o,  cette 

même  valeur  est  aussi  racine    de  chacune  des  équations  A. 

que  chacune  de  ces  dernières    est  une  conséquence  des 

équalions  f\x)  =  o  et  fp(ac)  =  o.  Mais  alors  on  peut  dire  que 

X  —  u,      X2  =  -a2,      X3  =  u.:i    .  .  .    Xm~i  =  a   -' 

est   une  solution  du  système  linéaire  B;  et  dès  lors,  ce  sys- 
•  admettant  une  solution,  il  es1  nécessaire  que  son  déter- 
minanl  A  soi)  nul. 

Eu  résumé,  si  les  deux  équations  proposées  ont  une  racine 
commune,  il  faul  que  l'on   ait  A  =  o. 
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Mais  les  raisonnements  qui  précèdent  ne  s'appliquent 
qu'à  une  racine  commune  tinie.  Je  dis  que  le  théoième  est 
encore  vrai  pour  une  racine  commune  infinie.  En  effet,  si  les 
deux  équations  admettent  une  racine  commune  infinie,  le 
coefficient  de  xm  dans  f(x)  et  celui  de  xp  dans  cp(x)  sont  nuls. 
Or  les  éléments  de  la  première  colonne  du  déterminant  A 
sont  tous  nuls  dans  ce  ras-là,  comme  il  est,  facile  de  le 
vérifier. 

Remarquons  une  propriété  du  déterminant  A,  qui  nous  sera 
utile  pour  la  démonstration  de  la  réciproque.  Je  dis  que  le 
déterminant  A  est  au  plus  de  degré  p  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  f(x)  et  au  plus  de  degré  m  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  tp(œ).  Car  les  éléments  des  p  premières  lignes 
sont  linéaires  par  rapport  aux.  coefficients  de/,  et  linéaires 
par  rapport  aux  coefficients  de  ç,  et  ceux  des  m  —  p  dernières 
ne  contiennent  pas  les  coefficients  de  f  et  sont  linéaires  par 
rapport  aux  coefficients  de  <p. 

3.  —  Réciproquement,  si  l'on  a  A  =  o,  les  équations  f(x) 
=  o  et  <f>(x)  =  o  ont  une  racine  commune  finie  ou  infinie. 

Si  les  deux  équations  ont  des  racines  infinies,  le  théorème 
est  démontré.  Supposons  donc  que  l'une  d'elles  au  moins  n'ait 
pas  de  racine  infinie,  et  soit  <p(sc)  =  o  celle-là.  Désignons 
ses  p  racines,  qui  sont  toutes  finies,  par 

*1j        7-2'        *8>    •    •    •    a/>' 

La  quantité  fi-j.^)  est  finie.  Désignons-la  par  (3t.  On  a  dès 
lors 

fat)  —  h  =  o 

?(«l)  =  o, 

ce  qui  prouve  que  les  deux  équations 
f(x)  -p,  =  o 
o(x)  =  o 
ont  une  racine  commune  x  =  at.  Donc  il  est  nécessaire  que 
le  déterminant  analogue  à  A  et  relatif  à  ces  équations  soit 
nul.  Appelons  ce  déterminant  A'.  On  a  donc 

A'  =  o; 
A'  est   un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  p  par  rapport 
aux  coefficients  de  l'équation 

f(x)-rh=o 
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et  par  suite  de  degré  au  plus  égal  à  p  par  rapport  à  fa.  La 
condition 

A'  =  o 
peut  donc  s'écrire 

A  +  ES,  -f  Cpf  -|-  .  . .  =  o 
pt  entrant  dans  le  premier  membre  au  plus  avec  le  degré  p. 
Je  dis  que  À  =  A. 
En  effet,  comme  les  équations 

f  (x)  =  o 
©  (x)  =  O 
se  déduisent  des  équations 

f  (x)  —  pt  =  o 
tp  (x)  =  o 
en  faisant  dans  ces  dernières  pt  =  o;  de  même  A  doit  se  dé- 
duire de  A'  en  faisant  dans  A',  p,  =  o.  On  a  donc  bien 

À.  =  A. 
La  condition  ci-dessus  peut  alors  s'écrire 
A  +  Bp4  -f  Cp?  +  . . .  =  o 
ou  bien,  en  tenant  compte  de  l'hypothèse  A  =  o, 
Bp1  +  Cpî+...  =  o. 
Ceci  prouve  que  pu  ou  en  d'autres  termes  /  (at).  est  racine 
de  l'équation 

By  4-  C«/«  -f-  . . .  =  o. 
On  prouverait  de  même  que 

/•(«,),   />,)  ...  fM 

sont  racines  de  cette  équation,  ce  qui  fait  voir  que  cette 
équation  atteint  le  degré p  et  qu'elle  n'a  pas  d'autres  racines 
quo 

ffo),     f(M)  ...   fr 
Or,  elle  a  évidemment  une   racine   nulle.  Doue    on    a    par 
exemple 

fM  =  o 

pf  par  suite  a,  est  racine  commune  finie  des  équations 

f(x)  =  o 

■j  (x)  =  o. 

C.  Q.    F.    D. 
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PROBLEME  SUR  L'ELLIPSE 

Solution    par   M.    P.  Giat,  élève  de    mathématiques   spéciales  au    Lycée 
Saint-Louis  (classe  de  M.  Ed.  Lucas). 


Trouver  le  lieu  du  sommet  A  d'un  triangle  ABC  formé  par 
deux  tangentes  AB,  AG  à 
une  ellipse  et  la  corde  des 
contacts  BC,  et  tel  que  ses 
trois  hauteurs  se  coupent 
en  F  sur  la  courbe. 


Solution  analytique. 

Prenons  pour  axes  de 
coordonnées  les  axes  de 
l'ellipse.  Désignons  par 
<pt,  ç2  et  cp  les  paramètres 
angulaires  de  B,  G  et  F. 

L'équation  de  la  droite  BC  est 

COS      '  -f   4-  Slu  -L±- J — —  =  COS  — 

a  2  0  2 

La  tangente  au  point  B  a  pour  équation 

X  V 

—  cos  o,  -j — p-  sin  o.  =  i 
a  b  T 

et  la  langenle  au  point  C 

x  11 

—  cos  es.,  -I — r~  sin  tp»  =  i . 
a  "        b  '2 

L'équation  de  la  droite  CF  est 

X  m  -f-  o2  V       .      q>  -4-  tp-  o  —  o, 

COS  - — ■ — - L.  ^L.  sin  J — ■ — —  =  cos  - — . 

a  2  0  2  2 

Exprimons  qu'elle   est  perpendiculaire  sur  AB;  nous  en 
déduisons 


(1) 


—  cos  O.  cos 
a*  ri 


— — ! h     ; —  Sin 

2  ~     fc2 


sin 


ou  en  effectuant  et  ordonnant  par  rapport  à  — 
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<?     /    ï  92       ,         !         •  ?2\ 

cos  —    —  cos  es.  cos  — h-  -7-  sin  tp.  sia  — 

2    \  a2  20-  2  / 

/'     I  ?2  ï  ■  ?2  \      •         ? 

=    cos  es.  sin ; —  si  11  es,  cos  -;—    sm  -1-. 

\  a2  2  b0-  2/2 

On  aurait  de  même,   en  exprimant  que   la  droite  BF   est 

perpendiculaire  sur  AG  : 

Ci     /    I  G,       .        I         .  CS,  \ 

cos  —     — -  cos  9,  cos \-  -—  sin  q>«  sin  -i— 

2    \a2  2  bl  2  ) 

1                       ?i  r  ?i  \    •     ? 

—  cos  o„  sin  - —  sm  o,  cos  -L—    sm  — . 

«2  '2  2  b2  '2  2  /         2 

Divisant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  nous  vient  : 

I  ci2  I       .  .      (pa 

—  cos  ci,  cos- — \-  —  sm  o.  sm  — 
a2  '*  2    '     62         '*         2 

1  ?i    1     !     •  •     ?i 

—  cos  o,  cos  - — Y-  —  sm  ci,  sm  — 

a2        Y  2    '    b2         ,2         2 

I  9,  I  Ci, 

—  cos  c&,  sin  - -—  sm  o,  cos  — 

a2         ri  2        62         ri  2 


I  .         Çi  I         .  Cf-i 

—  cos  9,  sm —  sin  es,  cos  — 

a2         Y  2         62  r*  2 

ou  en  simplifiant  et  en  divisant  par  sin  fa  —  ç2)  : 

[6*  cos  epi  cos  cp2  -|-  a4  sin  cpj  sin  o2  -j-  a262 

(    I   +008(9!  —  <pa))]=0. 

La  solution  oi  =  92  correspond  au  cas  où  la  droite  BC  est 
normale  à  l'ellipse.  On  a  alors  pour  le  lieu  du  point  A  le  lieu  du 
pôle  des  normales,  ce  qui  était  du  reste  à  prévoir.  Ecartons 
ce  cas  particulier.  Il  nous  reste 

o4  cos  9t  cos  9,  -j-  a*  sin  cpj  sin  9,  -f-  a*ba 

(1  +  cos  fa—  92))  =  o.  (3) 

Nous  aurons  le  lieu  du  point  A  en  éliminant  tpt  et  92  entre 
les  équations  (4),  (2)  et  (3). 

Pour  faire  celle  élimination,  nous  remarquerons  que  cos  94 
Si  cos  tp9  sont  racines  de  l'équation 

^C0S9-  ,  y  =  |l(i  -  cos2  9), 

obtenue  eo  remplaçant  sin  ri  par  sa  valeur  en  fonction  de 
cos  9t  dans  l'équation  (1). 


?/, 

I 

b* 

x'z 
a- 

+ 

?y2 

X1 

a1 

X* 

"ô2" 

+ 

t 
62 
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On  a  donc 


cos  cpi  cos  g>s 
On  aurait  de  même 

sin  o,  sin  s. 


Remplaçons  ces  quantités  par  leurs  valeurs  dans  l'équa- 
tion (3),  nous  aurons  le  lieu  demandé  : 

(o»  -f  fc«)  (6«  -  y«)         (g' +  6»)  (g' -a')     , 

; ;; à ô r  Q>  o    =  o 

a2     '     62  a2    "^   62 

ou  en  simplifiant 

a2œ2  -f  b-if  =  (o2  -f-  62)2. 
Le  lieu  cherché  est  donc  une  ellipse  ayant  même  centre  que 
l'ellipse  donnée,  et  ses  axes  dirigés  dans  des  directions  per- 
pendiculaires, leurs  longueurs  étant 

(o2  +  62)         (a2  -f  62) 


Solution  géométrique. 

Nous  démontrerons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Si  dans  un  triangle  ABC  on  joint  le  milieu  E 
d'un  côté  BG  au  point  d'intersection  F  des  hauteurs  et  si  du 
sommet  opposé  on  abaisse  une'  perpendiculaire  sur  cette  droite 
jusqu'à  son  intersection  K  avec  BC,  le  point  K  est  le  conjugué 
harmonique  du  pied  D  de  la  hauteur  issue  de  A  par  rapport  aux 
deux  points  B  et  C. 

En  effet  posons  pour  abréger  BD  =  m,  DC  =■  n  et  AU  =  h. 
Les  deux  triangles  rectangles  BDF,  DA(!  sont  semblables 
comme  ayant  un  angle  aigu  égal,  et  nous  donnent 

DF        _n 

m       'h' 


108 
d'où 
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Les  deux  triangles  rectangles  DFE.  KAD  sont  semblables 
pour  la  même  raison.  Donc 


KD 
h 


FD 

ed' 


d  ou 


Mais 


donc 


KE 
Par  suite 


ED 

= 

n 

— 

m 

2 

» 

KD 

= 

2mn 

n 

— 

m 

2inn 

1 

n 

— 

m 

n  —  » 

i    ' 

O 

EK  = 

(m 

+ 

nr 

ËB 

(n  -f-  m)* 
2(n  —  m) 


4 


C.    Q.    F.    D. 

Cela  posé,  revenons  à  la  question.  Joignons  le  centre  0  de 
l'ellipse  au  sommet  A  du  triangle  (fig.  2);  cette  droite  passe 
par  le  milieu  E  du  côté  BC.  Joignons  ce  point  E  au  point  F 
d'intersection  des  hauteurs  du  triangle  et  du  sommet  A; 
abaissons  une  perpendiculaire  sur  cette  droite.  Soit  K  son 
intersection  avec  BC. 
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Les  quatre  points  B,D,C,K  formant  une  division  harmo- 
nique et  la  droite  BG  étant  la  polaire  du  point  A,  la  droite 
AK  est  la  polaire  du  point  D.  Par  conséquent  la  droite  KF 
est  tangente  à  l'ellipse, 
et  comme  cette  droite 
passe  par  le  point  d'in- 
tersection de  deux  hau- 
teurs du  triangle  EAK, 
elle  est  perpendiculaire 
sur  OA.  Le  point  R  est 
donc  sur  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  au- 
topolaire ADK,  puisque, 
rectangle. 

Or  (théorème  de  M.  Faure),  ce  cercle  coupe  orthogonale- 
rnent  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circon- 
scrits à  l'ellipse. 

Par  conséquent 

OR  X  OA  =  a2  +  ¥. 

Le  point  A  est  donc  situé  sur  la  courbe  polaire  réciproque 
de  l'ellipse  donnée  par  rapport  au  cercle  lieu  des  sommets 
des  angles  droits  circonscrits  à  cette  ellipse. 


Fig.  2. 
par   hypothèse,    ce    triangle    est 


NOTE  D'ANALYSE  RECURRENTE 

Par  M.  R.  LeTarasseur,  élève  au  Lycée  Charlemagne  (•). 


I.  —  Nous  nous  proposons  de  calculer  une  dérivée  d'ordre 
quelconque  de  la  fonction  y  =  arc  sin  x. 
On  sait  que 


yw  = 


J'en  déduis 


■j(ï): 


1  —  x*  )/a  —  œ2)3 


(•)  Maintenant  élève  à  l'École  Normale  supérieure. 
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puis 

//           ,i,            -H  r      x  )  [      -X) 

t.,3,  _                 2v'(i-^r 

(i— x2);5.i+x.3x.(i— x2)2 

(i  —  x2)3  v/(i  —  as2;3 

(  I  —  x2) .  i  +  3x .  X                 1  -\-  2X2 

V7(i  -f-  x2)3                    \  (i  —x2)3 

puis  encore 

= 

«5(!    fl^W 9J-) 

l/(l          X2)3.4X          (l      +    2*2)       l                   M                ' 

,.iij 

2\  (i  —  x2)3 

y 

(l  —  .X*V 



(i  —  x2)j.x  -f-  5x(i  -f-  2x2)          gx  -j-  6x3 

\  h  --x2)<  y  (i  — œ'V- 

En  général  si   Np  désigne  le   numérateur    de    la    dérivée 
d'ordre  (p  -f-  i),  Np_i  celui    de  la  dérivée  d'ordre  p,  on  a  la 
relation  (1)  Np  =  (>p  —  i  )xXp_i  "h  ("  —  œ2)N'„_,. 
En  effet,  soit 

,.p,  = **zil 

y  v/(i  —  x2)2''-1 

/<î=3^  NV_,  _  y    Ï»P -0(.- ^^£. 

\/(i— x';2-°-1 


•fp+i   __ 


(,  —œ*yp-i 

(  !  —  x*)2"-^',,^  +(2P  —  i)x(r  -x  ')»"2y/,-i 

-  (I  _x2)^-\/(I_^p-' 

ou  bien 

(2p  —  i)xN;_,  +  (i  —  x2)N'p_1 


w^+1'=  7 

*  \(l—  .r-r"+' 

ce  qui  démontre  la  relation  (I). 

On  voit  d'ailleurs  que  les  dérivées  d'ordre  pair,  j/-1,  y... 
y-'n  ont  pour  numérateur  une  fonction  entière  de  x  ne  ren- 
fermant que  les  puissances  impaires  de  cette  variable;  et 
que  les  dérivées  d'ordre  impair,  y{l)t y(3), y'5',  ...  /y-'"'  +  r,  ont 
pour  numérateur    une  fonction  entière  de  x  ue  renfermant 
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que  les  puissances  paires  de  x.  Ceci  résulte  de  la  relation 
({).  Supposons  en  effet  que  Np-1  ne  renferme  que  les  puis- 
sances impaires  de  x,  pour  fixer  les  idées  :  le  produit 
xNp-i  ne  renfermera  que  des  puissances  paires  de  x,  N'^.j 
n'est  composée  que  de  puissances  paires  de  x,  et  comme 
elle  est  multipliée  par  (i  —  x2),  Np  ne  renfermera  que  des 
puissances  paires  de  x. 


II.  —  Ainsi  N2m  désignant  le  numérateur  de   la    dérivée 
d'ordre  (2m-f-i),  nous  pouvons  poser: 

N2m  =  aljm]  x2m  +  ocf n]x2tn-2  -f  af '"  œ2»-'1 
+  .   .'  .  +  «8?  x^k  +  .    .  .  +  «(|^œ«-f-a2^L2  x2  +  a^1. 
La  formule  (1)  nous  donne  la  relation 

N2»1+i  =  (4m  -f-  i)œN2«  +  (1  —  x2)W2m. 
Posons 


^2m+l=4m+l]x2m+l  +  -y/"^  x[lm-»+  4 


(2m  +  l) 


x2m-3  _j_  _     ^     ^ 
I     J2m  +  1)  ^>2m— 2fc— 1    I  I     ,.  (2m  +  l)        -     i         (2m  +  l) 

-f-  a2*+2    .r  -)-...-(-  <x2m_2    œ  -f-  oc2m       œ 

et  calculons  les  coefficients  de  N2m+1  en  fonction  des  coeffi- 
cients de  N2m  ,  on  a  : 


J^'2m  — - 

(4m-f  1  )xN2ni—  (4m-)- 1  )a« 


2m1 


2ro+l 


-f  2MaS,2Bl1 

—  (2  m— 2)a22m) 
+  (4m+i)a22" 


+  (2111— 2)yf" 

-  (2m-4)42m) 

+  (4m+i)af" 


Donc 


-f"  4/2»i-'1 

—  2a2,n_2 

+  (4m-f- 1)4^,2 


+  (2W-2A)«am) 

4-  (4771+1)0^ 

3      +  2oftU 


./:- 


+ 


or 


-f  (4?n-f  i)a2' 


I2m) 


X 


N2m+1  =  (2?n+  i)afm)œ2w+1  +  [ama^'i  (2m-f  3)4""]  ce2"-* 

-f  [(2m  —  2)4""  +  (2m  +  5)7.f"].t2'»-:i  -f  . . . 
+  [(2m  -  2&)*2!m  +  (2m  +  2/v  +  3)a^2]x2»'-2>>-1 4-  . . . 
4-  [40&  4-  (41»  -  i)ftlf  -f  [a«a  4-  [4m  4-  i)«]x. 
De  là  je  déduis  le  tableau  suivant  : 


Ilïi 


(A) 
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42m+1>  =  aroo?"1  +(2m+  3)a28m> 

B^+«  =  (2TO  —  2)afl)  -f(2OT-f  5)42ml 

«SSJ11  =  (2m  -  2k)4ln)  +  (2m  +  2*  4-  3)'*» 
aJB^  =  4*^  +  (4M  -  i)a22?i2 

„(2m+l)    


BS;--'    =  202nv-2   +   (4m   +   l)a2m  • 

III,  —  Calculons  de  la  même  manière  les  coefficients  de  N2m 
en  fonction  des  coefficients  de  N2m_i.  D'après  la  formule  (1) 
N2l»  =  (4M  —  i)xN2m_!-f-  (1  —  ac'JN'an»-! .  Nous  pouvons  poser 


N»»_i  =  aï 


-(2m— 1)  ~>m— 1 


05' 


+  »2 


(2nt-l)  „2m— 3 


•  r- 


-|-     .     .     .     -f-    a2m_4  a.      -J-    -*2m— 2  ^ 

On  a 
N',m_i  = 
—  œ*N'2m_i  =  -  (2M— i)ai2m« 

(4M—  i  )a?N2m_i=-!-(4»w— i  )ao2m-1) 


-|_    .     .     .    _f_   al^Vm^ft-i 


.f 


4-  (2m  —  i)-4 
—  (2m  —  3; 


_   T  W<2m-1) 


2m— 1 


-|_(3m_«(£p»-« 

—  (2m— 5)a42m-" 

+  (4M-i)«f»-1 

+ 


.f- 


*  +  ...  +  (2tn  —  2k—i)a^ri 

—  (2m  —  2k—3)4r-[' 
-L.(4M-l)a2îîi1> 


a? 


ar" 


I      i     I2m— 1) 

+  3a2n,_4 

2m-l; 
aom-2 


~J2     I  2m— 1 

or  4-  a2m_a 


-f-(4M  — 1)02» 

Par  conséquent 
Na,»  =  2Mo?w-4)aî2m  +  [f2m  —  i)4m-1)+  (2m  +  2)a22m-l;]o:2'»-> 
-f-  [(2M  —  3)a!^-"  +  (2m  +  4.)xfn-ll]x2mi  -\-  ... 
+  [(am  —  2k  -  i)««gr4)+  (2w  +  2*  +  2)  «Sftï1  >2—2*-» 

+  ...  +[3a^14-(4^-2)4;^,]x2+afc?). 
Ceci  nous  donne  le  tableau  suivant: 

a2'"  =  (2M  —  i)*,2"'-1'  4-  (am  4-  2)a.?m-1 


K« 


(in) 


=  (am  —  3)«P",^-*ï  4-  (2M  4-  4)x2'"-1, 


—  (am  —  afc-f-  i)a,^'  4-  (am  4-  2fc)og*-1> 

«^=3aè=»1H-'(4«»-"2)«te11 


(B) 


-"• 


*2m    2 
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Toutes  les  formules  du  tableau  (B)  se  déduisent  des  for- 
mules du  tableau  (A)  en  changeant  2in  en  (zm —  i)  (*).  La 
dernière  formule  du  tableau  (B)  peut  se  déduire  de  la  der- 
nière formule  du  tableau  (A)  si  l'on  suppose  que  a?,";-1  =  o, 
ce  qui  est  assez  naturel. 

IV. —  Cela  posé,  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  x  se  calcule  immédiatement.  En  effet,  on  a 

puis  a,2'"*1  =(2m+  i)a02m 

(M 


a^m,=  2?»aoi'"_1 


enfin  a'2  =  2a'1 

a0  =  1. 

Si  nous  multiplions  toutes  ces  équations  membre  à  membre 
il  vient  v""1  =  (2m  +  1)  !  (A  suivre.) 

QUESTION  60 


Première  solution  par  M.  Giat,  élève  au  Lycée  de  Moulins. 
On  donne  une  famille  de  coniques  représentée  par  l'équation. 

X2(l    -j-  À)    —    2AXV    -j-    À2Y2  —  2X    =0. 

Par  chaque  point  A  réel  du  plan  passent  deux  coniques  de  la 
famille.  Dans  quelles  régions  doit  être  le  point  A  pour  que 
ces  coniques  aient  une  équation  :  1°  à  coefficients  imaginaires, 
2°  à  coefficients  réels.  Subdiviser  ces  dernières  régions  en  plu- 
sieurs autres,  suivant  que  par  le  point  il  passe  deux  ellipses  ou 
deux  hyperboles,  ou  une  ellipse  et  une  hyperbole.  Lieu  des  centres 
des  coniques.  Séparer  sur  ce  lieu  les  centres  d'ellipses  des  centres 
d'hyperboles. 

a,  (3  désignant  les  coordonnées  d'un  point  A,  par  ce  point 
passent  deux  coniques  dont  les  équations  sont  l'équation  (1) 
dans  laquelle  ),  est  défini  par  la  relation 

0C2(l     +     X)    —    2Xa$  -f    W    —     2  7.    =    O 

ou 

X*p  —  Xa(2p  —  a)  -f-    a(a  —  2)  =  o.  (2) 

(*)  Sans  toucher  évidemment  aui  indices  inférieurs  des  coefficients. 
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Les  coefficients  de   l'équation  (1)    seront  réels   quand  on 
aura 

a2(2S  —  o)2  —   4<x6t(a  —  2)  >  o 

ou 

a(8£2  —  4<x*p-f  a3)    >  O. 

Nous  sommes   amené  à    construire  la  courbe 
8 S2  —  4^2  -f  a3  =  o. 

Cette  courbe  admet  l'origine  pour   point   double.  Ce  point 
est  un  point  de  rebroussement  dont  la  tangente  est  p  =  o. 

Les  directions  asymptotiques  sout  a2  =  0,  4S  —  a  =  o. 

La  première  asymptote  est  rejetée   à   l'infini.  Quant  à  la 

deuxième,  on  calcule  facilement  l'ordonnée   à  l'origine  au 

—  o.  (c)  1 

moyen  delà  relation  d=  — r -.  On  trouve  ainsi  d  =  — . 

9/  (c)  8 

Cela  posé,  la  courbe  est  facile  à  construire.  En  résolvant 

par  rapport  à  [5,  on  a  

a2  +    a\/a(a  —     2) 

-•  (3) 


4 

£  sera  réel  pour  toutes  les  valeurs  de  a  non  comprises 
entre  o  et  2.  Pour  a  =  2,  (3  =  1,  la  tangente  en  ce  point 
est  verticale,  ce  qu'on  reconnaît  en  transportant  l'origine 
en  ce  point. 

Discutant  l'équation  (3),  on  en  déduit  sans  difficulté  la 
courbe   indiquée  sur  la    figure  (*). 

Celte  courbe  ainsi  que  la  droite  k  =  o  séparent  le  plan 
en  régions. 

Dans  les  régions  extérieures  à  la   courbe  que  l'on  vient 
de  construire,  il  est  facile  de  montrer  que 
8£2  —  4a2fï    -f  a3     esl 

En  effet,  supposons  a  positif  et  1res  grand,  y  négatif  et 
très  grand,  l'inégalité  précédente  est  satisfaite. 

Alors  dans  les  régions  couvertes  de  hachures  verticales  on 
aura  des  coniques  à  coefficients  imaginaires.  Dans  les  autres 
régions  au  contraire  on  aura  des  coniques  à  coefficients 
réels. 


(*)  Voir  la  Qgure  dans  la  seconda  solution;  il  est  facile  do  distinguer  lot 
diffèrent!  eus.  (Nott  de  la  rédaction. 
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Considérons  ces  dernières  régions. 

La  condition  pour  que  la  conique  (1)  représente  une 
ellipse  est  À  ]>  o. 

Reportons-nous  à  l'équation  (2).  Pour  que  cette  équati  m 
en  /.  ait  ses  deux  racines  positives,  il  faut  que  l'on  ail 
a(x  —  2)  >  o, 
—  y.)  >  o. 

Construisons  les  droites  x  =  2,  23.  ==  x;  soient  BC  et  t>A. 
BC  est  tangente  à  la  courbe  de  séparation  en  A  et  OA  ren- 
contre cette  courbe  aux  points  O  et  A. 

Dans  la  régien  BAE  x(oc  —  2)  est  >  o,  ainsi  que 
1(26  —  x).  Donc  dans  cette  région  il  passera  deux  ellipses. 

Dans  la  région  DAC  au   contraire  x(a  —  2)  est  <o. 
—  7.)  <<  o,  On  aura  donc  deux  hyperboles. 

Dans  la  région  comprise  entre  l'axe  de  y  et  BC,  on  aura 
une  ellipse  et  une  hyperbole  :  carx(x  —  2)  est<;  o. 

Enfin   dans    la   région  HOF,    a(ce  —  2)  est    positif,    mais 
—  %)  est   négatif.  On  aura  donc  deux  hyperboles  dans 
cette  région. 

i'  Pour  avoir  le  lieu  des  centres  des  coniques  (1)  nous 
allons  annuler  f  x  et  j'y.  puis  éliminer  À  entre  ces  deux 
équations  : 

f'x  =  x(i  -f-  '•)  —  JJJ  —  l   =  °- 
fy  =  >,.c  —  À2y  =3  o, 
Éliminant  À  entre  ces  deux  équations  on  a  le  lieu  dont  l'équa- 
tion se  décompose  en  deux: 

x  =   1 
et 

x  =  if. 
La  première  équation  représente    une    droite    parallèle  à 
y  =  o  à  uue  dislance  de  celle-ci  égale  à   1 . 

La  deuxième  est  une  parabole  rapportée  ù  s  m  sommet  ; 
son  axe  e>t  dirigé  suivant  OY.  Son  intersection  avec  la 
droite  x  =  2  est  le  point 

X  =   2!/  =  4. 

Distinguons  sur  cette  parabole  les  parties  du  lieu  qui 
proviennent  d'ellipses  ou  d'hyperboles. 

Nous  remarquons  que  pour  que  l'équation  (1)    représente 
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une  parabole,  il  faut  que  X  =  o.  Or  pour   cette    valeur  cette 
équation  se  réduit  à 

x  (x  —  2)  =  o, 
qui  représente  l'axe  des  y  et  la  droite   BC. 

Donc  l'équation  (1)  ne  représentera  jamais  une  parabole. 
Dans  le  cas  particulier  que  l'on  examine  ,  nous  remarquons 
que  les  points  situés  sur  x  =  1  sont  des  centres  de  x(x 
—  2)  =  o.  La  droite  x  =  1  que  l'on  trouvait  comme  lieu  est 
ainsi  interprétée. 

L'intersection  de  cette  droite  avec  x3  =  y  est  le  point 
x  =  1,  y  =  1.  Ce  point  sur  le  lieu  sert  de  séparation, 
pour  les  centres  d'eliipses  et  les  centres  d'hyperboles. 
Sur  l'arc  de  parabole  IM  on  aura  des  centres  d'ellipses  et 
sur  l'arc  de  parabole  IN  on  aura  des  centres  d'hyperboles. 


Deuxième  solution  par  M.  Callé,  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Grenoble. 

On  donne  une  famille  de  coniques  représentées  par  l'équation 
x2(i  -f  1)  —  2lxy  -f  Py2  —  2X  =  o. 

Par  chaque  point  A  réel  du  plan  passent  deux  coniques  de  la 
famille;  dans  quelle  région  doit  être  le  point  pour  que  ces  coni- 
ques aient  une  équation  :  1°  à  coefficients  réels;  2°  à  coefficient*; 
imaginaires.  —  Subdiviser  ces  dernières  régions  en  plusieurs 
autres,  suivant  que  par  le  point  A  il  passe  deux  ellipses,  ou 
deux  hyperboles,  ou  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

Lieu  des  centres  des  coniques.  Séparer  sur  ce  lieu  les  centres 
d'ellipses  des  centres  d'hyperboles . 

I.  —    Si    nous   exprimons  que    la    conique  passe  par  le 
point  A(.t  .  y),  les  valeurs  de  /  qui  déterminent  cette  conique 
seront  données  par  l'équation  du  deuxième  degré 
r-y2  —  lx(2y  —  x)  -J-  x(x  —  2)  =  o. 
Donc,  par  chaque  point,  il  passe  deux  coniqn  !3. 
Les    valeurs  de  l  données  par  cette  équation  seront  réelles 
ou  imaginaires,  suivant  que  la  quantité 

x2(2y  —  x)'1  —  4xy2(x  —  2) 
sera  positive  ou  négative.  Les  points  demandés  seront  donc 
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séparés  par  la  courbe 

as2  (21/  —  x)-  —  4#2/2  (x  —  2)  =  o, 
ou 

x  [xHx  —  42/)  -f-  8//2]  =  o. 
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(1) 
(2) 


L'équation  (2)  indique  que  la  courbe  est  séparée  en  régions 
par  la  droite  x  —  42/  =  o,  et  l'équation  (1)  indique  que  la 
courbe  est  séparée  en  régions  par  la  droite  x  =  2,  et  qu'elle 
est  tangente  à  cette  droite  au  point  où  celle-ci  est  rencon- 
trée par  la  droite   2y  —  x  =  o. 

D'ailleurs,  la  courbe  est  tangente  à  Torigine  à  l'axe 
des  x,  et  présente  un  point  de  rebroussement. 

Asymptotes.  —  La  courbe  a  une  asymptote  parallèle  à 
l'axe  des  y,  transportée  à  l'intini. 

Elle    admet   aussi    une    asymptote    parallèle    à   la   droite 

„       ,  ,      v    ,,      .     .  1 

x  —  42/  =  o  et  dont  1  ordonnée  a  r  origine  est  -^— . 

Points  où  la  tangente  est  horizontale.  —  Ils  sont 
donnés  par  les  équations 

f  (x  .   y)  =  x\x  —  42/)  -f-  Sy2  =  o, 
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f  (x)  =  zx2  —  Sxy  =  o, 
ce  qui  donne  les  points 

y  x  =■  o  \  4 


X 

ce  qui  donne  un  point  d'inflexion 


32 

Point  d'inflexion.  -  -  Le  hessien  se  réduit  à 
3x  —  4y  =  o. 

Q 

4 
■■>  — 

ib 

On  voit  alors  que  les  points  correspondant  aux  coefficients 
imaginaires  sont  ceux  situés  dans  les  parties  recouvertes 
de  hachures  verticales;  les  autres  points  du  plan  corres- 
pondent à  des  coniques  réelles,  et  ceux  qui  sont  situés  sur  la 
courbe  correspondent  au  cas  de  deux  coniques  confondues. 
II.  —  Le  déterminant  de  la  conique  étant  égal  à  —  Z3,  on 
obtient  le  genre  de  la  conique  au  moyen  des  valeurs  de  / 
correspondant  au  point.  —  Le  produit  des  racines  de  l'équa- 

(X^(x  n  ) 

tion  en  /  étant  » .  pour  tous  les  points  situés  entic 

les  droites  x  —  o,  x  —  2,  nous  aurons  une  ellipse  et  une 

hyperbole.    Pour  les  points  extérieurs  nous  séparerons  les 

ellipses  des  hyperboles  au  moyen  de  la  somme  des  racines 

xiiv x) 

de  l'équation  en  l  :  — — .  Nous   aurons   des    ellipses 

lorsque  cette  somme  sera  positive,  des  hyperboles  lorsque 
cette  somme  sera  négative. 

Pour  tous  les  points  de  l'axe  des  t/,  nous  avons  des  para- 
boles. Les  valeurs  de  l  sont  nulles,  et  l'équation  se  réduit  à 
x(x  —  2)  =  o. 

Sur  la  droite  x  =  2.  nous  aurons  une  ellipse  et  une  para- 
bole pour  1rs  points  situés  au-dessus  de  la  droite  21/  =x: 
nous  aurons  deux  paraboles  pour  les  points  situés  sur  cette 
droite;  une  parabole  et  une  hyperbole  pour  les  points  situés 
au-dessus. 
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Lieu  des  centres.  —  Il  s'obtient  par  l'élimination  de 
/  entre  les  deux  équations 

f'y  —  i2y  —  te  =  o, 

f'x  =  Ix  —  ly  -j-  x  —  i  =  o. 
La  deuxième  donne 

1=         l  =  — 

y  ' 

La  première  donne 

x  =  i,  x2  =  y. 
Le  premier  lieu  correspond  au  cas  où  la  conique  se  ré- 
duit aux  droites  x(x  —  2)  =  o. 

Dans  la  parabole  qui  représente  le  deuxième  lieu,  la  valeur 

x 
de  /  étant  égale  à  — ,  les  points  situés   à  droite   de   l'axe 

y       ■ 
des    y    appartiendront  à   des    ellipses,   et   ceux   à    gauche 
appartiendront  à  des  hyperboles. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Poncet,  Roussel,  à  Lyon  ; 
Lapinte,  à  Bar-le-Duc. 

QUESTIONS  PROPOSÉES 


122.  —  On  considère  une  elilpse  T  rapportée  à  ses  axes. 
Désignons  par  P  et  Q  les  extrémités  du  grand  axe,  et  imagi- 
nons, sur  P,  un  point  mobile  M.  Les  droites  PM  et  QM  ren- 
contrent le  cercle  A,  décrit  sur  PQ  comme  diamètre,  en  des 
points  A  et  B  ; 

1°  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  pôle  G  de  la  droite  AB,  par 
rapport  à  A.  Ce  lieu  est  l'ellipse  qui  correspond  à  l'équation 

x2  y' 

+ 


a2      '    /  a-  -|-  62 


2b 

4°  Démontrer  qu'en  désignant  par  9  l'angle  d'anomalie  du 

point  M;  l'équation  du  cercle  AAIB  est 

«2  -f  b2 
x2  -j-  y2  —  iax  cos  o y  sm  tp  -j-  a2  =  o. 

3°  Lieu  des  points  de  contact   des  tangentes  menées  de 

l'origine  aux  cercles  AMB.  Ce  lieu  est  le  cercle  A  lui-même. 

4°  Enveloppe   des  cercles  AMB.  On  trouve  deux  cercles, 
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correspondant  aux  équations 

5°  Lieu  des  centres  de  similitude  du  cercle  principal  A  et 
du  cercle  mobile  AMB. 

N.  B.  —  Les  renseignements  donnés  dans  cette  question  ont 
pour  but  d'en  faciliter  la  solution.  On  doit  pourtant  observer 
qu'ils  ne  sont  pas  absolus,  et  qu'une  erreur  de  calcul,  de  tran- 
scription ou  d'impression  est  toujours  possible.  (G.  L.) 

ERRATUM 


Page  80,  ligne  lo,  au  lieu  de  est  à  la  même  place,  lire  :  est  la 
même. 


AVIS 

Nous  rappelons  à  nos  lecteurs  que  les  solutions  qu'ils 
nous  envoient  doivent  porter  en  tête  : 

Le  numéro  de  la  question  ; 

Le  nom  de  l'auteur  de  la  solution,  ainsi  que  l'établissement 
auquel  il  appartient; 

L'énoncé  complet  de  la  question  proposée. 

De  plus,  s'il  y  a  des  figures,  celles-ci  doivent  être  faites 
avec  beaucoup  de  soin  e\  sur  des  feuilles  à  part. 

Enfin,  nous  prions  nos  lecteurs  de  mettre  les  diverses 
questions  sur  des  feuilles  séparées,  pour  faciliter  le  classe- 
ur.ut  des  solutions,  et  éviter  des  oublis  ou  des  erreurs. 

Ces  solutions  sans  aucun  avis  d'envoi  peuvent  être  adres- 
-  sous  bande  ou  sous  enveloppe  ouverte. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
!..  VAZE1LLE. 


iMi'Hl.Mi  itiu  i  i  m  n  m  i    n:  »  CHEMINS  Bl    Mu.    -   niriii.Mil.il.  CHAIX. 
i.i  i     m  i.i.l  i.i  ,  10.  l'Ai,!-.  —   1  2072-/.. 
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NOTE  DE  GEOMETRIE 

APPLICATIONS   NOUVELLES    DES    TRANSVERSALES    RÉCIPROQUES 
Par  M.  G.  de  P/ongchamps. 


1.  —  Imaginons  une  courbe  U  formant  la  ligure  de  réfé- 
rence et  proposons-nous  de  transformer  une  autre  courbe  V 
d'après  la  loi  suivante  : 

Ayant  mené  à  V,  en  un  point  M,  une  tangente  A,  cette  droite 
rencontre  U  en  un  point  A  et  l'on  prend  le  symétrique  de  M, 
par  rapport  à  A  ;  le  lieu  de  ce  point  M'  est  une  certaine  courbe  V 
qui  est  transformée  de  V,  d'après  la  loi  que  nous  venons  de  for- 
muler. 

Nous  voulons  montrer  comment  un  peut  construire  la 
tangente  au  point 'M',  à  V;  nous  aurons  à  considérer,  dans 


Fia.  l. 


les  explications  qui  suivent,  ces  droites  que  nou3  avons  nom- 
mées transversales  réciproques;  et  nous  établirons  d'abord, 
à  propos  d'elles,  un  tbéorème  très  simple. 

2.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  un  triangle  ABC.  et 
une  transversale  A:  la  transversale  réciproque  A'  est  un  dia- 
mètre de  la  parabole  U  qui  est  inscrite  au  quadrilatère  forme 
par  ce  triangle  ABC  cl  par  A. 
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Considérons,  en  effet,  la  droite  A  qui  coupe  les  côtés  du 
triangle  ABC,  aux  points  A',B',  G';  prenons  les  points  A",  B", 
G',  symétriques  des  points  A',  B',  G',  par  rapport  aux  milieux 
des  côtés  de  ABC,  et  soit  A'  la  droite  qui  passe  par  A",  B" 
et  G".  Le  quadrilatère  complet  formé  par  le  triangle  ABG  et 
par  la  droite  A  a  pour  diagonales  les  droites  AA',  BB',  CC', 
dont  les  milieux  sont  représentés  en  x,  p  et  y.  Nous  allons 
d'abord  remarquer  que  les  points  ac,  p,  •;,  forment  un  sys- 
tème homoLkétique  avec  A",  B  et  C";  l'homothétie  est  in- 
verse, le  rapport  est  égal  à  12  et  le  centre  de  l'homothétie 
est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC. 


Fig.  2. 


En  effet,  menons  par  x  une  parallèle  à  BC,  elle  passe  par 
le  point  P,  milieu  de  AB,  et  par  le  point  Q.  milieu  de  AC. 
Nous  avons  d'ailleurs 

A  B  =  27.P, 
el,  par  suite,  A'C  =  2aP. 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  A  "a  passe  par  le  point  G 
qui  partage  Cl'  dans  le  rapport  de  1  à  2,  c'est-à-dire  par  le 
centre  de  gravité  de  A  lit  :. 

Cette  observation  s'applique  aux  droites  B'p,  C'y,  qui,  elles 
un  —  i ,  liassent  par  le  centre  de  gravité  de  ABC  et.  s'y  par- 
tagent mutuellement  dans  le  rapport  de  1  à  2. 

D'autre  part,  on  sait,  par  le  théorème  de  Newton  sur  les 
coniques  inscrites  dan-  un  quadrilatère,  que  la  droite  1 
est  le  lieu  des  centres  de  ces  coniques;  ainsi  (a^y)  est  parai- 
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lèle  à  l'axe  de  la  parabole  U;  la  droite  A"B'C",  transversale 

réciproque  de  A'B'C  est  donc  parallèle  aux  diamètres  de  la 
parabole  inscrite  au  triangle  ABC  et  tangente  à  A'B'C. 

3.  —  Cette  remarque  étaut  faite,  considérons  deux  tan- 
gentes voisines  AA',  BB'.sur  la  courbe  V,  et  prenons 

A' A"  =  A  A',     B'B"  =  BB', 
les  points  A",  B",  appartiennent  à  la  courbe  V,  transformée 
de  V  d'après  la  loi  que  nous  avons  adoptée,  et  nous  nous 
proposons  de  déterminer  la  position  limite   de    A"B"  quand 
le  point  B  vient  coïncider  avec  A. 
A  cet  effet,  prenons 

AT  =  MA  et  B'Q  =  MB, 


les  droites  AB  et  AB"  sont  deux  transversales  réciproques 
par  rapport  au  triangle  MPQ.  D'après  le  théorème  que  nous 
avons  établi  tout  à  l'heure,  la  droite  A  "B  est  donc  parallèle 
au  diamètre  de  la  parabole  inscrite  au  triangle  MPQ,  et 
tangente  à  la  droite  AB. 

Nous  allons  chercher  ce  que  devient  cette  parabole  quand 
les  points  A  et  B  se  confondent. 

Les  droites  MA,  MB  et  AB  sont  trois  tangentes  à  la  para- 
bole qui  nous  occupe,  et  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AMB 
passe  par  le  foyer  de  celte  courbe.  A  la  limite,  le  cercle 
circonscrit  à  AMB  devient  le  cercle,  A  décrit  sur  la  droite  qui 
joint  le  centre  de  courbure,  au  point  A,  comme  diamètre. 
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D'autre  part,  le  cercle  circonscrit  à  MPQ,  cercle  qui 
passe,  lui  aussi,  par  le  foyer  de  la  parabole,  a  pour  posi- 
tion limite  la  circonférence  A'  qui  passe  par  A  par  A"  et  qui 
est  tangente,  au  point  A",  à  la  droite  A"T"  menée  par  A" 
parallèlement  à  AT';  cette  dernière  droite  étant  la  tangente 
ù  la  courbe  TJ,  au  point  A'.  Le  point  F,  ainsi  déterminé  par 
l'intersection  des  cercles  A  et  A',  est  le  foyer  de  la  parabole. 


Fig.  i. 


Si  L'on  considère  maintenant  les  demi-droites  A  A  et  A  T  . 
qui  forment  un  angle  inférieur  à  -  et  qui  comprennent  le 
point  F;  la  droite  A"0,  droite  bien  déterminée,  qui  est  symé- 
trique de  A"F  pur  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  AA"T", 
est  la  tangente  cherchée. 

Mais  on  peut  encore  étendre  les  considérations  qui  pré- 
cèdent à  des  transformations  plus  générales  que  celle  qui 
vient  de  nous  occuper,  comme  nous  allons  le  montrer. 

4.  —  Considérons,  comme  tout  à  l'heure,  une  courbe  V 
(pie  nous  nous  proposons  île  transformer  ;  mais  au  lieu  de 
constituer  La  figure  de  référence  avec  une  courbe  U,  suppo- 
sons que  cette  ligure  soit  formée  par  deux  courbes  U19  U2. 
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Si  nous    menons  à  V  une  tangente  quelconque  et  si  nous 
prenons 

R2M'  =  MRt 
le  lieu  décrit  par  le  point  M'  est  une  certaine  courbe  V  trans- 
formée de  V.  par  la  loi  que  nous  venons  d'imaginer. 


/M' 


Lorsque  les  courbes  Ut  et  U2  coïncident,  on  retombe  dans 
la  transformation  définie  plus  haut.  Nous  nous  proposons 
de  construire  la  tangente,  au  point  M',  à  la  transformée  V. 

Nous  supposons,  bien  eutendu,  que  l'on  sache  tracer  les 
tangentes  aux  courbes  V,  Ul5  U2,  et  aussi  le  cercle  oscu- 
lateur  en  un  point  donné  sur  la  courbe  V. 

5.  —  Considérons  deux  tangentes  voisines  AA',  BB',  à  V 
et  prenons 

AA'  —  AA1?  B2B'  =  BBi; 
nous  voulons  trouver  la  position  limite  de  A'B'  quand  B  se 
confond  avec  A. 
A  cet  effet,  prenons 

A'a  =  MA,   B'p  =  MB  (*). 
Les  trois  segments 

AA8,  Ma,  AA 


(*)  Il  faut  bien  observer  que,  dans  les  égalités  que  nous  considérons  ici, 
comme  dans-  toutes  les  relations  de  la  géométrie  des  transversales,  les  seg- 
ments ont  un  signe  bien  déterminé  ;  et  quand  nous  écrivons 

B'p  =  MB, 
nous  entendons  non  seulement  que  ces  deux  longueurs  sont  égales,  mais  que  la 
direction  de  B'  à  p  est  la  même  que  celle  de  II  à  B. 
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ont  le  même  point  milieu;  et  cette  remarque  s'applique  aux 
trois  serments 

Et'B,,  M(3,  BB\ 
Les  droites  A^  et  A2B2  sont  donc   deux  transversales 
réciproques  du  triangle  Map  et  elles  rencontrent  aS  en  deux 
points  qui  sont  symétriques  par  rapport  au  milieu  de  a(3. 


Fia-  e- 
Lorsqu'on  passe  à  la  limite,  lorsque  le  point  B  vient  coïn" 
cider  avec  A,  la  droite  *p  a  une  position  limite  bien  déter- 
minée à  A,  qui  s'obtiendra  en  menant  par  A'  une  droite  parta- 
gée en  deux  parties  égales  par  ce  point  et  par  les  tangentes 
aux  courbes  XJU  U2,  aux  points  Al5  A2. 

6.  —  Revenons  maintenant  à  la  figure  C,  et  remarquons 
que  AB  et  A'B'  sont  aussi  deux  transversales  réciproques  du 
triangle  Ma^;  ainsi,  A'B'  est  parallèle  aux  diamètres  de  la 
parabole  qui  est  inscrite  au  triangle  MxS  et  qui  est  tangente 
à  AB. 

A  la  limite,  le  foyer  de  cette  parabole  appartient  au  cercle 
oscillateur  de  V,  au  point  A,  et  comme  la  parabole  est 
tangente  à  xp,  par  suite,  à  la  droite  A  que  nous  avons  déter- 
minée tout  à  L'heure,  le  foyor  s'obtient  comme  nous  l'avons 
expliqué  plus  haut  (fig.  4).  On  en  déduit  la  direction  des 
diamètres  et,  par  conséquent,  la  tangente,  limite  des  posi- 
tions de   AH'.  (A  suivre.) 
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NOTE  D'ANALYSE  RÉCURRENTE 

Par  H.  R.  Ijevavasseur,  élève  au  Lycée  Charlemagne. 

(Suite,  voir  p.   109 


V.  —  De  la  formule  y.,/''"*1,  =  (2m  -f-  r)  !    on  déduit 

y.:     =(2m)! 
Alors  la  seconde  des  formules  du  tableau  (A)  nous  donne 

*l2m+1    =  (2m  +  3)af"    -f  2TO    .    (2TO)!  1 

on  a  aussi     xr"  =  (2/»  -f  2)42m_1'  -f  (2m  —  i)(2TO  —  1)  'J 
aj2m-''  =  (2m  -f  i)-42m~2  -f-  (**  —  2K2»*  ~  2>  !| 

a,2"-* ■=(2m— /.•+2)alm-A-'+(2m-A--  1  )(2 w/r—  1  ) !  '  P*  ' 

a',    =  6a,3  +3.3! 
43)  _  5a«)  _j_  2  _  2, 

Enfin  nous  avons  calculé  y3, et  vu  que  dans  cette  dérivée 
«2Z  =  1.  Je  multiplie  la  première  formule  par  1,  la  seconde 
par  (2m  -\-  3),  la  troisième  par  (2m -\- 2) (2m -\- o) .  etc..  la 
(&  -f  i)epar  (2m-|-3)(2f»_j-2)  ...  (2m—  &-|_4)(2to— A-f-3), 
etc..  la  (2?»  —  3)e  par  7.8...  (2111  -\-  2) (2m  -f-  3),  la  der- 
nière par  6.7...  (2m  -f-  2)(2fi»  -f-  3),  puis  j'ajoute  toutes 
ces  équations  membre  à  membre,  ce   qui  me  donne 

y.,2",  +  1  =  2ïtl  (2m)!  -f"  (2»1 — l)(2W — i)  !  (2m-f-3) 

-f-  (2m — 2)(2m—  2)  '  (2m-\-2)(2m-\-'3)  -f-  .  > 

-j-  (2m — k —  i)(2in — k —  1)  !  (2m —  A: -f-  3) 

X  (2WI  k  -f~  2)   ...  (2m  -|-  2)(2»!  -|-  3)  -j-  . . . 

-f  3  .  3  !  7  .  8  ...  (2m  +  2)(2m  +  3) 

-j-  2   .   2  !  6    .   7    .  .  .    (2ÏW  -j-  2)(2»i  -f"  3) 

+  1  •  1  !  5  .  6  . .  .  (2W  -j-  2)(2m  -j-  ?). 
ou  bien 

2  m 


ar+"  =  (2/»-f-3)! 


2ffï  -f-   0(2  M  -j"   2)(2TO  -f-  3) 


2»?   I  2/?i   —    2 

—I—  ^— — ^— -^— — — — — —  —L-  . _L_ 

2in(2ni  -f-    l)(2»l  -j-  2)  (2W  —   Il2/»(2??l  -f-    1) 

+ 2'"  - /;  -  ■    .+  .4. l 

(27n  —  k)(2m  —  k  -\-  i)(2m  —  k-\~  2)     ' 
2  1 

+   ,      .      £   + 


3  -4J 
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La  question  revient  donc  à  sommer  la  série  de  fractions 
comprise  entre  les  parenthèses. 

VI.  —  On  a  d'abord 

T  T      .     7 

s, 


2.3.4 


ù  .  4 


puis 

S.,  = 


+  - 


4  .   D  ô    .   4\2- 

2    .    3 


.4.5 


En  général,  soit 


22  .  4  .  5 
(n  —  ï)n 


(n  —  i)n 


22(n  -J-  i)(n  -(-  2) 


+ 


22(»  -f    l)(fl  +  2)     '     (fi   -|-    l)(îl  +  2)(«  -f-   ?) 


n4-  3 


(n+  i)(n  +  2] 

Mais  (n  —  i)(»  -(-  3)  -f-  22  =  n-  -|-  an  -j-  1  =  (n  +  i)2. 

Donc  S„  =  — ! — — - — — . 

2»(n-fa)(n+3) 

La  quantité  entre  parenthèse  est  donc 

2m  .  (2m  -f-  1) 


S,„ 


2i(2>n  2)  -|-  (-m-f-  3) 
Il  en  résulte  que  la  formule  de  a.f'"  +  l  devient 


(2//t  +  3; 


2  m  (2711  +  1] 


2m.(2in-\-)  i 


'22(2»l-|-2)(2m-}-3/)  =  (2TO—  1)! . 

VII.  —  Connaissant  la    formule    qui  donne  x.2'"  +  1',   nous 
pouvons  maintenant  chercher  celle  qui  donne  a;'""1"1  .  En  effet 
(2m  —   1)2111 


yj"    =  (2m—  2)! 

tableau  (A,)  devient 


«P"+1,=  (2m  +  5)af '  4-(2m—  2)(2»i— 2)] 

puis  j'en  déduis 

a,-'"     =  (2m  4-4) ■/ ,-"-'  -f  (2m— 3 )( 2 m— 3)! 

=  (2m  4-3  iv. '-'"'  -,  4-  (2w  — 4)(2m—4)! 


.  La  troisième  formule  du 
(2m —  1)2»! 


(2TO — 2)  (2m —  1  I 
2 

{im — 3)(2»i — 2) 
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—  (2m—k  -f-  4)  z;n-k-1  -f-  (2m—  k  —  3)(2m  —  fr-3)! 
Ï2/n  —  A' — 2  H' 2  m  — A- — i)T2 


24 


=         10  a,'         -f- 

=  9  a*'        + 


3    .    3! 


4 

3 

2 

"3 

4 

2 

2 

3" 

Je  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  1,  la  deuxième 
par  (2m  -f-  5),  la  troisième  par  (2m  -f.  4)(2m  -f-  5),  ...   la 

(A-  -f-  0e  Par 

(2m  —  k  -f-  5)(2m —  A;  -J-  6)  .    .  .   (2m-f-  4)(2m  -f-  5),  .   .  . 
la  (2m  —  4)e  par 

I!   .   12  .   .  .  (2m  -f-  4)(2W  -f-  5), 
la  (2m  —  3)e  par 

10    .     II     ...    (2W   -f-  4)(2»l  -f-    5), 

la  deruière  par 

9  .  10   .    .    .   (2m  -|-  4)(2?n  -\-  5), 
puis  j'ajoute,  ce  qui  me  donne 

,  r2»i  —  1)  2»r 

(2m    2)(2ffl   2) 


„(2m  +  li 
«4 


(21» 2)1  2m  i) 


2/n  —  o)(2m  —  2 


(2ffl  +   5) 

(2m-[-4)(2ni  -f"  5) 


(2»l —  k 2)(27?l — k —  iT? 


-f-  (2m  —  3)(2»?  —  3)  ! 
-f-  (2m —  4.)(2»i —  4)  ! 

|  . .  .-f  (2m-  k— 3)(2ro— k— 3] 

{2m  —  k  -j-  5)  .  .    .  (2m  -(-  4 ) ;  2 »i  -j-  5)  -f-  .  .  . 
I  — - —  )    1 1  .  12  . . .  (2m  -f-  4)(2m  -f-  5)  -f-  2   .   2  ' 

10  .  11  ...  (2m  -f-  4)(2«i  — }—  5)  — J—  1  .  1  ! 

12m    +    4)i2»!     4-     5)    ou    bien  af"+1 

JOURNAL   DE  MATH.    SPÉC.    1884 


g  .  io  . 

(2m   4-    5) 
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(2/»  2)(2)ft   l)2)H 


+  ••.+ 


(2i)t  +  i)(2m  +  2)(2m  +  3)1 2m  4-  4)(2W  -f-  5J 

(2?/?  —  3)(2m  —  2)(2»t  —    1) 

2in(2ffl  -f-  l)(2??l  -}-  2)(2W  4"  3)(2m  -[-  4) 

(2)?i  —  4)(2m  —  3)(2m —  2) 

(2m    l)2/tt(2ffl  -f-    lj(2»t   -\-    2){2m  4-    3) 

(2m  —  k  —  3)(2m  —  k  —  2)(2/«  —  k  —  1] 


+  • .  .+ 


(2in—k)(2m — ft-f-i)(2TO—  k-\-2)(2m — &-f-3)(2m—  ^-+-4) 

3.4.5  2.3.4 


6  .  7  .  8  .  9  .  10 

+ 


8 


4.5.6.7.8 
Reste   à  sommer  la  série    de  fractions   comprises   dans   les 
parenthèses. 

VIII.  —  Or  S4 


4  •   ^ 
1    . 


6-7-8 
.3.4 


J'en  déduis  S, 


ou  S,  = 


4'"  •   5 
1    . 


7   •   « 
•  4 


+ 


42   .    a    .    0   .   7 
2.3.4 


8 


5  .   t 


J 


8 


6.7.8 


>+T 


3.4.52 


42  .  5  .  6.7.8.9 


4 


Soit  en  général  S„-i 


.6.7.8.9 

(ti  —  1  )n(n  -\-  i)(»  +  2) 
42  .  (n  -J-  3)(n  +  4)(n  +  5)(»i  +  6) 

S    _  (»—  '  WM  +   ')'(  »+  2) 

~  4=(n  +  3)(n  +  4)(n  +  5)(n  +  6) 
?i(w  -f-  1  )(/»  -f-  2) 
""(„  +  3)(fi  +  4)(»+5)(»  +  6)(ii  +  7) 


??(/!  -j"    l)'"    4"    2! 


(n  4-  3)(n  +  4)(»  +  5)(n  +  6) 


4* 


+ 


»+  7 


Mais  («  —  i)(n  4-  7)  +  42  =  n2  4-  6n  4-  9  =  (n  4-  3)8. 


Donc 


S„  = 


n(n  4-   >)(n  -f  2)(n  -4-  3) 
4s(»i  4-  4)(«  +  5)(/»4-6x«  +  7) 


J'en  déduis  S2„,_2  = 
Donc 


JOURNAL    DE  MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES  131 

{zm —  2)(2m  —  i)2m(2m  4-  i) 


42(2OT  -|-  2)(2Wl-f-  3)(2m-j-4)(2??i  -f-  5) 
|2m+i]    _    (2m  +  5>  ! 


=  (2111  —  3)  ! 


(2m  2)(2W  \)2m(211l   -f-    i) 

42.  (2»l  +  2)(2TO-f-3)(21»_|-4)(2!»-j-  5j 

(2m  —  2)(2??i  ■ —  i)2m(2in  -f-  1) 


2   .   4 


IX.  —  Connaissant  af",+1),  on  pourra  calculer  le  coefficient 
suivant,  a<j2m+1),  et  ainsi  de  suite  de  proche  en  proche.  En 
général,  supposons  que  l'on  ait  démontré  que 
i2m+i)_,  ,.  1     m  r(2>»— 2A-+2)(2m—  2/>+3).  . . 2m(2ro+ 1 )' 

L  2.4...     (2/t  2)2/; 

et  calculons  le  coefficient  suivant. 
On  a 

a(2m)  =  ,  __  2j{    ,   f(2m— 2fc+l)(2»l— 2fc-}-2).  .  .(2OT— l)2m 

"  L  2    .    4    .    .    .    (2/i  —  2)2& 

Je  puis  alors  former  le  tableau  suivant  : 

|a£j«  ==  (2m  +  2*  +  3)  «gft  -f  (2m  —  2A-)(2W—  aJfc)  ! 

2)11  —  2/1  -(-   l)(2TO  —  2k  -f-  2)     .     .     .    (2//1  l)2»l" 


2.4.     .     .     (2/1  —  2)2À 

og^1'   =(2m+2&+2)  W-f(2ffl-2fc-l)(2ro-2ft-l)! 

2TO —  2k){2m  —  2k  -\-  i)  .    .    .    (2m  —  2)(21îl  —  l)~|2 

2.4.     .     .    (2/1    —    2)2/i  J 

=(2W  +  2*  -f  l)<te2)+(2m— 2fc— 2)(2W— 2ife— 2)! 

2ÏÏI  —  zk  —    \)(2m  —  2k)  .    .   .    (2m  —  3)(2Wl  —  2)12 

2.4.    .    .  (2 A:  —  2)2Â:  J 


\%+%  =  (h+  2fc  +  2)afâ+(A-  2*-  l)(h-2k  -  I  )! 


(/)  —  2*)(fc  —  2  a-  +  f 


(h  —  2){h  —  1) 


4 


[2k   —  2)2A: 


^^(4H6)^3,+3.3! 
-^=(4^+5)^^+2.2! 


4.5..    .(2ft+2)(2ft+3) 


„(2k+2) 

a2k+2  — 


2k+l 

*2* 


_  2    .    4  .   .    .    (2k —  2)2^  _ 
3.4..    .(2fc4-i)(2fc+2)- 

2.4.    .    .    (zk  2)zk 

2.3     .     .     .     2Jfe(2É    f    II 


2.4.     .     .     (2k  —   2)2À 
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Je   multiplie  la  première  équation  de  ce  tableau  par   i , 

la  deuxième  par 

2in  -f-  2  A  -j-  3, 
la  troisième   par 

(2»l  -f-  2/i  -f~  2)(2»l  -f-  2A  -)-  3),    ... 
la  (m  —  /i  -j-  2)e  par 

^  -L.  2A  +  3)(/ï-f  2&  -f  4)  .  .  .  (2W  -f-  2/v  +  2)(2W  +   2k  +  3), 

...  la  (2m —  2k  —  2)e  par 

(4fc  +  7)  •  •  •  (mi  +  2ft  +  2)(2m  +  2A  +  3), 
la  (2m  —  2/f  —  i)e  par 

(4fc  +  6)(4*  +  7)  •  •  •  (a»  +  2*  +  »)(«■  +  2*  +  3), 
la    dernière  par 

(4A  +  5)(4*  H-  6)    ...  (2m  +  2/v  +  2)(2W  4-  2k  +  3)  ; 
puis  j'ajoute  et  j'ai  a       Sfc+Îl,=  (2Wî 

2m —  2/1+  i)(2w —  2/1 -j- 2)  ...(2m —  1)2»» 


—  2k)(2in — 2k)  ! 


-f-  (2m  —  2/1 —  l)(2Wl  —  2/;  —   1)! 


2.4  ...  (2  A  —  2)2/v 

■im  —  2/.)  . . .  (2m' —  1) 


(2k) 


(2»l -J-  2k -J-  3)+  (2111  2k  —  2)(2W  — 2  —  2)! 

(2m  —  2k  —  i)(2?n  —  2k)  . . .  (2m  —  3)(2m  —  2) 


2.4  ...  (2/.:  —  2)2/1' 

2m  -j-  2A  -|-  2)(2m  -J-  2k  -j-  3)  -f- + 

(h-2k)(h— 2*+ï ). .  .{h—2)(h—\ 


+(h—  2  k—  i)(/i— 2  A—  1 

(/(+2A+3) . . . (2W+2A+3)+  ...+3.3 

4H-7)(4H-8)...(2m+2H-3)+2.2! 


2.4   ...  r  2  A'  —  2)2A 

4.5...(2A-[-2)(2A:-f-3; 


2.4. .  .(2/1 — 2)2/1 

3.4...(2A-f-l)(2A+2) 


(4A+6)(4A+7)...(2m+2A  +  3)+i. 
+  5)(4A  +  6)...(2m+2A-f  3). 


2  .4.  .  .{-k — 2)2A 

2.3...2*(a*-f  i)' 


.4..  .  (2/,— 2)2A 


(4* 


Ou  bien 


J2m+ii  

«2  l 'J/;     — 


(2111  -f-  2 A  4-  ?)! 


[2.4... (2*—  2)2*]" 

(21)1  — ■  2&)(2»1  —  2 A  4"    l)  •  •  •    (2WI  —   \)2tn 

(?m  4  1X2»»  4"  2)  . .  .  (2W  4  2^  "T~  2)(2>/l  4-  2A  4  3) 

(2)/;  —  2 A  —  i)(2»i  —  2/.)  ...  (2m  —  2)21)1  —  1 


4 


2m(2m  +  1)  ...  [2in  4  2 A  4  0(2»t  4  2A  4  2J 
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(zm  —  2k  —  2)1 2in  —  2/v  —  11  ...  (2m  —  3)(2m  —  2) 

(2M —    1)2/»  .  .  ,  (21ÏI  -\~  2k)(2in  -f-  2k  -f-  1) 

(h  —  2 A-  —  i)(h  —  2k)  ...  (h  —  2)(A  —  1) 


+ 


+ 


fch-j-  i)  ...  [h  -{-2k  +  i)<yi  +  2/v:  +  2) 

3.4  ...  (2k-\-2)(2k  +  3) 
(2k  -f-  4)(2A-  4-  5)  . . .  (4&  +  5)(4*  +  6; 

2.3    ...   (2&+    l)(2*  +  2Î 


+ 


(2/l-j_3j(2A-4-4)  ...(4A+4X4A 
1.2...  2A-(2A:  -f-  1) 


Le      problème 


(2A  +  a)(2*  +  3)  . . .  (4*  +  3)(4ft  -j-  4) 
revient  à  sommer  la  série  de  fractions  entre  parenthèses. 

1.2...  2k{2,k-\-  1) 

X.  -  Or  on  a  S,  =    (2A.+2)(2A+3). .  .^.^3,^.^) 

1.2  ...  f2À'+   l)(2t-j-  2) 


s2  = 

+ 


(2k   +   2)\2k  -f  3)  .  .  .  (4*  +  3)(4ft  +  4)  " 

1.2    ...   (2A  +    I  )  (  2  A'  -f  2) 

(2A-  +  2)«(2A-+3)...(4AH-3)(4A-+4) 
2.3  ...  (2A-+  l)(2A'  +  2) 

(2A-+3)(2A-  +  4;  ..    (4A--f4)(4  +  5) 


2.3  ...  (2A4- 1V2A  +  2)     r      1  1 

=  (2A4-  3)(2A-  +  4)...(4A-  +  4)  ["(2A  +  2)*  +  4A4-I  J 
Or  (ai  +  2)'-  +  (4*  +  5)  =  4A*  +  12A  -f  9=  (2*  +  3)«; 
2.3  ...  (2A+  2)(2A-4-  3) 


donc 


S,  = 


Soit  en  général. 


(2A  +  2)*(2A  +  4) . . .  (4A-  -j-  4)(4A  4-  5) 


(n — i)n.  .  .(nJr2k — i)(n-f-2A) 


S„  = 


(2*4-2)»(»4-2Af  i)(n-4-2A+2)...(n-|-4A-f-i)(n-|-4*-l-2) 
(n  —  i)n  ...  (n-f-  2A  —  0(n+  2^"> 


2A  +  2)*(n  4-  2k  -{-  1)  . . .  (n  +  4A+  i)(w  4-  4 A  4-  2) 

n(n  4-  1)  • . .  (n  4-  2 A  —  i)(  n  -\-  2k) 


+ 


(n  -t-  2A-  4-  1)  . . .  (n  4-  4A:  4-  2)(»  4-  4A-  4-  3 


nfn4-i). . .(»+ 2 A—  i)(n-\-2k) 


(2A4-2)'       n+4A+3j 


(»+2^i.)  ..(n4-4A4-i)(n4-4A4-2) 
Or  (n  —  1  )(n  4-  4A  4-  3)  4-  (2A  4-  2)*  =  n*-  +  4A2  4-  1  +  4A/1 
4-  4A'  4-  2n  =  (n  4-  2A  4-  [)". 

DoDC  s  _  mn+i)...(n±2k)(n+2k+i) 

1 2A4-2)>+2A-4-2) .  . .  O1+4A4-2 ï( )i+4A-+3 1 
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Ainsi  S2»,-2fc  = 
Alors 
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(21Y1 — 2k)(2m — 2k-\-i). . .  2?»(2m-f-i) 
(2À-L-2)I(2m-j-2)(2m-L-3). .  .(2m-\-2k-\-3)  ' 
2m+      _  (?m-f  2À-J-3)! 


2"  +  2  '    [2.4   ...    (2k  —   2).2*]a    * 

121/1  —  k)(2m  —  2/1  -f-  0  •  •  •  2m(2m  -f~  J 

(2A  4-  2)2(2/B  -f-  2)(2W  +   3)    .  .  .    (2IU  -f-    2 A'  +  3) 

2?/i  —  2k){2m  —  2 A -)-  0  •  •  •  2111(2111  -\-  i)' 


=  (2/»  — 2A —  1 


2.4    ...    (2A—   2)2A(2A   +  2) 


XI. 


On  a  donc  j/i-'"+2)  \/(i  —  x2p"!+3  =  (2m  +  1)  !  o;-"'  + 


-f  (21»  —  1) 


2111(2111  -4-  1)  "]    „   , . 


+  (2m—  3)! 
4~(2/n — 2  A — i)! 


(2m  —  2)(2M  —  1)2111(2111  -\-  I) 


2.4 

hm — 2k)(2tn — 2A4-O. .  .2w(2m4-i) 


4-. ..4-5 


2.4. .  . 2k(2li-\-2) 

6.7  ...  2111(2171  4-  1)    Y 

_  2.4...(2W  —  6)(2Ml —  4) 

4.5  . .    2111(2111  4-  1) 


+  .. 


iC2m— 2fc-l 


X3 


+  ■!« 


_  2.4. .  .(2m 

2W.(2Wl  4~  i) 


.111(2111  4-  1)    1" 

—  4)(2W— 2)J  " 


2.4   ..  .    (2m  —  2)21)1 

=  (2w)  !  X-2'"  4-  (2m  —  2)  ! 


X   et   y(2'"■,-,)  y/(i  _a;8)*m+i 
(2W  —  l)2W 


as* 


4-  (2W  —  4)  ! 

4-(2m — 2  A)! 
■f  "...  4-2! 


(2m  —  3)(2m  —  2)(2W  —  1)2»!' 
2-4 


tc2m-*  4- 


(2W — 2k-j-i)(2m — 2A4-2).  .  .(2m — i)2m 


2.4  ...  (2k  —  212A 


.:r- 


3. 4. ..(2m  —  1)201 


■'■'+ 


I.2...(2»l — I  )211l 


a.4...(2Wl — 4)(2Wl—  2)J  [2.4...(2»î  —  2)2W 

XII.  —  Voici  une    remarque   intéressante  sur  ies     fonc 
tions  N0,Nt,  etc.  ..  .  Njd. 
On  a  N„=  1  ;  Ni  =  x;  N't=  1  =  [»N0. 
N2  =  2x2  4-  1 ,  donc  N',  =  4X  =  22Nt. 
N,  =  633»  4- 933,  doncN'8  =  i8x24-9  =  32N2. 
Ainsi  l'on  a  N'a  =  i2N0;  N',  =  22Ni;  N'3  =  32N2. 
En  général  supposons  que  N ',,_,=  (/; — i)2Np_2. 
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On  sait  que  Np  =  (i  —  rr2)Np_i  -f-  (zp —  i)acXp_i  . 

Donc  Np  =  (p  —  i)2(i  —  *2)jStp_2  +  {ip -i)jVi. 

Prenons  la  dérivée  des  deux  membres  : 
Wp=  (p  —  i)Hi  —  cc2)N'p_2  —  2.x(p—  i)2Np_2  -f-  (20  —  i)N^ 

-f(2p—  O.rN^-i. 
ou      N'p  =  (ap  —  1  ).x(p  —  1  )2XP_2  -f  (p  —  1  )»(  1  —  a3*)N  p_2 

+  (2P—  ijX^^p-iK^p  —  3)xN/,_2+(i-a52)N'p_2] 

-f-  (2p  —  I  )Np_^|  —  2x(p  —  I  )2NJO_2  . 

Donc  N'p=  [(p  —  1  )2  -f  2«  —  1  ]XP_,  =  p'Np-! . 
Np  est  la  primitive  de  Np_t  multipliée  par  le  carré  de  p. 

Abte  c/e  /a  Rédaction.  —  La  question  précédente  a  été  trai- 
tée, par  une  méthode  différente  et  beaucoup  plus  simple,  par 
M.  Catalan.  (Noies  d'algèbre  et  d'analyse;  académie  de 
Belgique,  1877).  Le  travail  de  M.  Levavasseur  a  seulement 
de  l'intérêt  au  point  de  vue  de  la  marche  élémentaire  sui- 
vie par  l'auteur. 


QUESTION  68 

Solution  par  11.  Saillard,  élève  de  Mathématiques  spéciales, 
au  Collège  Chaptal. 


Une  ellipse  passe  par  un  point  fixe  A,  et  touche  une  droite 
donnée  en  un  de  ses  sommets.  Le  rapport  de  l'axe  parallèle  à 
la  droite  à  celui  qui  lui  est  perpendiculaire  est  m.  Par  chaque 
point  du  plan  passent  deux  ellipses  satisfaisant  à  ces  conditions. 
Lieu  des  points  tels  que  les  deux  ellipses  qui  y  passent  soient  ortho- 
gonales. Dans  le  cas  où  m  =  1,  on  aura  pour  lieu  un  cercle 
et  un  cercle  point.  Démontrer  ce  fait  par  la  géométrie  élémentaire. 

L'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  un  de  ses  axes  et  à 
la  tangente  à  l'un  des  sommets  correspondants  est 
x2  +  2ax         y2 

â2 +"F=°- 

Rapportons  l'ellipse  à  la  tangente  au  sommet  et  à   une 

parallèle  au  grand  axe  y  =  X;  son  équation  sera 

x2  ±  lax         (y  +  h)2 

; r: =  o.  (il 

a-  b2 
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Prenons  le  paramètre  X,  tel  que  la  droite  y  =  X  dans  le 
premier  système,  passe  par  le  point  donné  A. 
"Alors  les  coordonnées  de  A  dans  le  dernier  système  seront 

y  =  o,     x  =  p. 
L"ellipse  passe  par  ce  point;  nous  aurons  donc 

*"±a<*  +  il  =  o.  (2) 

a2  b2 

De  plus,  nous  avons  la  relation 

—  =m.  (3) 

a 

Éliminons  a  et  b  entre  les  équations  (1),  (2),  (3)  et  nous 

aurons 

m2x2  -f-  (y  +  À)2  x 

m2/)2  -f  À2  "  "p"' 

équation  générale  des  ellipses  satisfaisant  aux  conditions 
données  par  l'énoncé,  ou 

m2px2  -f-  p(y  -f-  À)2  —  ??i2p2x  —  a2x  -\-  o.  (4) 

Soit  a,  S,  un  point  du  lieu  cherché;  exprimons  que  l'el- 
lipse passe  par  ce  point,  on  aura 

m%poC-  -f  p(S  -j-  X)2  —  m2;j2a  —  a2 a  =  o.  (o) 

Si  nous  tirons  de  cette  équation  en  X  deux  valeurs  de  X, 
X,,  X2,  et  que  nous  portions  successivement  ces  valeurs  de  X 
dans  l'équation  (4),  nous  aurons  les  équations  des  deux 
ellipses  satisfaisant  aux  conditions  de  l'énoncé,  et  passant 
par  (*,£). 

Formons  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  aux  deux 
ellipses  en  (<x,(3),  et  exprimons  que  ces  tangentes  sont  rectan- 
gulaires; nous  aurons 

2m2px  —  m2/)2  —  y\        2m2px  —  m2p2  —  '/', 


2p(y  +  ),i  2  pi  y  +  /,. 

Posons  m2p  =  q,  l'équation  (6)  deviendra 
7(2*  —  p)  —  Xî  q{2x  —  p)  —  Xl 


=  — 1.(6) 


2p(t/+X1)  2p(y+XJ  !'      (0 

ou 

4PW  +  (>!  +  *.)P  +  XiÀj 
Mais  dans  cette  dernière  équation,  nous  avons  des  fonc- 
tions symétriques  des  racines  X,.  X2  de  l'équation  (5): 
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A2(p  —  a)  -f-  2/7/5  -]-  ga(a  —  p)  -f-  PPa  =  °- 

h  +  **  =  -  — .  *À  =  y— T  -  r>2' 

(p  — «)«  -a     ^     y 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (8),  ou  aura 
r   4p20J         2/^i:  n      |    />-,-  i, 


r  20B  p  V  t 

u  —  %  n  —  a  J 


4/-" 

I  p  —  a  p  — 

qui  est  l'équation  du  lieu. 

En  remplaçant  S  part/,  k  par  x;  en  effectuant  les  simpli- 
fications et  en  transportant  l'origine  au  point  y  ~  °,  on  aura 

pour  équation  du  lieu 

(qx*-{-py*)*  =  4p(p  -f  x)\pq{a?  +  y*}—  xy2)  —  xy2(p  —  g;] 
ou  bien,  en  remplaçant  q  par  sa  valeur  =  m2p,  on  aura 
[m*x*  -f-  y2]2  —  4(p  -f  x>[pm2(x2  -\-  y2)  —  xif(i  —  m2)]  =  o. 

Courbe  du  quatrième  degré. 

Construction  de   la  courbe  : 

ï°m  <  i. 

Nous  construirons  d'abord  les  régions  dans  lesquelles  se 
trouve  la  courbe. 

Elle  se  trouve  tout  entière  entre  la  droite  x  =  — p  et  la 
courbe  pm2(x2  -f-  y2)  —  ocy2(i  —  m2)  =  o.  Cette  dernière 
courbe  se  construira  facilement.  Elle  sera  tout  entière  du 
côté  des  x  positifs  et  symétriques  par    rapport  à  l'axe  des 

(pin2     \ 
A.B  =  — - -\  ;  elle  a  un  point  isole  à  l'origine. 

La  courbe  qui  est  le  lieu  cherché  n'a  pas  d'asymptotes  ; 
c'est  une  courbe  fermée. 

Elle  a  un  point  isolé  à  l'origine  (les  tangentes  en  ce  point 
sont  isotropes). 

Les  points  où  elle  rencontre  l'axe  des  y  sont  donnés  par 
yi  —  +p2m2if-  =  o,     y  =■■  zh  2/»n. 

Ceux  ou  elle   rencontre    l'axe  des   y  seront   donnés    par 
m*a;1  —  4!/)  -f-  x)pm2x2  =  o,  ou  mKr2  —  4/j.r  —  4/j-  =  o, 
c  _    2/J2  y  4/j2  -f  4pzm2 
m 
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Nous  pouvons  chercher  les  conditions  pour  qu'une  pa- 
rallèle à  l'axe  des  y  coupe  la  courbe  en  quatre  points 
m'x*  —  4//)  -j-  x)pm2x2  >  o.  .sous  voyons  que,  dans  ce  cas, 
la  courbe  serait  hors  des  régions  déterminées,  ce  qui  est 
impossible.  La  courbe  affectera  donc  la  forme  d'un  ovale, 
avec  un  point  isolé  à  l'origine. 

2°  m  >  i . 

La  discussion  reste  la  même  ;  seulement  l'asymptote  de 
la  courbe,  limitant  la  région  se  trouve  du  côté  des  x  né- 
gatifs. 

La  courbe  se  compose  encore  d'un  ovale  et  d'un  point 
isolé. 

3°  m  =  i . 

I.  —  Géométrie  analytique. 

L'équation  devient  dans  ce  cas  : 

x(x2  -f  y*)*  —  4(p  -f-  x)(x2  +  y*)p  =  o. 

Le  lieu  se  dédouble  en 

x2  +  if  =  o 
et 

x%  +  t  —  4PiP  ~\-  se)  =  o, 
c'est-à-dire  en  deux  cercles. 

On  pourrait  prouver  facilement  ce  fait  par  la  géométrie 
élémentaire. 

II. —  Lorsque  m  =  i,  les  ellipses  deviennent  des  cercles;  or, 
lorsque  deux  cercles  se  coupent  orlhogonalement  en  un  des 
points  de  concours,  il  en  est  de  même  en  l'autre  point 
d'intersection. 

Transformons  alors  par  rayons  vecteurs  réciproques  en 
prenant  pour  centre  d'inversion  le  point   donné    A. 

Les  deux  cercles,  considérés  pour  une  position  quelconque, 
se  transforment  en  deux  droites,  rectangulaires,  puisque 
les  angles  se  conservent.  La  droite  donnée  se  transforme  en 
un  cercle,  auquel  les  deux  droites  rectangulaires  sont  tan- 
gentes;  k_Heu  du  point  d'intersection  est  donc  un  cercle  décrit 
avec  R  y  2  comme  rayon  ;  le  tracé  formé  de  ce  cercle  sera 
un  m-rlr  :  on  trouvera  un  cercle  point  en  prenant  o  pour 
puissance  «l'inversion.  c.  q.  f.  d. 
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QUESTION  69 

Solution  par  M.  Saii.urd,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  collège  Chaptal. 


Des  coniques  sont  circonscrites  à  un  losange;  la  bissectrice  des 
diagonales  coupe  Vune  des  coniques  en  deux  points  A  et  B.  De 
B,  on  mène  la  perpendiculaire  BH,  sur  la  tangente  en  A,  lieu  du 
point  H.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  fixe  sur  la  tangente  en  A.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendicu- 
laires menées  d'un  point  fixe  h  la  polaire  d'un  point  fixe. 

I.  —  En  appelant  a  la  distance   OA.  b  la  distance    OB, 
l'équation  de  la  droite  AB  est 
x    ,     u 

-  +  T—   '   =0' 

a         b 
en  prenant  pour  axes  les  diagonales  du  losange. 
L'équation  de  CD  sera 

a         b 
Enfin  l'équation   générale    des  coniques  circonscrites   au 
losange  ABGD,  sera 

fx    ,    u\2  •  ... 

Pour  prendre  le  pied  de  la  perpendiculaire  BH,  on  dé- 
crira sur  AB  comme  diamètre  un  cercle,  et  on  prendra  l'in- 
tersection de  ce  cercle  avec  les  tangentes  aux  points  A  et  B. 

Le  point  0  est  centre  de  toutes  les  coniques  de  la  famille 
considérée;  donc  ce  point  sera  en  même  temps  le  centre 
du  cercle  dont  nous  cherchons  l'équation. 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  l'intersec- 
tion de  la  conique  (1)  et  de  la  droite  y  =  x  est 


(r+F-«+^+»-»ft-^ 


o. 


La  condition  pour  que   cette  conique  soit  un  cercle,   est 
que  l'on  ait 

1,1  1,12  i  i 

—2  H =  —.,-] et  —  -j-  /. =o. 

8  V  DU  ab  u  v 


140  JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

L'équation  de  la  circonférence  sera  donc 


(*  +  lT>U  +  T 


+  A    -  2  =  O. 


(2) 


Cherchons  maintenant  l'équation  de  la  tangente  aux  deux 
points  A  et  B  ou  la  droite  y  =  x  coupe  les  coniques  (1). 


1  fx     i    Y  \   ,    A        ,     l  fx   ,    V\    ,     A   ~ 


(3) 


en  appelant  x0,  I'js  des  points  A  et  B. 

Cherchons  sa  valeur;  elle  sera  donnée  par  l'équation  (2) 
dans   laquelle  on    fera  y  —  x 

i 


•T," 


En  portant  cette  valeur  de  x;,  dans  l'équation  (3) 


a  ~  6 /\«  ~  6 


—la 


+  y) 


7  +  t;+x-^ 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu,  il  suffira  d'éliminer  A  entre 
les  équations  (4)  et  (2),  et  on  aura 


—(x  —  y)(b2  -  os)(aa  +  y2)  -f-  a2  62  (œ  +  //) 


2aibi(x2  -f-  y2 


Ce  lieu  se  décompose  en  la  droite  y  =  x,  qui  ne  fait  pa:- 
partie  du  lieu  proposé  dans  le  problème,  et  en  une  courbe 
•lu  r>  degré  dont  l'équation  sera 

(y  —  x)(x*  +  y»)»(a«  —  &*)*  -f  4a»6s(aî  —  &4)(.r  +  //Va;2  -f  ?/2 
-f-  4atô*(a;  —  y)  =  o. 

On  voit  facilement  que  l'origine  est  centre  de  la  courbe 
que  la  droite  y  =  x  est  asymptote,  que  la  courbe  a  un  poin 
d'inflexion  à  l'origine;  enfin  qu'elle  coupe  les  axes  en  de 
points  toujours  réels. 

II.  —  Soit  a  .  p  le  point  fixe. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  A.  est,  cornait 
nous  l'avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent  (équation  (4) 

—  +  —  +  - 
m  = 

ab  ^   b*   T   2 
L'équation  d'une  droite  passant  par  le  point  ot|3  et  perpes 
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diculairc  .1  la  tangente  sera  donc 
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1 
lé 


+  *+™ 


y 


—  +  —  +  - 

a-     '     ab  ~    2 


(x—a). 


(') 


(œ  +  rf 


a  ~*~  6 


?.  (2) 


D'autre  part  l'équation  des  tangentes  en  A  et  B  est  (équa- 
tion (4)  du  paragraphe  précédent) 

L  _i_  _lV-  4-  ^  +  - 

o    '     ôAo   ^  b)^  2 
On    aura    l'équation    du   lieu   en    éliminant   À    outre    ces 
deux  équations  ;  cette  équation  sera 

~ -~  [(y  —  P)  2/  +  (a;  -  *)  a;]2  =  [(y-  pf  -  (x  -  *)*] 

et  en  traûsporlant  l'origine  au  point  x  =  x,  //  =  |3,  on  aura 

a~~bsb"  [y(y  +  P)  +  *  («  +  ■)]"  =  (y2  -  a:2)- 

Cette  équation  est  l'équation  du  lieu,  et  la  courbe  se  con- 
struira facilement  en  remarquant  que  celte  courbe  a  un  point 
double  à  l'origine;  qu'elle  est  tout  entière  entre  les  droites 
y  =  x  et  y  =  —  x,  dans  la  partie  coupée;  qu'elle  est  tan- 
gente à  ces  deux  droites,  qu'elle  coupe  l'axe  de  y  en  deux 
points  réels  et  Taxe  des  x  en  deux  points  imaginaires;  de  ces 
conclusions  nous  déduirons  la  forme  de  la  courbe. 

III.  —  Lieu  du   pied  et  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
point  fixe  à  la  polaire  d'un  point  fisc. 
L'équation  générale  étant 

T  +  TÏ  ~  '  +  lx,J  =  °> 

l'équation  de  la  polaire  du  point  (x0  y0),  sera 

+y 


a  b      a 


et  celle  de  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  (xp), 


(y-m(~  + 


(x  —  *) 


4 


b  j  a 


"ftyo 


6  yT+** 


et  en   éliminant  À  entre    ces     deux   équations,   on    obtien 
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l'équaLiou  du  lieu 

(^-|r)[y&-P)+«(«-«)]  +  y.(y-P)-*^--«)=9 

le  lieu  est  un  cercle  passant  par  le  point  <x(8. 
CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Mansion,  professeur  de  l'Université 
de  Gand,  à  M.  de  Longchamps. 

...  Le  dernier  numéro  du  Journal  de  Mathématiques  spéciales 
contient  un  article  de  M.  Arnigues  sur  la  méthode  deBezout, 
à  propos  duquel  il  y  a  une  observation  sérieuse  à  faire. 

Il  dit  (p.  104): 

/(*i)>  /K)>  •  •  ■  /fa)* 

sont  racines  de 

m  +  cy  +  . . .  =  o.  (i) 

Cette  équation,  de  degré  p,  au  plus,  a  pour  ses  p  racines 

/W),  /i«a)  •  •  •  fM  ; 

dont  l'une  d'elles  est   égale  à  la  racine  '■>  =  o  de  (1). 

Ce  raisonnement  n'est  pas  probant.  Si  deux  des  expres- 
sions /(y.i),  . . .  f(y.p)  sont  égales,  par  exemple  f(o.k),  f(zk+i), 
rien  ne  prouve  que  l'équation  (1)  ait  deux  racines  égales 
a  ftocjt).  On  ne  sait  donc  pas  si  (1)  n'a  pas  pour  racines 
/(ai)>  /!<*»)>  •  •  •  f(*p)>  chacune  une  fois,  et  de  plus  p  =  o. 

Une  difficulté  semblable  se  rencontre  aussidans  le  mode 
d'exposition  de  Falk,  et  aussi  dans  celui  de  Lemonnier,  et 
vicie  toutes  les  conclusions  de  ces  deux  auteurs. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


123.  —  Si  l'équaLiou 

a  +  b.r  -f  ex'2  +  ...  -f-  kx"  =  o 
a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation 
2./  -f-  6(P  +  ?)x  +  c(PVr+  ?^~)x*  +  d(p>/-+  ?_sr)x3 
-f  ...  +  A(^"  +  p-\'7)a-"=o; 
.  désigne  une  quantité  arbitraire.  (Laguerre.) 
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124.  —  On  fait  une  section  droite  dans  un  cylindre  para- 
bolique. Par  le  foyer  de  cette  section,  on  mène  dans  le 
plan  de  la  CDurbe  une  perpendiculaire  à  l'axe,  qui  coupe  la 
courbe  en  deux  points  À  et  B.  Au  point  A,  on  mène  dans 
le  plan  de  la  parabole  la  normale  AM"  à  cette  courbe  ;  puis, 
par  AM,  on  fait  passer  des  plans  variables.  Lieu  des  foyers 
des  paraboles  suivant  lesquelles  ces  plans  coupent  le  cylindre. 
Ce  lieu  est  une  courbe  plaue.  (Amigues.) 

125.  —  Une  parabole  de  forme  invariable  glisse  entre  deux 
droites  rectangulaires  Ox,  Oy;  trouver  le  lieu  décrit  par  l'ex- 
trémité du  diamètre  qui  passe  par  l'origine.  —  La  courbe  est 
du  huitième  degré;  mais  elle  peut  se  mettre,  en  coordonnées 
polaires,,  sous  la  forme  remarquable 

V 
—  =i  —  4  cos  a>. 

Déduire  de  cette  équation  les  points  d'inflexion  que 
présentent  les  quatre  branches  de  la  courbe.  (G.  L.) 

126.  —  On  considère  un  triangle  ABC  et  une  parabole. 
On  mène  à  la  parabole  une  tangente  D,  parallèle  au  côléBG, 
et  du  point  A  on  mène  à  la  parabole  des  tangentes  qui 
rencontrent  la  droite  D  en  Af  et  A".  Opérant  de  même  pour 
les  deux  autres  côtés,  on  obtient  six  points  A',  A",  B',  B", 
C,  C".  Démontrer  que  ces  six  points  sont  sur  une  conique 
qui  contient  A,  B  et  C.  (Weill.) 

127.  —  Un  cercle  passe  par  le  foyer  d'une  parabole,  et 
rencontre_cette  courbe  au  point  A.  En  ce  point,  on  mène 
la  tangente  à  la  parabole,  laquelle  rencontre  le  cercle  au 
point  B.  Au  point  B,  on  mène  la  tangente  au  cercle.  Démon- 
trer que  cette  droite  est  tangente  à  la  parabole.      (Weill.) 

128.  —  Étant  donnés  sept  points  dans  un  plan,  on  fait 
passer  par  cinq  d'entre  eux  une  conique,  et  l'on  joint  les  deux 
autres  par  une  droite  qui  rencontre  la  conique  en  deux 
points  A,  et  A2.  Opérant  ainsi  sur  tous  les  points  successive- 
ment, on  obtient  quarante-deux  points.  Démontrer  qu'il 
existe  une  courbe  du  sixième  degré  passant  par  ces  quarante- 
deux  points,  et  ayant  les  sept  points  donnés  pour  points 
doubles.  Trouver  son  équation.  (WeiH*) 
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129.  —  Trouver  toutes  les  équations  du  troisième  degré 
telles  que,  si  x±  est  une  de  leurs  racines,  convenablement 
choisie,  les  deux  autres  soient 

*'  +  I      et ' 


(Weill) 

130.  —  Trouver  les  équations  du  sixième  degré  telles  que, 
si  Xi  est  une  quelconque  de  leurs  racines,  les  autres  soient 

•    _(,  +.„),  — i-,  — £- ,  -^p- 

OC*  I    ""p"  OC  ^  1   — j     OC^  OC  a 

(Weill.) 

131.  —  On  considère  une  ellipse  E,et  sur  le  grand  axe 
ÀA'  quatre  points  fixes  P,  P';  Q;  Q' ;  0  étant  le  centre  de  E, 
on  suppose 

OP  =  OP'  =  d, 

OQ  =  OQ'  =  d'. 

Ceci  posé,  on  prend  sur  E  un  point  mobile  M,  et  on  joint 

M  aux  quatre  points  fixes.  Ces  droites  rencontrent  l'ellipse 

en  des  points  C,  C  ;  D,  D';  les  droites  CD,  CD',  se  coupent 

en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

Ce  lieu  est  l'ensemble  de  deux  coniques.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZKILLE. 


IUl'HIAIEHIH  ri  MiiM  i    de<  CHEMINS  l)H  FKR.  —    IMPRIMERIE  CH  \l\. 
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Corriger  comme  il  suit  la  question  123. 

(Mathématiques  spéciales.) 


123.  —  Si  l'équation 

a  -\-  bx  -j-  ex-  -{-...  *-f-  kx"  =  o 
a  toutes  ses  racines  réelles,  il  en  est  de  même  de  l'équation 

20  +  6(P  +  c-')x  4-  c(z<'1  +  ?-^)x-  4-  d(P^  4-  p-v^")*3 

+  ...+*(?**"+ p-^*-  =  o: 
p  désigne  une  quantité  arbitraire. 

(Laguerre.) 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

APPLICATIONS   NOUVELLES    DES    TRANSVERSALES    RÉCIPROQUES 
Par  M.  Ci.  de  Long-champs. 

[Suite,  voir  p.  121.) 


7.  — L'application  des  transversales  réciproques  à  la  con- 
struction des  tangentes  nous  a  déjà  occupé  (*),  et  nous  avons 
montré  comment  on  obtenait,  par  un  procédé  des  plus 
simples,  le  tracé  des  tangentes  aux  courbes  que  nous  avons 
nommées  courbes  conchoïdales  et  courbes  diamétrales.  Mais 
nous  voulons  revenir  ici  sur  cette  construction,  pour  l'é- 
tendre à  des  courbes  plus  générales  que  celles  que  nous 
avons  considérées  dans  les  articles  cités. 

Nous  rappellerons  d'abord  la  définition  de  ces  courbes. 

8.  —  Imaginons  une  courbe  V  que  nous   voulons  trans- 
former     au      moyen  v 
d'une  autre  courbe  U                                     V" 
formant  la  figure  de 
référence,  et  considé- 
rons une  tangente  à 
V   rencontrant  U  au 
point  A;  si  nous  pre- 
nons 

AM'=AM"  =  h, 
(h  désignant  une  lon- 
gueur donnée),  le  lieu 


/M' 


Fig.  7. 


du  point  M',  ou  du  point  M",  est  une  certaine  courbe  Vr  que 
nous  nommons  une  conchoidale,  par  rapport  à  U. 

Considérons  maintenant  une    figure  de  référence  formée 

(*)  Journal,   année  1880,  p.  272;  et  Journal  ch  Math,  spéc,    année  1882, 
p.  25. 

JOURNAL  DE    MATH.    SPÉC.   1884.  7 


14(j 


JOURNAL    DE   MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 


par  deux  courbes  Uj.U^si  nous  menons  à  la  courbe  V  une 
tangente  quelconque  rencontrant  Uj  au  point  At,  U2  au 
point  A2,  le  lieu  décrit  par  Je  milieu  de  At  A2  est  une  cer- 
taine courbe  V 
que  nous  appel- 
lerons courbe  dia- 
métrale. 

Dans  le  cas  par- 
ticulier où  V  se 
réduit  à  un  point, 
les  conchoïdales 
deviennent  des 
conchoïdes  ordi- 
naires et  si,  dans 
la  figure  8,  on 
suppose  que  V 
représente  un  point  rejeté  à  l'infini  et  que  les  courbes  Vt  et 
U,  forment  une  seule  et  même  courbe,  on  retombe  dans  les 
courbes  diamétrales,  qui  sont  ordinairement  considérées. 


Fig.  8. 


Nous  avons  supposé,  dans  les  articles  que  nous  avons 
rappelés,  que  la  courbe  V  se  réduisait  à  un  point;  nous 
allons  maintenant  traiter  un  cas  plus  général,  V  étant  une 
courbe  quelconque. 


JOURNAL  DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES  147 

9.  —  Examinons  d'abord  le  cas  des  conchoïdales,  courbes 
définies  comme  nous  Tenons  de  le  dire,  et  considérons  deux 
tangentes  voisines  MA.  M'A'.  Si  nous  prenons  A;j.  ==  A';/  =  h, 
les  points  \t  et  ji  seront  deux  points  voisins  de  la  conchoï- 
dale,  et  nous  nous  proposons  de  chercher  la  position  limite 
de  \l<j! '. 

fa' 


Fig.  w. 

A  cet  effet,  prenons 

RB  =  RB'  =  h, 
les  deux  droites  AA',  BB'  sont  deux  transversales  réciproques 
du  triangle  R  [*[/;  elles  rencontrent  donc  a;/  en  deux  points 
symétriquement  placés  par  rapport  au  milieu  de  a  y.'. 

Si  maintenant  nous  passons  à  la  limite,  si  nous  supposons 
que  le  point  M'  vienne  se  confondre  avec  M,  BB'  a  pour 
position  limite  une  droite  B"K,  perpendiculaire  à  MA,  en  un 
point  B",  choisi  de  telle  sorte  que  l'on  ait  MB"  =  Aft  =  h. 
La  droite  AA'  devient  la  tangente  AK  à  la  courbe  U,  au  point 
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A,  et  la  tangente  à  la  conchoïdale  est  donc  une  droite  pas- 
sant par  y.  et  partagée  en  deux  parties  égales  par  les  droites 
AK.  B"K.  La  figure  11  montre  la  construction  qu'il  faut 
faire  pour  trouver  la  tangente  TT";  la  droite  TT"  est  paral- 
lèle à  60',  diagonale  du  parallélogramme  obtenu  comme 
l'indique  la  figure. 

Si  l'on  considère  le  second  bras  de  la  conchoïdale,  celui 
que  1km  obtient  en  prenant 

vA  =  v'À'  =  h, 

h' 


Fig.  il. 


on  voit  que  BB  et  w'  sont  deux  transversales  réciproques  du 
triangle  RAÀ';  elles  rencontrent  donc  AA'  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  milieu  de  AA',  et  pour  obtenir 
(fig.  11)  la  tangente  au  point  v,  il  suffit  de  joindre  v  au 
point  symétrique  de  K  par  rapport  à  A. 

10.  —  Celle  dernière  construction  est  même  un  peu  plus 
simple  que  celle  que  nous  avons  indiquée  pour  la  première 
branche  de  l;i  conchoïdale;  mais  on  peut  l'appliquera  celte 
même   hranche  on  considérant  ■/i<j.9)\a  droite  pV  obtenue 

eu  prenant 

\\~<:A\  =  h. 
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Les  droites  y.u',  $p'  sont  deux  transversales  réciproques  du 
triangle  RAA/  ; 
elles  rencontrent 
donc  AA'en  deux 
points  symétri- 
ques par  rapport 
au  milieu  de  AA'. 

En  passant  à  la 
limite  on  obtient 
les  tangentes  aux 
points  \j.  et  v, 
comme  le  montre 
la  figure  11;  dans 
cette  figure  on  a 
pris 


Fig.  13. 


AK'  =  AK,et  AH'  =  AH. 


11.  —  Considérons   maintenant  une  courbe  diamétrale, 
et  après  avoir  construit,  comme  l'indique  la  figure  12,  deux 


Fig.  13 


points  I,  I'  de  la  diamétrale,  prenons 

IR'  =  RI,  et  I'R"  =  RI'. 
Les  droites  AJ^,  A2B2sont  deux  transversales  réciproques 
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du  triangle  RR'R",  elles  coupent  R'R"  en  deux  points  équi- 
distants  du  milieu  de  R'R*. 

Si  nous  passons  à  la  limite,  nous  obtiendrons  la  position 
limite  de  R'R"  et,  par  suite,  la  direction  de  la  tangente  au 
poiut  A'  en  effectuant  la  construction  indiquée  par  la 
figure  13. 

Dans  cette  figure  on  a  pris  A2A'  =  AA15et  la  droite  y,  posi- 
tion limite  de  R'R",  est  une  parallèle  à  la  diagonale  mn  du 
parallélogramme  construit  comme  l'indique  la  figure. 

12.  —  La  construction   de   la  tangente  aux  conchoïdales 
présente  une  difficulté  particulière   dans  un   cas  que  nous 
allons   envisager.  Ce   n'est  pas  là  d'ailleurs  un   fait  isolé; 
et   les   exemples   sont   nombreux,   aussi  bien    dans    l'ana- 
lyse que  dans  la  géométrie,  exemples 
dans    lesquels    la    solution     du   cas 
général  cesse  d'être  valable,    même 
avec  les   modifications  qu'on  y  peut 
faire,  dans   certains   cas   singuliers. 

Tel  est,  dans  le  problème  qui  nous 
occupe,  le  cas  où  l'on  suppose  que  les 
courbes  U  et  Y  (fig.  10)  se  confondent. 
Nous  sommes  amenés  ainsi  à  consi- 
dérer une  coucboïdale  particulière  et 
qui  correspond  à  la  définition  sui- 
vante :  On  considère  une  courbe  V  et  un  point  A,  mobile  sur 
cette  courbe;  en  ce  point  A,  on  mène  une  tangente  A  sur  laquelle 
on  prend,  à  partir  du  point  A,  un  longueur  AI,  constante  et 
égale  à  h;  trouver  le  lieu  décrit  par  ce  point  I. 

La  construction  que  nous  avons  donnée  plus  haut,  con- 
struction très  simple,  mais  qui  repose  sur  le  tracé  des  tan- 
gentes aux  courbes  U  et  V  (fig.  40),  cesse  d'être  applicable 
quand  on  se  place  dans  l'hypothèse  particulière  que  nous 
examinons.  Nous  indiquons,  dans  le  paragraphe  suivant, 
une  solution  de  la  difficulté  que  nous  venons  de  soulever. 

13.  —  Considérons  deux  tangentes  voisines  à  la  courbe  Y, 

cl  prenons 
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AI  =  AT  =  h. 

Nous  allons  chercher  la  limite  des  positions  de  II'.  quand 
les  points  A,  A'  viennent  se  confondre. 


Fig.  Ib. 

A  cet  eifet,  prenons 

IR'  =  AR,  et  RT  =  RA'  ; 
nous  avons  alors 

RR'  =  RR"  =  h, 
et  nous   pouvons    aussi   remarquer  que  A  et  A'  sont   deux 
transversales  réciproques  du  triangle  RU'. 

Ceci  posé,  imaginons  la  parabole  P  qui  est  inscrite  au 
triangle  RU'  et  qui  est  tangente  a  A;  les  diamètres  de 
cette  parabole  seront 
parallèles  à  R'R"  (§2). 
Nous  savons  d'ailleurs 
que  le  foyer  de  P  ap- 
partient aux  cercles 
circonscrits  des  trian- 
gles formés  par  le 
quadrilatère  (RU',  A) 
Passons  maintenant' 
à  la  limite;  le  cercle 
circonscrit  au  triangle 
ARA'  (l'un  de  ceux 
auxquels  nous  venons 
de  faire  allusion)  a  pour  position  limite  le  cercle  décrit  sur 


Fig.  16. 
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la  droite  qui  joint  le  point  A  au   centre  de  courbure  de  V 
en  ce  point,  comme  diamètre. 

Soit    a  le    centre  de  courbure  de  V  au  point  A;  sur  Aa 
comme  diamètre  décrivons   un  cercle  8;  le   triangle  RR'R 
étant   isoscèle,  la  droite  R'R",  à  la  limite,  est  perpendicu- 
laire à  la  tangente  AL  On  conclut  de  là  que  la  direction  des 
diamètres  de  la  parabole  P  à  la  limite,  est  la  normale  Ax. 
Cette  droite  Aa  est  donc  l'axe  de  cette  parabole  limite  P', 
et  a  est  précisément  son  foyer.  Enjoignant  lx  et  en  élevant 
une  perpendiculaire  06'  à  cette  droite,  une  propriété  connue 
montre  que  06'  est  la  limite  de  II';  c'est  la  tangente  cher- 
chée. 

14.  —  Nous  bornerons  là  ces  considérations  sur  les  trans- 
versales réciproques;  mais  ces  droites,  en  raison  même  de 
la  simplicité  de  la  loi  qui  règle  leur  construction,  se  ren- 
contrent dans  un  grand  nombre  de  questions,  et  nous  aurons 
occasion  de  montrer  une  application  nouvelle  de  ces  trans- 
versales dans  une  étude  que  nous  publierons  prochaine- 
ment sur  l'hypocycloïde  à  trois  points  de  rebroussement. 

Nous  ferons  pourtant  une  dernière  remarque  relative  aux 
conchoïdales. 

15.  —  Reportons-nous  à  la  fignre  11  et  considérons  les 
deux  points  <j.  et  v   de  la  conchoïdale,  points  qu'on   peut 
appeler  correspondants  sur  la  conchoïdale. 
Puisque  nous  avons 

K'A  =  AK,     HA  =  AH, 
nous  avons  aussi 

K'H'  =  KH. 
Remarquons  encore  que  la  projection  de  HK  sur  \$m  est 
la  droite  B'V,  c'est-à-dire  2/1.  Nous   pouvons  donc,  d'après 
cela,  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  —  Si  l'on   considère   deux  points  correspon- 
dante y.,  v,  d'une  conchoïdale,  les  tangente*  à  celte   courbe,  en 
joints,  rencontrent  la  tangente  à  la  courbe  de  ré fèrence  TJ ', 
au  point  A  milieu  de  pi,  en  deux  points,  qui,  projetés  sur  |*v, 
donnent  un  segment  constant  et  égal  à  pv. 
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CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1884 
Mathématiques  spéciales. 

Par  le  centre  d'un  ellipsoïde  donné,  on  mène  trois  diamètres 
conjugués  quelconques,  et,  par  les  points  où  ces  droites  rencontrent 
la  sphère  circonscrite  au  parallélépipède  formé  par  les  plans 
tangents  aux  sommets  de  l'ellipsoïde,  on  fait  passer  des  plans. 

1.  Trouver  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  donné  P  sur  ces  plans  variables. 

2.  Ce  lieu  est  une  surface  du  quatrième  ordre,  dont  l'équa- 
tion peut  être  ramenée  à  la  forme  suivante  : 

(x2  +  y2  +  z2)2  -f  4AX2  -f  4Â'y2  -f  4AV  -f  8cx  +  8c'y 

-f  8c"z  +  4D  =  o. 
Trouver  toutes  les  sphères  telles  que  chacune  d'elles  coupe  la 
sphère  suivant  deux  cercles. 

3.  Ces  sphères  forment  cinq  séries,  parmi  lesquelles  deux  ne 
sont  pas  distinctes. 

Démontrer  que  les  sphères  de  la  série  double  passent  toutes 
par  un  même  point,  et  trouver  le  lieu  de  leurs  centres. 

Démontrer  que  les  sphères  des  trois  autres  séries  coupent  res- 
pectivement à  angle  droit  les  sphères  fixes  Slt  S2,  S3. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  ces  trois  séries. 


Solution  par  M.  Fontené,  professeur  de  Mathématiques  Élémentaires 
au  Collège  Rollin. 

PREMIÈRE    PARTIE 

La  surface  du  quatrième  degré  qui  figure  dans  la  question 
est  une  anallagmatique  du  quatrième  ordre  dans  un  cas  par- 
ticulier, et  pourrait  donner  lieu  à  des  développements  assez 
longs.  Je  me  bornerai  à  traiter  la  question  telle  qu'elle  est 
posée. 

Soit  l'ellipsoïde  et  la  sphère  de  Monge 

,r2  vl  n» 

E  =  -^+-^4--^._i=o; 
a*  o2  c2 
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S  =  x2  -f  rf  +  z2  —  (a2  -f  b2  -f  c2)  =  o. 
Soit  un  des  plans  de  l'énoncé 

P  =  l—  +  m~  4-  n— i=o. 

a  b  c 

Pour  obtenir  la  relation  entre  l,m,n  je  fais  une  transfor- 
mation homographique,  en  faisant  correspondre  au  point 
xyz  le  point  XYZ  donné  parles  relations 

—  =  X,   4-  =  Y,   —  =  Z. 

abc 

J'obtiens  alors 

E'  =  X2  -f  Y2  +  Z2  —  i  =  o 
S'  =  a2X2  -f  &2YS  -f  c2Z2  —  (a2  -f  b2  +  c2)  =  o. 
P'  =  IX  -f  mY  -f  nZ  — i  =  o. 
Gomme  la  transformation  effectuée  conserve  les  diamètres 
conjugués,  ce  plan  doit  couper  la  surface  S'   suivant  une 
conique  où  aboutissent  trois  diamètres  conjugués  de  la  sphère 
E';  c'est-à-dire  que  le  cône  qui  a  son  sommet  à  l'origine,  et 
pour  directrice   la   courbe  (S'P)   doit   être  capable   de  trois 
génératrices  rectangulaires.  On  a  facilement  la  condition 

l2  -\-  m2  -f-  n2  =  i . 
qui  lie  les  paramètres  du  plan  P. 

Cela  posé,  si  l'on  appelle  2a,  2(3,  2y,  les  coordonnées  du  point 
donné  I,  on  aura  le  lieu  en  éliminant  l,  m,  n,  entre  l'équation 
du  plan  P,  la  condition  ci-dessus,  et  les  équations  de  la  per- 
pendiculaire 

x  —  2  7.  y  —  2(3  z  —  2y 

/  m  n 

a  b  c 

Pour  faire  l'élimination  on  fait  une  combinaison  homo- 
gène on  /,  m,  n,  de  l'équation  du  plan  P  et  de  l'équation 
de  condition,  et  on  remplace  /,  m,  n  par  a(x —  2a),  etc.; 
ce  qui  donne  l'équation  du  lieu  : 

[X(X  —  2a)  -f  y(y  —  2p)  +  Z{Z  —  2y)]2  —  a2(x  —  2a)2 
—  62(y  —  2f/)2  —  C2(3  —  2y)2  =  O. 

Si  ou  transporte  l'origine  au  point  0' milieu  de  01,  l'équa- 
tion devient,  en  posant  01  =  20  : 

(x2  -f  y*  -f  z2  —  Z2)2  —  a2(x  —  a)2  —  b2(y  —  p)2 
-c2  (z  —y)2  =  0 
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avec 

Remarque.  —  La  condition  l2  -f-  m2  -f-  n2  =  i  montre  que 
le    plan    P    est    tangent    à   l'ellipsoïde    au  point 

—  =  L,    -f-  =  m,     —  =  n. 
abc 

Donc  la  surface  est  la  polaire  du  point  I.  Le  point  I  est  un 

point  double. 

DEUXIÈME   PARTIE 

Si  on  remarque  que  cette  équation  contient  le  carré  du 
premier  membre  de  l'équation  d'une  sphère,  le  premier 
membre  de  l'équation  d'un  cône,  il  est  facile  d'obtenir  une 
première  série  de  sphères  coupant  la  surface  suivant  deux 
cercles.  En  effet,  soit  la  sphère 
x%  +  t  +  z°~  —  32  —  2l(x  —  a)  —  2u.{y  —  fi)  —  2v(is  —  y)  =b  o. 

Elle  coupe   la  surface  suivant  une  courbe    située  sur  la 
surface  du  second  degré 
4[l(x  —  a)  -f  a(y  -  P)  +  v(s  —  Y;]2  —  a*(x  —  a)*  —  6*fe  — p)» 

-c*(*-Y)2  =  o; 
cette    surface   est  un   cône.   Si   ce  cône   se  réduit  à  deux 
phases,    la    section   par  la    sphère   se    composera  de  deux 
cercles.  Or,  on  trouve  facilement  la  condition 
a2 


4X2 


6* 


4a2 


qui  devient 


4v2 


=  o 


a2    '     b2     '     c2         4 


Or,  les  sphères  considérées  passent  au  point  a,  (3,  y, 
c'est-à-dire  au  point  I,  et  le  lieu  de  leurs  centres  (X,  y.,  v)  est 
la  surface  du  second  degré  ci-dessus  ;  elle  est  homothé- 
tique  à  l'ellipsoïde   donné,  le  centre  d'homothétie  étant  I, 

et  le  rapport  d'homothétie  — .  Si  donc  M  est  un  point  de  Tel- 
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lipsoïde  primitif,  la  sphère  décrite  sur  IM  comme  diamètre 
est  une  des  sphères  considérées  ici. 

Remarque.  —  Ce  résultat  est  facile  à  prévoir.  La  surface 
est  la  polaire  du  point  I,  par  suite  elle  est  l'enveloppe  des 
sphères  qui  ont  pour  diamètre  IM,  M'  étant  un  point  de  l'ellip- 
soïde ;  ces  sphères,  passant  au  point  double  I,  et  touchant 
la  surface,  peuvent  être  considérées  comme  bitangentes  à  la 
surface,  et  par  suite  la  coupent  suivant  deux  cercles  (théo- 
rème connu). 

TROISIÈME    PARTIE 

Pour  trouver  d'autres  sphères  coupant  la  surface  suivant 
deux  cercles,  j'introduis  un  paramètre  0  dans  son  équation, 
et  je  l'écris 

(X2_|_^_|_-2_52_0)2_  (fl2_  2<))X2  —  (b*—  26)î/°— (C2—  20)^2 

-f-  1Q}-J.X  -f-  2b'lrj\]  -f-  2C2y3 

—  a-y.-  —  b-tf  —  C2'/2  —  2o20  —  02  =  O. 

Je  dispose  de  0  de  façon  que  la  surface  du  second  degré 

qui  figure  dans  l'équation  soit  un  cône,  ce  qui  me  donne 

/  a2a 

(x-2  n-  y2  -f  z2  —  o°-  —  O)2  —  (a2  —  2())[x 


a2  —  20 


(b2  -  rt)(y 


b1^ 


b2  —  20 
c2  —  20 


■»«)(*— r^rr) 


avec  la  condition 

<****  I  bT  ,  C*Y"  2     2  MM  .2    2 

-J - ■ ■  —  a2a2  —  b*j  —  cV 


at  —  20       '       b2  —  20       '        C2  —  20 

—  28*6  —  02  =  o,  (1) 

équation  du  cinquième  degré. 

Cette  équation  devient  facilement 


O. 


aï  —  20  b2  20  C2  20 

Elle  admet  la  racine  double  0  =  o,  et  trois  autres  racines 
réelles  séparées  par 
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Cela  posé,  et  6  étant  racine  de  l'équation  précédente,  cou- 
pons la  surface  par  la  sphère 

(a*  +  f-  +  *a  -  *  -  •)  ~  2>(*  -  fl2!ltt2e)  -  M        ) 

—  2v(         )  =  o.  (2) 

La  courbe  d'intersection   est    sur    h  surface    du    second 
degré 


2A  rc 4-   .  .  .     —  (a2  —  20)  cr  — 

\  a2  —  2e  /   '         J  y\ 


a*a 


a2  —  20 


qui  est  un  cône.  Si  ce  cône  se  réduit  à  deux  plans,  la  sec- 
tion par  la  sphère  se  composera  de  deux  cercles.  Or  on  trouve 
facilement  la  condition 

+     <-'    + 

•       ;,2         .-.û 


a2  —  20  b'1  —  20  c2  —  2  0  4 

Donc,  0  étant  racine  de  l'équation  (1),  et  X,  >x,  v  vérifiant 
la  relation  (3),  la  sphère  (2)  coupe  la  surface  suivant  deux 
cercles.  Le  centre  étant  À,  y.,  v,  le  lieu  du  centre  est  la  sur- 
face (3);  on  a  ainsi,  pour  les  quatre  racines  0o,  0l5  0.,,  03, 
quatre  surfaces  homofocales.  Eu  outre  si  on  prend  par  rap- 
port aux  sphères  (2)  la  puissance  du  point  dont  les  coor- 
données sout 

a2-y  62S  r2v 


a-  —  20  62  —  20  c2  —  20  ' 

la  puissance  est  indépendante  de  X,  u.,  v,  et  les  sphères  de 
chaque  série  sont  orthogonales  à  une  sphère  ayant  ce  point 
pour  centre,  et  pour  carré  de  son  rayon  la  puissance,  c'est- 
à-dire 

u2  -f-  v-  -j-  ic%  —  o2  ~  0. 
En  particulier,  si  on  prend  la  racine  double  0  =:o  le  centre 
est 

u  =  a,     v  =  p,     w  =  y 
et  le  carré  du  rayon  est  nul  :  la  sphère  se  réduit  au  point  I. 
On   reconnaît  là  la  génération  des  surfaces  anallagmati- 
ques  du  quatrième  ordre. 

Remarque  I.  —  Soient  A,  B,  C  les  centres  des  trois  sphères 
orthogonales.  D'après  la  théorie  générale  des  surfaces  anal- 
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lagmatiques  du  quatrième   ordre,  le  trièdre  IÀ,  IB,  IC  est 
trirectangle.  et  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  de  centre  A 
est  AI2. 
L'orthogonalité  des  directioDS  IA,  IB,  revient  à 

<p(°i)  -  ?(Ôa)  =  o, 
o(ô)  étant  l'équation  en  6. 

Quant  au  carré  du  rayon,  la  vérification  conduit  à  l'équa- 
tion en  6  mise  sous  la  forme 

2fif2as 

— r-  .    .    .  —  202  —  0  =  O, 

a2  —  29    ~ 

où  elle  est  débarrassée  seulement  d'une  racine  nulle. 

Remarque  II.  —  L'équation  en  6,  où  on  introduit  u,  v,  w, 

donne  pour  l'équation  du  plan  ABC 

■xx         Sw     ,    va 

-5-  +  i}r+V-,  =  0î 

c'est  le  plan  polaire  du  point  I  par  rapport    à    l'ellipsoïde 
dont  le  centre  est  transporté  en  O'  milieu  de  01. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  également  une  solution  très  élégante  de  M.  Voi- 
gnier,  élève  du  Lycée  de  Nancy. 


CONCOURS  DP]  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1884 


Mathématiques . 


On  donne  une  conique 


X-  if- 


a2  ir  —  c2 

On  joint  un  point  M  de  cette  conique  aux  deux  foyers 
F  et  F. 

1.  On  demande  d'exprimer  les  coordonnées  du  cercle 
inscrit  dans  l'inlérieur  du  triangle  MFF',  au  moyen  des 
coordonnées  du  point  M. 

2.  Dans  le  cas  oit  la  conique  donnée  est  une  ellipse,  on 
démontrera  que,  si  l'on  considère  les  cercles  inscrits  dans 
deux  triangles  correspondant  à  deux  points  M  et  M'  de  la 
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conique,  l'axe  radical  de  ces  deux  cercles  passe  par  le  point 
milieu  du  segment  MM'. 

3.  Pour  chaque  position  du  point  M,  le  rayon  vecteur  FM 
touche  le  cercle  correspondant  en  un  point  P.  On  détermi- 
nera, en  coordonnées  polaires,  l'équation  du  lieu  décrit  par 
le  point  P.  On  prendra  le  foyer  F  pour  origine  des  rayons. 
et  l'axe  des  X  pour  origine  des  angles. 

Lavis. 

Deux  troncs  de  cône  égaux,  dont  les  axes  sont  verticaux, 
sont  raccordés  entre  eux  par  une  portion  de  sphère.  L'angle 
au  sommet  de  chaque  cône  est  de  900;  l'ensemble  des  trois 
corps  a  144  millimètres  de  hauteur.  Exécutera  teintes  plates, 
à  l'encre  de  chine,  le  lavis  du  solide  ainsi  constitué;  les  deux 
faces  sont  dépolies;  le  rayon  lumineux  est  dirigé  à  45°,  sui- 
vant l'usage. 

Trigonométrie . 

On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle 

a  =  i25i4m,87, 

b  =  22636,55, 

c  =  18915,92. 
Déterminer  les  trois  angles  et  la  surface  en  hectares. 

Géométrie  descriptive. 

Représenter,  par  ses  projections,  le  solide  commun  à  un 
cône  et  à  un  cylindre  pleins,  tous  deux  de  révolution. 

Les  axes  sont  de  front,  et  se  coupent  à  angle  droit  au- 
dessus  du  plan  horizontal,  leur  plan  est  à  10  centimètres  en 
avant  du  plan  vertical. 

Le  cône  est  tangent  au  plan  horizontal;  son  demi-angle 
au  sommet  est  le  quart  d'un  angle  droit. 

Le  cylindre  a  5  centimètres  de  rayon;  son  axe  rencontre 
le  plan  horizontal  à  16  centimètres  du  sommet  du  cône. 

On  prendra  la  ligne  de  terre  perpendiculaire  aux  grands 
côtés  du  cadre,  et  à  ésale  distance  des  deux  autres  côtés. 
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CONCOURS  DE  L'ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE 

EN  1884 


Mathématiques. 

a  et  b  désignant  les  coordonnées  rectilignes  rectangulaires 
d'un  point  M,  quelle  est  pour  chaque  position  de  ce  point 
la  nature  des  racines  de  l'équation 

3/4  +  8^3  —  1 2bt-  -f  46  =  o  ? 

On  construira,  en   particulier,    le   lieu   des   positions 
point  M  pour  lesquelles  l'équation  admet  une  racine  double, 
en  calculant  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction 
de  cette  racine. 

Physique. 

1.  —  Un  fil  métallique  est  tendu  par  un  barreau  de  cuivre 
horizontal  que  l'on  fait  osciller,  et  la  durée  de  l'oscillation 
est  0.  Le  fil  est  en  équilibre  quand  le  barreau  est  perpen- 
diculaire au  méridien  magnétique  ;  on  remplace  le  barreau 
de  cuivre  par  un  barreau  aimanté,  qui  se  met  alors  dans  une 
position  faisant  un  angle  a  avec  la  première.  On  fait  osciller 
le  barreau  aimanté  autour  de  cette  position  d'équilibre,  et 
on  trouve  que  la  durée  de  l'oscillation  est  t.  Quelle  est 
l'équation  qui  lie  les  trois  variables  6,  t  et  a? 

2.  —  Une  lunette  dont  l'objectif  a  une  longueur  focale 
égale  à  F  est  pourvue  d'un  oculaire  négatif  à  deux  verres, 
dont  le  symbole  est  1,  2,  3;  c'est-à-dire  que  le  verre  oculaire, 
celui  qui  est  tourné  vers  l'œil,  a  un  foyer  f\  le  verre  de  champ, 
c'est-à-dire  celui  qui  est  tourné  vers  l'objectif,  a  un  foyer  3f, 
et  la  dislance  des  verres  est  égale  à  if.  La  lunette  est  réglée 
pour  un  objet  infiniment  éloigné,  et  pour  un  œil  infiniment 
presbyte.  On  demande  :  1°  la  mise  au  point,  c'est-à-dire  la 
distance  de  la  lentille  de  champ  par  rapport  au  plan  focal 
de  l'objectif;  2°  le  grossissement;  3°  la  position  du  cercle 
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de  Ramsden,  ou  sa  distance  à  la  lentille  oculaire;  4°  la  gran- 
deur de  ce  cercle,  ou  le  rapport  de  son  diamètre  à  celui  de 
l'objectif. 

3.  —  Que  savez-vous  sur   les  grandeurs   électriques,  et 
sur  les  unités  qui  servent  à  les  mesurer  ? 


ECOLE  POLYTECHNIQUE  1884 


Questions  d'examens  oraux 

1.  —  Quel  est  le   degré   de   la   courbe   qui   correspond  à 
l'équation  polaire 

pOT(A  cos  moi  -j-  B  sin  mw)  =  i  ;  (m  entier). 

Déterminer  les  asymptotes. 

Comment  peut-on,  par  un  changement   d'axes,  ramener 

l'équation  précédente  à  la  forme 

i  , 
=  h  sin  mQ. 

2.  —  Démontrer  que  l'origine  est  un  sommet  de  la  surface 
qui  a  pour  équation 

xy  +  xz-t-yz-{-x  +  y-i-z=o. 

3.  —  Résoudre  les  inégalités 

ax  -j-  ty  -f-  c  >  o, 
a'x  -f-  b'y  -J-  c  >  o. 

4.  —  Construire  les  courbes  qui  correspondent  aux  équa- 
tions 

zr  =  sin  2W,     o3  =  sin  3co.     p*  =  siu  4»,     etc. 

5.  —  Construire  la  courbe  qui  a  pour  équation 

(y  —  xy  —  ce2)2  =  x3  ; 
comparer  cette  courbe  avec   celle  qui  correspond  aux  for- 
mules 

l:i 

x  =  t-,     11  = ; 

J         1  —  t 
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au  moyen  de  cette  dernière  formule  déterminer  la  tangente 
qui  est  parallèle  à  la  tangente  de  rebroussement. 

6.  —  Calculer  les  axes  d'une  section  plane  dans  un  para- 
fa oloï  de. 

/  i  \m 

7.  —  Limite  de  (  i  -j J    quand   m  est  une  expression 

imaginaire  dont  le  module  croit  au  delà  de  toute  limite. 

8.  —  Que  représente,  dans  un  plan  donné,  l'équation 

f(x,  y,s)=o, 
f  étant  une  forme  quadratique  homogène  des  lettres  x,  y,  :■  : 
que  représente  aussi 

/■(P,  Q,  R)  =  o, 
P,  Q,  R  étant  des  formes  linéaires  el  homogènes  des  lettres 
os,  y,  Z: 

9.  —  On  considère  l'équation 

f(x)  =z  O. 

Soit  a  une  quelconque  de  ses  racines,  démontrer  que  l'on  a 

I+fl  /(-l)' 

10.  —  Construire  la  courbe 

cos  3(o 


1        sin  2(o 
montrer  que  cette  équation  représente  une  cubique  passant 

par  les  ombilics  du  plan;  déterminer  son  asymptote  (y  =  —  j 

qui  est  inflexionnelle. 

11.  —  On  considère  deux  coniques  1",  f"  se  coupant  aux 
points  A,  B,  C,  D;  on  suppose  que  les  tangentes  en  A  cou- 
pent CD  en  deux  points  qui  forment  avec  C  et  D  une  divi- 
sion harmonique;  démontrer  que  cette  propriété  a  lieu  pour 
le  point  ]>.  c'est-à-dire  que  Les  tangentes  en  ce  point  à  Y 
et  à  l"  rencontrent  aussi  CD  en  deux  points  qui  forment 
avec  C  et  D  uuc  division  harmonique. 
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12.  —  On  considère  des  variables  indépendantes  x,  y,  z, 
vérifiant  constamment  l'égalité 

x-\-y  -\-z-a; 
démontrer  que  le  maximum  de 

xy  +  y»  +  zx, 

a  lieu  quand  on  suppose 

_  a 

x  —  y  —  z-  —  —. 

Généraliser  cette  proposition  en  l'étendant  à  p  variables. 

13.  —  Équation  générale  des  tangentes  parallèles  à  une 
direction  donnée;  la  déduire  de  l'équation  quadratique  des 
tangentes  issues  d'un  point  donné,  en  supposant  que  celui- 
ci  s'éloigne  à  l'infini  dans  la  direction  proposée. 

Appliquer  cette  même  idée  à  la  rechercbe  de  l'équation 
du  cylindre  circonscrit  aux  quadriques. 

14.  —  Que  représente  l'équation 

sin  2w 


9 


COS  G) 


15.  —  Construire  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation 

sin  3o> 


cos  « 
déterminer  en  particulier  le   point   de  cette  courbe    pour 
lequel  p  est  maximum. 

16.  —  Une  conique  T  passe  par  l'origine  tangentielle- 
ment  à  Oy,  trouver  l'équation  générale  des  coniques  qui 
passent  par  0  et  qui  sont  osculatrices  à  F;  c'est-à-dire  qui 
ont,  avec  F,  quatre  points  communs  confondus  à  l'origine. 

QUESTION  57 

Solution    par  M.  Jérôme  Callé.  ''-lève  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  de  Grenoble. 


Trouver  le  lieu  des  points  de  rebrousse  ment  des  courba  du 
troisième  ordre  qui  ont  pour  asymptotes  trois  droites  données,  et 
Venveloppe  des  tangentes  de  rebroussement.  (J.  Kœhler.) 
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1°  Prenons  pour  origine  de  coordonnées  le  centre  du 
triarigle,  et  pour  axes  une  médiane  et  la  parallèle  au  troisième 
côté.  Soit  3d  la  longueur  de  la  médiane. 

L'équation  générale  d'une  cubique  admettant  les  droites 
y  —  m(x  -j-  2d)  =  o,  y  4-  m(x  -f-  2tl)  =  o,  x  —  d  =  o 
pour  asymptotes,  est 

[y*  _  m*{cc  -f  2d)2](x  —  d)  +  Ace  +  By  4-  G  =  o. 

Transportons  les  axes   en   un  point  (a. (3).  Nous  obtenons 
[(y  +  l^)2  —  mHx  +  a  +  2(/)2](«  +  a  —  d)  +  Ace  -f-  B(/  -f-  Aa 
+  Bp  +  c  =  o. 

Les  courbes  étant  du  troisième  ordre,  pour  exprimer  que 
le  point  (a.p)  est  un  point  de  rebroussement,  il  faut  exprimer, 
et  cela  suffit,  que  le  point  (a. S)  est  un  point  double,  et  que 
les  tangentes  à  la  courbe  en  ce    point   se  confondent. 

Si  (a.js)  est  un  point  double,  les  coefficients  angulaires 
des  tangentes  en  ce  point  sont  données  par  l'équation 

i2(a  —  d)  +  2^  —  3  m"(a  +  d)  =  o.  (1) 

Le  point  sera  de  rebroussement,  si 

V-  4-  3m*(a8  —  rf2)  =  o.  (2) 

Cette  équation,  étant  indépendante  des  paramètres  va- 
riables A,  B,  C,  représente  le  lieu  demandé.  —  On  voit  que 
c'est  une  ellipse  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  en 
leurs  milieux. 

2°  La  tangente  de  rebroussement    a  pour  équation 

y  -?=  __J_   (*_*). 


Posons 

P 


a  —  d 

Cette  relation  et  la  relation  (u2)  nous  donnent 
./(/'-  —  3m2)        s  6am*l 


3ms  4-  /2  3ros  4-  /'- 

L'équation  de  la  tangente  esl  donc 
y(3m2  4-  /2)  —  6amH  =  /[cc(3m2  4-  t2)  —  «(/2  —  3m2)]. 
Pour  avoir  L'enveloppe  de  cette  droite,  il  suffit  d'exprimer 
que  cette  équation  admet   une  racine  double  pour  /.  Si  nous 
appliquons  la  formule 

(BB'  —  9AA)2  =4(B2—  3AB)(B'2  —  3A'B), 
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qui  exprime  que  l'équation  Ace3  -f-  Bx2  -f-  B'x  -f-  A'  =  o  a 
une  racine  double,  nous  trouvons  pour  l'enveloppe  demandée 
4m2i/2(2X  —  3c/)2  =   [y2  —  gm2(x  —   d)(x  +  Sd)][m2(x 
+  W  -  .V2]-  (3) 


La  courbe  n'admet  pas  d'asymptotes,  car  les  directions 
asymptotiques  sont   données  par  l'équation  (l2  -f-  3?7i2)2  =  o. 

Nous  pouvons  séparer  en  régions  par  une  byperbole  et 
deux  droites  (voir  la  fig.)  ;  on  en  déduit  par  raison  de  symétrie 
deux  autres  séparations  par  une  byperbole  et  deux  droites. 
On  voit  alors  qu'il  n'y  a  pas  de  points  de  la  courbe  en  debors 
du  triangle  formé  par  des  arcs  d'byperbole  tels  que  PMN;  Nest 
un  point  de  rebroussemenl  ;  on  en  conclut  que  les  deux  autres 
sommets  du  triangle  formé  par  les  droites  y  =  +  m(œ  -f-  3cf) 
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et  x  =  — ,  sont  aussi  des  points  de  rebroussement.  Les  tan- 

2 

gentes  de  rebroussement  sont  les  médianes  du  triangle.  — 
La  courbe  est  d'ailleurs  tangente  aux  côtés  du  triangle  donné 
en  leurs  milieux. 

Cas  particuliers.  —  Soit  2a  la  longueur  du  côté  BC  ;  nous 
aurons     3md  =  a. 

Remplaçons  m  par  sa  valeur  en  fonction  de  cl  et  de  a  et 
transportons  les  axes  de  coordonnées  au  point  x  =d.  L'équa- 
tion (1)  devient 

3d2if  -f  a2x(x  4-  d)  =  o, 
et  l'équation  (3) 
4.a2dy*(2X  —  d)2  —  [dhf  —  a2x(x  -f-  ^d)][a2{x  +  4a)2  —  gd2y2] 

Pour  d  =  o,  la  première  équation  se  réduit  à     x2  =  o  , 

La  deuxième  à   x4  =  o, 

Pour  d  =  oo ,  on  a  pour  le  lieu  des  points  de  rebrousse- 
ment :  y2  =  o 

2(2   1/3 

Et  pour  l'enveloppe  :  ?/2  —  o,  et  y  =  =b . 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


132.  —  On  considère  des  paraboles  P  qui  sont  tangentes 
à  l'origine  à  l'axe  Ox,  et  dont  les  directrices  enveloppent  la 
parabole  fixe  qui  correspond  à  l'équation 

y2  —  2px  =  o 
(axes  rectangulaires). 

Démontrer  :  4°  que  l'équation  générale  des  paraboles  P 
est 

(y  —  Xac)1  —  2pÀ'j/  =  o. 
)   désignant  un  paramètre  variable; 
2°  Que  l'enveloppe  de  ces  paraboles  a  pour  équation 

2.r;3  =  2-jpy2, 
3°  Que  le  lieu  des  foyers  est  une  cissoïde  ; 
î    on  propose  enfin  de  trouver  l'enveloppe  des  axes  des 
paniboles  1'. 
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Ce  lieu  est  l'hvpocycloïde  à  trois  rebroussenients. 

(G.  L.) 

133.  —  Soit  ABC  un  triangle;  ABC  le  triangle  formé  par 
les  trois  tangentes  en  A,  B,  C  au  cercle  circonscrit;  0  le  cen- 
tre du  cercle  inscrit;  A1;  B1}  C,  les  pieds  des  bissectrices 
intérieures; 

A2  le  point  où  la  perpendiculaire  à  OA  menée  par  0  coupe  BC 

B2  —  —  OB  —         —  AC 

C2  —  -  OC  —         —  AB 

Appelons  Ha  la  conique  qui  passe  par  les  cinq  points  A',  B^B^  Ct,  C2 

—  H;,  —  —  —        B ,  C1;  C2,  At,  A2 

—  Hc  —  —  —        C,  Al5  A2,  B,,  B2. 
Ces  coniques  sont  toujours  des  hyperboles;  elles  ont  deux 

à  deux  une    direction  asymptotique   commune  parallèle    à 
l'un  des  côtés  du  triangle  A'B'C. 

En  dehors  des  points  communs  qui  les  déterminent,  et  du 
point  situé  à  l'infini, 

Hb  et  Hc  se  coupent  en  A3, 
Hc  et  Hrt  —  B3, 

Ha  et  Hj  —  C3. 

Démontrer  que  les  parallèles  à  B'C,  k'C.  A'B'  menées  res- 
pectivement par  A3,  B3,  C3  se  coupent  en  un  même  point. 

Énoncer  les  théorèmes  analogues  obtenus  en  remplaçant 
0  par  Oa,  centre  du  cercle  ex-inscrit  (Em.  Lemoine.) 

134.  —  Soit  un  point  0  du  plan  du  triangle  ABC 
L'antiparallèle  à  BC  menée  par  0  coupe  BC  en  it,  AC  en 

i2,  AB  en  i3. 

L'antiparallèle  à  CA  menée  par  0  coupe  BC  en  21}  AC  en 
22,  AB  en  23, 

L'antiparallèle  à  AB  menée  parO  coupe  BC  en  3t,  AC  en 
32,  AB  en  33. 

Le  lieu  des  points  0  pour  lesquels  i1;  22,  33  sont  en 
ligne  droite,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  pour  lesquels 
l'hexagone  i33121i2322:!  est  inscriptiblc  à  une  conique,  est 
l'hyperbole  équilatère  circonscrite  à  ABC 

a*\b*  —  c2)  cos  A        6J(c2  — aa)  cos  B        c2(a2  — 62)  cos  C 

1 2 ! =o 

x  p  V 
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(Examiner  le  cas  du  triangle  rectangle,  du  triangle  isos- 
cèle.)  Parmi  ces  points  trouver  celui  pour  lequel  32,  i3,  2t 
sont  en  ligne  droite  ainsi  que   i2,  23,  3^ 

Les  lieux  des  points  pour  lesquels  respectivement  it,  23,  32, 
22,  i3,  3t  sont  en  ligne  droite  sont  les  coniques 

(c2  —  b2)  cos  A  bc  cos  G     .     bc  cos  B 

=  o. 

P  Y 

ac  cos  G         (c2  —  a2)  cos  B         ac  cos  A 

=  0, 


a  P  Y 

qui    se    coupent    en    un    point   pour  lequel  i2;  2,,  33  sont 

aussi  en  ligne  droite.  (Ém.  Lemoine.) 

135.  —  Si  l'on  joint  un  point  M  quelconque  d'une  hyper- 
bole équilatère  aux  deux  extrémités  A  et  A' d'un  diamètre, 
les  cordes  conjuguées  à  ce  diamètre  sont  des  antiparallèles 
de  AAr  dans  le  triangle  AMA  .  (Êm.  Lemoine.) 

136.  —  Enveloppe  des  coniques  qui  ont  un  diamètre 
AA'  =  ia  donné  en  grandeur  et  en  position,  et  le  conjugué 
donné  en  grandeur  seulement.  (Ém.  Lemoine.) 

137.  —  Au  moyen  de  l'hexagramme  de  Pascal,  con- 
struire le  sommet  d'une  hyperbole,  connaissant  l'axe  trans- 
verse,  deux  points  et  la  direction  d'une  asymptote. 

(Ém.  Lemoine.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
F..  VAZE1I.LE. 


Illl'Ul'iii  C1IBMIN-    HK  1  K I i ,    —   HfPRUUWII     CHAH. 

HLE  liKHOKUE    St,  PAins.  —  17:!48-4. 
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SUR 

L'HYPOGYCLOÏDE  A  TROIS  REBROUSSEMENTS 

Par  M.  G.  de  L.oiigchamps. 


1.  —  Parmi  les  courbes  célèbres,  qui  méritent  ce  nom  par 
les  travaux  divers  qu'elles  ont  provoqués  et  par  les  proprié- 
tés remarquables  dont  elles  jouissent,  on  peut  placer,  au 
premier  rang-,  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussemenls. 

On  sait  que  cette  courbe  peut  èlre  engendrée  comme  une 
roulette  par  un  cercle  roulant  à  l'intérieur  d'un  autre  cercle 
de  rayon  triple;  ou,  encore,  ayant  un  rayon  égal  aux  3/2 
de  celui  du  premier. 

Elle  parait  avoir  été  découverte  par  Euler  (1).  Depuis,  Slei- 
ner  (2)  a  donné  des  théorèmes  intéressants  sur  la  forme  de 
la  courbe  et  la  longueur  de  ses  arcs;  il  a  également  fait 
connaître  la  quadrature  de  son  aire.  M.  Schrôter  (3)  et  après 
lui  M.  Cremona  (4)  ont  repris  l'étude  de  cette  courbe  que  ce 
dernier  a  si  justement  nommée,  pour  exprimer  l'abondance  et 
la  simplicité  de  ses  propriétés,  la  courbe  merveilleuse.  Plus 
récemment,  M.  Painvin  (6)  a  présenté  une  étude  analytique 
de  celte  courbe  sur  laquelle  M.  Laguerre  (6)  a  fait  con- 
naître vers  la  même  époque  quelques  propriétés  intéressantes 
et  qui  n'avaient  pas  encore  été  vues.  Enfin,  nous  devons 
signaler  ici  ce  fait  que  l'hypocycloïde  à  trois  rebrou s- 
sements  fait  partie  de  la  famille  que  M.  de  la  Gournerie  (7) 

(1)  Euler.  De  duplici  genesi  epicycloïdum  quam  hypocycloidum  ;année  1781) 
—  Actes  de  l'Académie  des  sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

(2)  Steiner.  Journal  de  Crellc    t.  LUI,  p.  231  . 

(3)  Schrôter.  Journal  de  Crelle  (t.  L1V.    p.  31  . 

(4)  Cremona.  Journal  de  Crelle  (années  1863,  1864  et  1865). 

(5)  Nouvelles  Annales,  1870.  —  2e  série;  t.  IX,  p. -202  et  256. 

(6)  Cours  de  la  salle  Gerson,  1870.  —  .\ouiellcs  Annales,  1870;  lettre  à 
M.  Bourget. 

(7)  Jules  de  la  Gournerie.  Recherches  sur  les  surfaces  réglées  létraédrales 
symétriques   Gauthier-Yiilars.  1867). 
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a  particulièrement  étudiée  dans  ses  recherches  sur  les 
courbes  triangulaires  symétriques. 

L'équation  de  cette  courbe  est  assez  compliquée,  soit  dans 
le  système  cartésien,  soit  dans  le  système  des  coordonnées 
polaires,  et  elle  ne  prend  une  forme  simple  que  dans  le  sys- 
tème, peu  employé  dans  nos  cours  de  Mathématiques  spé- 
ciales, des  coordonnées  trilinéaires,  quand  on  adopte  pour 
triangle  de  référence  celui  dont  les  sommets  coïncident  avec 
les  points  de  rebroussement.  Ceci  explique  peut-être  pourquoi 
cette  courbe  est  moins  connue  que  plusieurs  autres  qui 
n'offrent  pas,  à  beaucoup  près,  le  même  intérêt. 

Mais  on  peut  éviter,  dans  l'étude  de  l'hypocycloïde  à  trois 
rebroussements,  l'emploi  des  coordonnées  trilinéaires  en 
remarquant  que  cette  courbe  étant  du  quatrième  ordre  et 
possédant  trois  points  doubles,  est  du  genre  zéro.  En  un  mot, 
elle  est  unicursale.  C'est  sous  ce  point  de  vue  que  nous  con- 
sidérons l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  dans  l'étude 
qui  suit. 


2.  —  Prenons  les  formules  : 

x       (!(3  +  l2) 


y         ^ 


(A) 
(B) 


r      (i-HT 

Elles  définissent  une  courbe  et  nous  ferons  voir  tout  à. 
l'heure,  en  la  construisant,  que  cette  courbe  n'est  autre  chose 
que  celle  qui  a  été  étudiée  dans  les  mémoires  que  nous 
avons  cités.  Nous  convenons,  pour  abréger  le  langage,  de 
la  désigner  dans  les  développements  qui  suivent  par  la 
lettre  C.  Il  serait,  croyons-nous,  de  peu  d'intérêt  d'expliquer 
ici  comment  nous  sommes  arrivés  ;i  ces  formules;  on  peut 
y  aboutir  par  des  voies  diverses,  mais  nous  les  prenons 
simplement  comme  définissant  une  courbe  C  dont  nous  nous 
proposons  l'élu  le. 

3.  Construction  de  la  courbe.  —  La  formule  (A) 
prouve  que  l'on  a  toujours  x  >  o;  de  plus,  en  observant  que 

x_,9_=  (i'  —  3)i 
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on  voit  que   la    courbe  G  est  comprise  tout   entière   entre 
l'axe  yy'  et  la  droite  A  qui  correspond  à  l'équation 

Cherchons  maintenant  les  points  communs  à  G  et  à  une 
droite  passant  par  l'origine.  L'équation  de  cette  droite  étant 

y  —  mx  =  o, 
nous  trouvons,  pour  déterminer  m,  l'égalité 
mf1  —  it  -f-  3m  =  o. 
Pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  que 
l'on  ait 

m2<  y, 

et  si,  par  l'origine,  on  trace,  comme  l'indique  la  figure,  deux 
droites  A',  A",  inclinées  de  3o°  sur  l'axe  ox,  elles  forment  avec 
A  un  triangle  équilatéral  dans  l'intérieur  duquel  la  courbe 
G  est  complètement  renfermée. 

Sans  insister  autrement  sur  cette  construction,  nous  lais- 
sons au  lecteur  le  soin  de  vérifier  que  la  courbe  G  qui 
correspond  aux  formules  (A)  et  (B)  a  la  forme  générale 
indiquée  par  la  figure  ci-dessous. 

Les  trois  sommets  O,  O',  O",  du  triangle  équilatéral  A  A' A", 
sont  les  trois  points  de  rebroussement  de  la  courbe  et  les 
tangentes  en  ces  points  sont  les  médianes  de  ce  triangle. 
Les  sommets  de  G  sont  trois  poinls  silués  sur  ces  droites 
et  huit  fois  plus  rapprochés  de  la  base  du  triangle  que  du 
sommet  correspondant. 

4.  Interprétation  du  coefficient  t.  —  Nous  ferons 
observer,  avant  d'aller  plus  loin,  que  le  paramètre  arbitraire  t 
représente  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  cor- 
respondant. 

On  trouve,  en  effet,  par  un  calcul  évident, 
!        dx     _  3  —  t2 


R       dt  (  i  -f-  P) 

_L    EL  -  o  2    3  ~  r' 


R       dt  (:  -f-  c 
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on  a  donc 


dx 


t. 


5.  Equation  générale  des  tangentes  à  la  courbe  C. 

—  Cherchons  maintenant  l'équation  générale  des  tangentes 
à  la  courbe  C. 

Soit  /  le  paramètre  d'un  point  M  pris  sur  C  ;  l'équation 

o" 


d'une  droite  parallèle  à  la  tangente  en  ce  point  peut  toujours 

('•lie  représentée  par 

y  —  t.r  ■+-  KR<3  =  o  ; 
proposons-nous  de  déterminer  K,  en  exprimant  que   celte 
équation  est  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  SI.  Nous 
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avons  d'abord 


2t3  t3(3  -f  t2) 


ïi  -f*2)2        (i  +  i2)2 

puis,  après  simplification, 

T 

K  = 


+  Kt3=o  ; 


i+*2 
L'équation  générale  que  nous  cherchons  est  donc 

y-tx+  R—^-^o  (1).  (T) 

Il  résulte  de  cette  équation,  entre  autres  conséquences,  que 
la  courbe  C  est  de  la  troisième  classe,  propriété  que  nous 
vérifions  par  ce  calcul,  mais  qui,  comme  on  le  sait,  est 
commune  à  toutes  les  quartiques  possédant  trois  points  de 
rebroussement. 

Voici  maintenant  quelques  propriétés  de  la  courbe  G  qui 
découlent  très  simplement  des  calculs  précédents. 

6.  Théorème  I.  —  Le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  nener, 
à  la  courbe  G,  deux  tangentes  rectangulaires  est  le  cercle  inscrit 
aux  trois  arcs. 

La  relation  (T)  peut  s'écrire 

t3(R  —  x)  +  l*y  —  tx  -f-  y  =  o. 

Le  produit  des  racines  de  cette  équation  est 

_y 

x  —  R  ' 

et    si   le  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  jouit  de  la 
propriété  énoncée,  la  quantité 

y 

R—  x  ' 
est  une  des  racines  de  l'équation  précédente.  L'équation  du 
lieu  cherché  est  donc, 

y2  y2  x 


i+o 


(R  —  xf     ■     (R  —  xY  R  —  x 

ou, 

i\f  —  x(R  —  x)  +  (R  —  ce)2  =  o. 


(1)  Cette  équalion  met  en  évidence  immédiate  le  théorème  suivant  énoncé 
par  M.  Laguerre  (loc.  cil.)  :  Les  trois  tangentes  que,  par  un  point,  on  peut 
mener  à  l'hypocycloide,  font,  avec  une  quelconque  des  tangentes  de  rebrousse- 
ment, des  angles  dont  la  somme  est  un  multiple  deiz. 
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Cette  équation  représente  bien  le  cercle  8,  inscrit  à  la 
courbe,  et  passant,  comme  le  montre  la  figure,  par  ses  trois 
sommets  S,  S',  S". 

7.  Théorème  II.  —  Si  Von  mène  à  la  courbe  C  une  tan- 
gente T,  elle  rencontre  G  (abstraction  faite  du  point  de  con- 
tact M)  en  deux  points  \t.t,  ;x2  ;  les  tangentes  en  ces  points  sont 
rectangulaires. 

Soit  t'  le  paramètre  de  M,  la  droite  T  a  pour  équation 

y  -  t'x  +  R    i   *  '  <ra   =  o.  (o) 

Cherchons  l'intersection  de  T  avec  C  et,  à  cet  effet,  con- 
sidérons l'équation 

2t:}  t't2(3   +  *2)      ,  t'3 


(i  +  tr        (i  +  o2    '    i  +  «" 

laquelle,  après  développement,  devient 

tH'  —  2i3(i  -f  t'2)  -f  W(3  -f  t'*)  —t'3  =  o. 
Cette  dernière  égalité  peut  s'écrire  encore 
(t  —  t')-(tH'  —  2t  —  t')  =  o. 
Les  paramètres  t",  / '",  qui  correspondent  aux  points  [j.i,  \j.2, 
sont  donc  les  racines  de  l'équation 

IH'  —  2t  —  t  =  o. 
On  déduit  de  là 

t"f  =  —  i , 
et,  en  rappelant  l'interprétation  géométrique  des  coefficients 
t"   et  T',  on   voit   que  les  tangentes  menées  à  la  courbe  C 
aux  points  ^  et  <j.2  sont  rectangulaires. 

8.   Théorème  III.  —  La  longueur  de  la  tangente  inter- 
ceptée par  la  courbe  est  constante  et  égale  à  R. 

Désignons  par  x",  y",  les  coordonnées  de   y.,,  paras'",  y 
celles  de  \j.2,  nous  avons 

-f-  (</"  —  y'")2  =  !\!*»2- 

Calculons  d'abord  les  différences  (x" —  x"')  el  (y"  —  y  |. 
Nous  avons 

se"  —  a;"          /"a(3  +P)  r(3  +  f'"2) 

"R-         =     (i  -f  f»)«  (i  +Ha 
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En  tenant  compte  de  la  relation 
t"f  =  —   i, 
il  vient 

x   —  x'"  t"2(3  +  t"2)  S*"2  +  i 

R  ""      (i  +  t"2)2  ( i  -f  t"2)2  ' 

ou,  encore, 

x"  —  x'"  t"2  —  i 


Un  calcul  analogue  donne 


R  t"2  +  i 

lonne 

r  -  y'"  2^" 


R  t"2  -f  i 

Ces  deux  dernières  égalités  prouvent  que 

et  l'on  a,  finalement, 

fAi|A2  =  R. 
Ce  théorème  remarquable  est  dû  à   M.  Cremona  (loc.  cit.). 

9.  Formules  principales.  —  Les  calculs  qui  précèdent 
suffisent  pour  montrer  comment  on  peut  très  simplement 
déduire,  des  formules  qui  nous  ont  servi  à  définir  G,  les 
propriétés  de  cette  courbe.  Pour  abréger,  nous  nous  borne- 
rons à  énoncer  quelques  résultats  que  nous  laissons  au 
lecteur  le  soin  de  vérifier. 

Les  notations  suivantes  étant  adoptées  : 

t,  coefficient   angulaire  d'une  tangente  quelconque  fi^Ugî 

a,  (3,  coordonnées  du  point  A,  point  de  concours  des  tan- 
gentes en  [^  et  en  u2; 

0',  0",  coefficients  angulaires  des  deux  tangentes  rectan- 
gulaires issues  de  A; 

0,  coefficient  angulaire  delà  troisième  tangente  issue  de  A, 

on  a  les  relations  suivantes 

a  i  4-  t2  p  t 

1°  rsr-  = 


R   "      2(i+tV           R  2(i-f-r!)  ' 

2°  T2 i  =  o, 

T 

a  pour  racines  0\  0"; 

S 

K  —  K 
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a  —  R 

4°  *  =  — • 

De  ces  formules,  et  de  considérations  géométriques  élé- 
mentaires, découlent  des  conséquences  nombreuses;  nous 
signalerons  les  plus  saillantes,  mais  sans  nous  arrêter  à  les 
démontrer. 

Pour  rendre  ce  tableau  plus  complet,  nous  avons  énoncé 
de  nouveau  les  propriétés  que  nous  avons  établies  plus  haut. 

10.  Propriétés  élémentaires  principales  de  l'hy- 
pocycloïde.  —  1°  [j-^u  est  constant; 

2°  Les  tangentes  ^A,  u2A,  sont  rectangulaires; 

3°  Elles  se  coupent  sur  le  cercle  inscrit; 

4°  La  tangente  Ay.3  est  perpendiculaire  sur  [i.tu.2  au 
point  M2  qui  appartient  au  cercle  inscrit; 

5°  Les  tangentes  Aa15  A;^  sont  les  bissectrices  de  l'angle 
formé  par  la  troisième  tangente  A;v.3  et  par  la  tangente  en  A 
au  cercle  inscrit  ; 

6°  SA  est  le  double  de  SB;  SM2  le  double  de  SA;  réci- 
proquement une  corde  AB  d'un  cercle  qui  se  meut  de  telle 
façon  que  l'on  ait  constamment  SA  =  2SB,  engendre  une 
hypocycloïde. 

7°  On  a  MM4  =  MtM8» 

et  M;;-!  =  M2ixs. 

11.  Cercle  de  courbure  en  un  point  de  l'hypocy- 
cloïde.  —Sans  étendre  davantage  cette  nomenclature  qui 
peutêtre  très  longue,  comme  on  peut  s'en  assurer  en  se  reportant 

aux  mémoires  cités,  nous  nous  arrêterons  sur  cette  propriété 
pour  montrer  comment  elle  peut  servir  à  construire  le  cercle 
de  i-ourbure  en  un  point  pris  sur  G.  C'est  cette  construction 
que  nous  avons  annoncée  (l)et  qui  repose  sur  la  considération 
des  propriétés  des  transversales  réciproques,  exposées  pré- 
cédemment. 

Prenons  sur  C  deux  points  voisins  I,  J,  et  soient  IAB,  JCD, 
les  tangentes  correspondantes  qui  coupent  le  cercle  inscrit 
à  l'hypocycloïde,  respectivement,  aux  points  A,  B;  G,  D. 

(1)  V.  Journal,  p.  15Î. 


JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES  Ml 

Nous  avons  donc 

IA  =  AB,     et     JC  =  CD. 
Soit  R  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  considé- 
rées; prenons,  comme  l'indique  la  figure, 
BR'  =  RI,        DR"=RJ, 
nous    formons    ainsi    un     triangle    RR'R"  dans  lequel  les 
droites  IJ  et   BD    sont   deux    transversales  réciproques,  et 
nous  savons  (Journal,   loc.  cit.)  que  l'axe  de  la  parabole  P, 
tangente  à  IJ,  et  inscrite  au  triangle    RR'R",  est    parallèle 
àBD. 

Cette  propriété  étant  rappelée,  imaginons  que  le  point  I 
se  déplace  sur  l'hypocycloïde  et  qu'il  vienne  se  confondre 
avec  J.  A  chaque  position  du  point  I  correspond  une  para- 
bole P,  définie  comme  nous  venons  de  le  dire,  et  nous  allons 
chercher  ce  que  devient,  à  la  limite,  le  foyer  f  de  cette 
courbe,  point  qui  a  été  déterminé,  comme  l'indique  la 
figure,  en  s'appuyant  sur  les  deux  propositions  suivantes  : 
1°  il  appartient  au  cercle  U  circonscrit  au  triangle  JRI; 
2°  après  avoir  tracé,  par  le  point  R,  une  droite  RK  parallèle 
à  BD.  on  mène  R/*  symétrique  de  RK,  par  rapport  à  la  bis- 
sectrice de  l'angle  JRI. 

Supposons  donc  que  le  point  I  soit  venu  se  confondre 
avec  J;  la  droite  R'R"  qui  est  toujours  parallèle  à  AG, 
puisque  les  points  A,  C,  sont  les  milieux  des  côtés  RR', 
RR",  a  pour  position  limite  la  droite  DR'"  menée  par  D,  paral- 
lèlement à  la  tangente  CA'.  D'autre  part,  le  cercle  RR'R", 
cercle  qui  passe  par  le  point  f,  devient  le  cercle  Y,  cercle 
qui  passe  par  J  et  par  D,  tangentiellement  à  DR".  Enfin  la 
droite  R/  a  pour  position  limite  la  droite  JF,  droite  menée 
par  J,  parallèlement  à  CA'. 

Ainsi  le  point  f  a  une  position  limite  F,  bien  déterminée; 
cherchons  maintenant  ce  qu'est  devenu  le  cercle  RIJ,  cercle 
qui  passe  constamment  par  le  point  de  concours  des  nor- 
males en  I  et  en  J,  et  par  le  foyer  f.  Sur  la  figure  3,  la 
limite  de  U  serait  un  cercle  U' passant  par  J,  tangentielle- 
ment  à  la  droite  JCD,  et  par  F.  Le  centre  0  de  U'  s'obtien- 
dra donc  en  élevant  OJ  perpendiculaire  à  CD  et  en  abaissant 
du  point  D  une  perpendiculaire  sur  JF.   Le  point   de   con- 
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cours  des  deux  uorruales  infiniment  voisines  s'obtiendra 
donc  en  prenant  le  point  symétrique  de  J,  par  rapport  au 
point  0,  et  l'on  peut  dire,  finalement,  que  le  rayon  de  cour- 
bure au  point  J  est  égal  au  double  de  OJ. 

On  voit  d'ailleurs  que  OJ  =  4.C0H  et  l'on  peut  énoncer  le 
théorème  suivant,  que  nous  croyons  nouveau. 

Théorème.  —  Le  rayon  de  courbure  en  un  point  J,  pris 
sur  l'hypocycloïde,  est  égal  à  huit  fois  la  distance  du  centre  du 
cercle  inscrit  à  la  courbe,  à  la  tangente  au  point  considéré. 


NOTES  SUR  L'ELLIPSOÏDE 

Par  M.  Edouard  Lucas. 


Théorème  I.  —  Si  trois  points  d'une  droite  demeurent 
sur  les  faces  d'un  trièdre,  un  quatrième  point  de  la  droite  dé- 
crit un  ellipsoïde.  (Dupin) 

Prenons  les  trois  plans  pour  plans  de  coordonnées  ; 
soient  A,  B,  G  les  points  qui  demeurent  respectivement 
dans  les  plans  des  YZ,  des  ZX,  des  XY  ;  désignons  par  a,  b,c 
les  distances  de  ces  points  au  quatrième  point  M  de  coor- 
données x,  y,  z.  Les  équations  de  la  droite  mobile  sont 
X  —  x  Y  -  y  Z  —  z 

—r~  -  — p—  -  — —  -  P' 

a,  p,  y,  désignant  les  coordonnées  d'un  point  N  situé  sur  une 
parallèle  ON  à  MA  menée  par  l'origine  0,  et  à  uoe  distance 
de  l'origine  égale  à  l'unité,  et  p  désignant  la  distance  du 
point  de  coordonnées  X,  Y,  Z,  au  point  M.  Si  l'on  exprime 
que  les  points  A.  B,  C.  sont  sur  cette  droite,  on  trouve 

—  x  =  a-j..       —  y  =  bp,       —  3  —  cy.  (1) 

On  a  d'ailleurs 

ON3  =  1  =  x2  -f  pa  +  y2  -f  20y  cos  (y,  s) 

-f-  2ya  COS  (z,  x)  -f-  2a(3  cos  (x,  y); 

el  en  tiranl    x,  t3,  y  des  équations  précédentes,  un  obtient 
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pour  l'équation  du  lieu 
b 


179 


4 


+  — +2 


cos  (y.  z) 


+   2 


ca 


cos  (y,  z)  -j-  2 


a6 


6c 
cos  (x,  y)  =  i 


Théorème  II.  —  Le  volume  de  l'ellipsoïde  considéré  dans  le 
théorème  Ier  est  indépendant  des  angles  du  trièdre.  (Ed.  Lucas.) 

En  effet,  le  discriminant  du  premier  membre  de  l'équation 
précédente  est 

cos  (y,z) 


i 

HT 

cos  {y,z) 


ab 
cos  (z,x) 


ac 


ab 

i 

~v 

cos  (x,y) 
6c 


cos  (z,x) 

ac 
cos  (x,y) 

bc 

i 


ou,  par  une  transformation  immédiate, 


8  =  sin2  (x.y.z). 

On  calcule  de  même  A  et  en  portant  dans  l'expression 
bien  connue  du  volume  de  l'ellipsoïde,  on  trouve  tout  de 
suite 

V  =  4-vabc. 


Théorème  III.  —  Si  quatre  points  d'une  droite  demeurent 
sur  les  faces  d'un  tétraèdre,  un  point  quelconque  de  la  droite 
décrit  une  ellipse:  et  la  droite  reste  parallèle  aux  génératrices 
d'un  cône  de  révolution.  (Mannheim.) 

En  effet,  désignons  par 

X  Y         Z 

r-r-  H =  I« 

«i  bt  ct 

l'équation  du  quatrième  plan,  et  par  d  la  distauce  du  qua- 
trième poiut  qui  demeure  dans  ce  quatrième  plan  au  point 
M.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont  x  -f-  dx,  y  -\-  tf|3, 
z  -\-  dy  ;  on  a  donc 

ai         6,         c,  \ot         6t    '    cj 
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Si  l'on  élimine  a,  p,  y,  entre  cette  équation  et  les  équa- 
tions (1)  on  trouve 

<a-d>^r+(6-d)ilr+(c-f')^r=,;    m 

donc  le  point  M  décrit  la  courbe  d'intersection  de  l'ellipsoïde 
avec  le  plan  représenté  par  l'équation  précédente.  D'autre 
part,  si  l'on  élimine  x,  y,  z,  entre  les  mêmes  équations,  on 
trouve 

(a  -  d)  —  +  (6  —  d)  -|-  -f-  (c  —  d)  -L  +  i  =  o  ;    (3) 

&l  0^  C| 

donc  le  point  N  situé  à  l'unité  de  distance  de  l'origine 
décrit  l'interjection  d'une  sphère  et  du  plan  déterminé  par 
l'équation  précédente,  et  la  droite  ON  est  la  génératrice 
d'un  cône  de  révolution. 

Théorème  IV.  —  Lorsque  quatre  points  d'une  droite 
demeurent  sur  quatre  plans,  tous  les  points  de  la  droite  décri- 
vant des  ellipses  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite. 

(Halphen.) 

En  effet,  le  diamètre  conjugué  du  plan  (2)  a  pour  équa- 
tions 

—  -f-  -y  cos  (x.y)  -f  —  cos  (x,z)  =  — X, 

x  v  i    y  ■    z  ,      \        °  —  d  , 

—  cos{x,y)+—  +—  cos  (y,s)  =  — X, 

—  cos  (a?, z) -f- -r-  cos  (y,z)  -| = ,.. 

abc  r, 

Si  l'on  ajoute  ces  équations  après    les    avoir  respective- 

oc       u        ^ 
ment  multipliées  par  — ,   —,   — ,  en    tenant    compte    de 

l'équation  (2),  on  trouve 

î/2  z2  uz 

,,I+-fr  +  1r +<:-<- <;/.=>+  ■■•  =  - 

L'ellipse  décrite  par  le  point  M  esl  réelle,  puisque  À  <  i  : 

un  a   /  — -   i,  lorsque  l'ellipse  se  réduit  a   un  point. 
ce        ij        s 

Si  l'on  élimine-—,  — .  —,  entre  les  équations  du  diamè- 
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tre  et  l'équation  (1),  on  détermine  À  par  l'équation 

a  —  d 

i  cos  (x,y)        cos  (x,z) 


cos  (x,y)  i  cos  (y, z) 

cos  (x,z)  cos  (y, z)  i 

a  —  d  b  —  d  c  —  d  i 


01 

h 

— 

d 

&i 

c 

— 

d 

=  o 


bv  cx  l 

Pour  obtenir  le  lieu  des  centres  des  ellipses,  il  faut  d'abord 
remplacer  a,  b,  c,  d,  par  a  -f-  \j-,  b  -f-  u,  c  -f-  a,  d  -f-  u,  et  éli  - 
miner  a.  On  observe  d'abord  que  la  valeur  de  À  ne  change 
pas;  d'ailleurs  on  tire  des  équations  du  diamètre  les  for- 
mules 

x  =p,  t4-=q,  -4-=b. 


a  -f"  [A  &  -f-  {*  c  -f-  {A 

P,  Q,  R  désignant  des  constantes;  donc  le  lieu  des  centres 
est  donné  par  les  équations 

x  —  aP         y  —  6Q         z  —  cR 
P        ~~        Q        ~        R       ' 
qui  représentent  une  ligne  droite. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  les  propo- 
sitions suivantes. 

Théorème  V.  —  Lorsque  quatre  points  d'une  droite 
demeurent  sur  quatre  plans,  de  telle  sorte  que  la  droite  se 
trouve  immobilisée,  les  normales  menées  aux  quatre  plans  par 
les    traces  de  la  droite  sont  les  génératrices  d'un  hyperboloïde. 

(Halphen.) 

Théorème  VI.  —  Une  droite  se  déplace  de  telle  sorte 
que  quatre  de  ses  points  demeurent  dans  quatre  plans;  si  l'on 
mène  par  la  droite  un  plan  parallèle  à  l'axe  du  cône  de  révo- 
lution (Th.  III),  tout  point  de  ce  plan  décrit  une  ellipse. 

(Mannheim.) 

Théorème  VII.  —  Lorsque  les  extrémités  d'une  droite  de 
longueur  constante  glissent  sur  deux  droites  de  l'espace,  cette 
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droite  engendre  une  surface  du  quatrième  ordre;  démontrer 
que  le  volume  compris  entre  cette  surface  et  deux  plans  fixes 
parallèles  aux  deux  droites  ne  varie  pas  lorsque  les  deux 
directrices  se  déplace7it  d'une  manière  quelconque  dans  deux 
plans  parallèles  aux  deux  plans  donnés.  (Ed.  Lucas.) 


QUESTIONS  POSEES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1884) 

{Suite,  voir  p.   161.) 


17.  —  Recormaître  que  la  formule 


=41 


t 

y 

est  homogène. 

18.  —  On  considère  la  droite  A  qui  est  représentée  par 
les  équations 

x  =  az  -\-  p, 

y  =  te  H-  q  ; 

trouver  les  conditions  que  doivent  vérifier  les  coefficients 
a,  b,  p,  q,  pour  que  A  ait,  avec  les  axes  supposés  recta ngu- 
laires, des  plus  courtes  distances  respectivement  égales?,  [s, y. 

19.  —  Construire  la  courbe  représentée  par  les  équations 

sin  t  cos  / 

x  = ,  y  =  . 

i  —  t     J        i  —  t 

20.  —  Trouver  les  dérivées  des  fonctions  suivantes 

y  =  LLLcc,     y  =  arc  sin  (x  —  \j  i  —  x2) 


y  =  x       ,     y  =  L  (x  -f-  \/ 1  +  ■*'*> 

y/ 1  —  x* 


y  =  arc  sin  x  ~\-  arc  tg 
y  =  (sin  x  -\-  cos  x)  &  . 

21.  —  Si  deux  hyperboloïdes  réglés  ont  deux  généra- 
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trices  communes,   leur  intersection  se  compose  de  quatre 
droites  (Théorème  de  Steiner). 

22.  —  Démontrer  que  si  l'on  considère  la  fraction  con- 
tinue y, 


i 


y 


X 


X 


X 

I 

I 


X 


I  —  X 


et  si  l'on  met  y  sous  la  forme 

1  n 

(«„  et  vn  étant  des  fonctions  entières  de  x),  l'équation  vn  =o, 
a  toutes  ses  racines  réelles. 

23.  — On  donne  une  ellipse  U  de  centre  0;  démontrer 
qu'il  existe  une  infinité  de  quadriques  de  révolution  passant 
par  U  et  ayant  pour  centre  le  point  0. 

Trouver  le  lieu  décrit  par  les  sommets  de  ces  quadriques, 
sommets  correspondant  à  l'axe  autour  duquel  la  quadrique 
considérée  est  de  révolution. 

24.  —  Reconnaître  (sans  expliciter  les  formes)  que  si  f  et  cp 
désignent  deux  formes  entières  du  troisième  degré  de  la 
lettre  x,  on  a 

fo*  _  /y  -f-  /y  —  f  9  =  constante. 

Nota.  —  On  prend  la  dérivée  de  l'expression 

(/■?'"  -r?)  -(/y-/V). 

et  l'on  vérifie  qu'elle  est  nulle. 

25.  —  Lieu  des  milieux  et  lieu  des  pôles  d'une  corde 
normale  à  une  conique. 
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26.  — Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  M  à  un  réseau  de  coniques  inscrites  dans 
un  parallélogramme  donné. 

Examiner  le  cas  où  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini,  dans 
une  direction  donnée. 

27.  —  Déterminer1  K  de  façon  que  l'équation 

X5  -f-  2X3  -f-  x  -f-  K  =  o. 
ait  une  racine  double. 

28.  —  En  s'appuyant  sur  l'inégalité 

x  —  sin  x  <"  -z- 
6 

donner  une  valeur  approchée  de  sin  1°. 

29.  —  Construire  la  courbe  qui  correspond  à  l'équation 

i  ,     sin  x 

j/=  jc  H . 

X  —  I  X 

30.  —  On  donne  une  droite  et  deux  points  A  et  B  situés 
de  part  et  d'autre  de  la  droite.  Faire  passer  par  A  et  B  nu 
cercle  qui  intercepte  sur  la  droite  un  segment  minimum  (*). 

31.  —  Soient  M  et  P  deux  points  pris  sur  une  hyper- 
bole H  ;  par  M  et  P  on  mène  des  parallèles  aux  asymptotes 
de  H  et  l'on  forme  ainsi  un  parallélogramme  MPQR.  Dé- 
montrer que  QR  passe  par  le  centre  de  H. 

32.  — Construire  les  courbes  qui  correspondent  aux  équa- 

I  ions 

i-f/  î  —  / 

1°  «  =  — ~—  •    .'/  " 


W)U 


/ 
sin  cp 


i  —  _'  cos-  cp 

i  —  sin  (o 
3°  p  =-— : 

I    -f-  2    COS  b) 


(•)  Cette  question  h  les  deux  suivantes  ont  été  empruntées  au  Recueil  de 
questions  posées  aux  examens  oraux  de  l'École  polytechnique.  (Croville-Morant, 
rœ  '!'•  la  Sorbonne. 
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y2  —  xy  -f  xs  =  o  ; 
xys  —  3x2y  -f-  a2  =  o  ; 

sin  3oj 

P 


i8o 


COS   W 


7°  {y(i  —  x)  —  x2j3=œ7; 

étudier  cette  courbe  à  l'origine  ;  trouver  le  maximum  de  y. 


SUR  LA  DECOMPOSITION 

DES   POLYNOMES   HOMOGÈNES   DU    SECOND   DEGRÉ 
EN    SOMMES    DE    CARRÉS 

Par  M.    Kœhler. 


Je  me  propose  d'étudier  les  conditions  auxquelles  doit 
satisfaire  un  polynôme  homogène  du  second  degré  à  n 
variables  pour  qu'il  soit  décomposable  en  p  carrés,  p  étant 
plus  petit  que  n;  j'étudierai  spécialement  le  polynôme  à 
quatre  variables. 

Il  est  nécessaire  d'établir  d'abord  deux  propriétés  des 
déterminants  sur  lesquelles  j'aurai  à  m'appuyer  plus  loin. 


1.  —  Soient 


an     al2 

a  in 

D  = 

«21     <hi      •  •  • 

aln 

"fifr^      fl,,o 

ann 

un  déterminant  quelconque  et 

A  =  D2  = 

Su 
Sa 

,/72/c      Zéj 

Sai;0,lfc 
~<hj<lnl: 


l"j 


Sa^a»*  Sa^-a^  . . .  sa; 
son  carré  développé;  un  quelconque  des  mineurs  principaux 
de  A,  à  p2  éléments,  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
mineurs  que  l'on  peut  former  avec  les  éléments  de  p  lignes 
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de  D  qui  correspondent  à  celles  du  mineur  principal  consi- 
déré. 

Je  prends   le   mineur  principal  de  A  qui   occupe  l'angle 
supérieur  de  gauche,  savoir 

ana2+...+alna,n  ^+0^+ . . .  +o|,        ...anapl+ 


\= 


+a2napn 


apla11+-..+«J„lfl1„  api(i2l+...+apna2      •  •  •a;,1+^2+.-.+aJn 

Il  est  la  somme  de  n?  déterminants  partiels  3^,  car  chacun  de 
ses  éléments  est  une  somme  de  n  termes,  et  il  y  ap  lignes 
et  p  colonnes,  par  suite  autant  de  déterminants  partiels  qu'il 
y  a  d'arrangements  complets  de  n  lettres  p  à  p.  Une 
colonne  quelconque  d'un  de  ces  op  n'est  autre  chose  qu'une 
colonne  d'un  des  mineurs  dp  de  D  pris  dans  les  p  premières 
lignes,  tous  les  éléments  étant  multipliés  par  un  facteur. 
Gela  posé,  les  Zp  se  partagent  en  deux  classes.  D'abord  tous 
ceux  qui  renferment  deux  ou  plusieurs  colonnes  égales, 
abstraction  faite  des  facteurs  qui  les  multiplient,  sont  identi- 
quement nuls. 

Nous  avons  ensuite  des  déterminants  op  composés  des  mêmes 
colonnes  que  les  rfp,  toujours  abstraction  faite  des  facteurs; 
chacun  des  dp  fournit  1.2. 3...  p  déterminants  de  cette 
espèce.  En  effet,  soit  par  exemple  le  mineur 

"11     «vi      ■  ■  ■     alp 

gu,     o„     ...     a 
up  — 


Op!     aP2     ■     ■     app 
La  forme  générale  des  8P  qui  lui  correspondent  est 


la  -y. 


'la",-,    " 


■■>. 


=  fliaa20  ... 


!  •). 


"la    "l^     ■••     °tt 
a,a    «23    ...    a^ 


.A 


les  indices  *,  (i,...X  ayanl  toutes  les  valeurs  r,2,3 — p. Le 
nombre  des  8p  de  cette  espèce  est  égal  au  nombre  des  per- 
mutations de  p  lettres,  puisqu'on  peut  former  chacune  des 
colonnes  avec  des  éléments  pris  dans  chacune  des  p  colonnes 
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de  A;J.  Mais  l'un  quelconque  de  ces  1.2. 3.. .  .p  déterminants 
n'est  autre  chose  que  dp  dont  les  colonnes  ont  été  déplacées, 
et  le  facteur  ala  a2 g .  .  .  ap\  est  un  des  termes  de  dp.  Ce 
terme  est  d'ailleurs  multiplié  par  dp  pris  avec  le  signe  dont 
est  affecté  le  terme  lui-même  dans  le  développement  de 
dp.  Car  le  nombre  des  permutations  nécessaires  pour  passer 
de  dp  à  cp  est  évidemment  égal  au  nombre  des  inversions 
qui  font  passer  da  terme  principal  an,  a22  ...  app  au  terme 
ala,  o2S  .  .  .  Opv 

On  conclut  de  là  que  la  somme  des  1  .  2  .  3  .  .  .  p  déter- 
minants Zp  qui  renferment  les  colonnes  de  dp  permutées  de 
toutes  les  manières  possibles  est  égal  à  d~p. 

De  même  tous  les  autres  mineurs  analogues  à  dp  que  l'on 
peut  obtenir  en  prenant/)  colonnes  dans  les  p  premières  lignes 
de  D  se  retrouvent  au  carré  dans  le  développement  Ap. 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  l'un  quelconque  des 
mineurs  principaux  de  A. 

2.  —  Soient  D  un  déterminant  quelconque,  Dpr  le  mineur 
du  premier  ordre  relatif  à  l'élément  apr  .  d$.  le  mineur  du 
second  ordre  obtenu  en  supprimant  les  lignes  et  colonnes 
où  se  trouvent  les  éléments  apr,  aqs  :  on  aura  la  relation 
T>p,Dqs  —  D?sD(/r  =  D  .  <. 

Un  mineur  quelconque  D,fe  peut  s'écrire 

an  Ûi2  •  •  •       #l,fc-l  O       <l[,k+[  ■  ■  ■       Oln 

&21  ^22  •  •  •       #2,fc— 1  O        fl2./j  +  I  •  •  •       °2n 


D, 


Gj_l,l       Oi-1,2       •  •  •        aj-l.fc-l        O       0^-i,fc+l       •  •  •        Q«-l,n 

O  O...  O  I  o  ...  o 

GTt+1,1      fl(+l,2       •  •  •       tft  +  l,/c-i       °      tf(  +  l.À-+l      •  •  •       &i+i,n 


an[        a«2        .  •  •     an,h-i       o     a,uk+l      .  .  .     ann 
En  le  développant  suivant  les  éléments  de  la  ;me  ligne,  on 
aura 

Difc  =  a3iià&  +  aj2di  -f . . .  +q,-,*-i  ^i"1  +  «/*<$+ «M+i  <^';+1 
+  •    •    •  a*><$.  (1) 

Le  terme  o,/^'-  s'annule,  car  le  mineur  dit  a  une  ligne  com- 
posée d'éléments  nuls  ;  je  l'écris  seulement  pour  la  symétrie. 
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On  a  aussi 

o  =  ajldg  +  Ojtdi  +  .    .   .  +  ajnd&,  (2) 

car  c'est  le  développement  de  Di&  dans  lequel  les  lignes  d'or- 
dre j  et  l  seraient  égales. 
Enfin,  on  a  également 

-  Da  =  afiâ&  -f  aj2d{l  -f  .  .   .  -f-  aind|*.  (3) 

En  effet  d^  =  —  d'à,  car  le  premier  de  ces  deux  mineurs 
du  second  ordre  se  déduit  de  D  en  effaçant  les  lignes  i  et  j, 
les  colonnes  k  et  l  ;  le  second  se  déduit  de  D  de  la  même 
manière,  mais  après  la  permutation  des  colonnes  h  et  /.  Le 
développement  qui  constitue  le  second  membre  de  (3)  est 
donc  bien  —  Dik. 
Cela  posé,  écrivons  les  identités 

anDls  +  a2lD>s  +  .  •  •  -f-  anlDni  =  o 

«U^U  +  CI22D-S  -f-   .    .    .   -f-  an2^>ns  =  O 

alsDi$  +  a&Dfc  -f  .  .  .  +  ansDni  =  D 


«m  Du  -f-  a.'^is  +...-{-  flm.B^  =  o 
En  multipliant  la  première  par  d'[,).,  la  deuxième  par 
fr,  etc.,  on  voit  que  le  coefficient  de  Dqi  sera  D/)r  d'après 
la  formule  (1),  que  le  coefficient  de  Dps  sera  —  D,j,.  d'après 
la  formule  (3),  tous  les  autres  coefficients  seront  nuls  [for- 
mule (2)].  Donc  il  reste 

I)prT>qs  —  DPJV  ==  mir.  (4) 

Lorsque  le  détenniuaut  1)  est  symétrique  (a«  =  a«),  on 
aura  T)ik  =  T)ki;  si  dans  l'égalité  précédente  on  suppose 
r  =  p,  s  =  q,  elle  devient 

D»DM  -  (Bg>  =  D.  d%.  (5) 

Théorème.  —  Lorsque  le  déterminant  de  n  fonctions 
linéaires  an  variables  est  nul  ainsi  que  tous  ses  mineurs  jus- 
qu'à l'ordre  n  —  p  inclusivement,  il  existe  entre  ces  fonctions 
n  —  p  -j-   r   relations  linéaires. 

Soient  les  n  fonctions  : 

1>,  =  a,,.,-,  -f-  ,/,,r.  -f-  .   .   .  +  OinX 

V,  =  a>{Xi  -j-  a>>x2  -f-  .   .   .  +  " 

P     =  OniOSi  -f-  (l"-JC2  -f-   .    .    .   -f  «nnXn 
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Je  suppose  que  le  déterminant  D  des  coefficients  soit  nul. 
ainsi  que  tous  ses  mineurs  jusqu'à  ceux  de  l'ordre  n — p 
là  p2  éléments),  et  que  l'un  au  moins  des  mineurs  de  l'or- 
dre n  —  p  -f-  i  soit  différent  de  zéro,  par  exemple 


On         012 

(h<p-i 

O2I            fl22 

02  ip— 1 

=  d 

ap-[  ,1   o;j_i,2  . . 

Op-t  >p-i 

e  le  déterminant 

Ou               O12 

"l./'-l 

aUp 

O21           ".2 

a2,p-A 

02,  p 

a* 


a„2 


-[•],-[       Op—i,p 


0p,p-i 


qui  est  nul  d'après  les  hypothèses;  je  désigne  par  c,[P,  89p.  . . . 
Spp  les  mineurs  de  0  relatifs  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne,  et  je  multiplie  lesp  premières  équations  parc^,  C2p, 
. . .   opp;  il  vient 

PlSlp  -f-  P2O2P  -f-  . . .  -f-  P;j_i  Sp_i  ,p  -f-  Pj,Spp 

=  œ4  (aiiSi,  +  a2lhp  -f  . . .)  -+-  x2  {av>Z[p  -f-  a^hp  +  •••)  +  ••• 

-f  Xpfapïip  +  ^A  +•••)+ 4-  ^(«lAp  +  02»O2p+  • . .) 

Les  coefficients  de  Xi,œo,  . . .  xn  sont  identiquement  nuls  ; 
ceux  de  xif  x*  . . .  ce^-ine  sont  autre  chose  que  8  dans  lequel 
on  a  rendu  deux  colonnes  égales;  celui  de  xp  est  o  lui- 
même;  ceux  de  xlHl ,  xpr2,  .  .  .  xn  sont  des  mineurs  d'ordre 
n  —  p  du  déterminant  D.  On  a  donc 

Pi°ip  -f~  Pa^ap  +...-}-  Pp-iSp-ij,  -f-  PpSpp  =  o 
et  dans  cette  relation  l'un  au  moins  des  coefficients  n'est 
pas  nul,  savoir  §pp  qui  n'est  autre  chose  que  d. 

En  remplaçant  successivement  la  dernière  ligne  de  o  par 
les  p  premiers  coefficients  de  Pp+i,  Pp+2,  .  • .  P«,  on  trouve 
de  la  même  manière  d'autres  relations  de  même  forme,  et 
en  définitive  les  n  —  p  -f-  i  fonctions  P^,  Pp+i,  . . .  P„  pour- 
ront s'exprimer  en  fonction  linéaire  de  P1?  P2  ...  Pp_i. 

(A  suivre.) 
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CONCOURS  DES  BOURSES  DE  LICENCE 


4.  —  Indiquer,  pour  chaque  valeur  du  paramètre  a,  le 
nombre  des  racines  réelles  de  l'équation 

ce4  —  4a;3  -f-  4a;2  —  a  =  o. 
Résoudre  l'équation. 

2.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  passant  par  une  ellipse 
donnée,  et  coupant  un  plan  donné  suivant  une  hyperbole 
équilatère.  Discussion  du  lieu.  Détermination  des  sections 
circulaires.  

1.  —  Théorie  des  diamètres  dans  la  parabole  cubique 

y3  =  2px. 

2.  —  Lieu  des  centres  des  hyperboles  tangentes  aux  deux 
axes  de  coordonnées  en  des  points  A  et  B. 

(Bordeaux  1882.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


138.  —  On  donne  deux  points  A  et  A'  et  le  milieu  O  de 
la  droite  qui  les  joint.  Ou  imagine  toutes  les  surfaces  de  révo- 
lution du  second  ordre  qui  passent  en  A  et  A,  et  dont  toutes 
les  méridiennes  ont  pour  foyer  le  point  O.  1°  Lieu  des  points 
de  contact  des  plans  tangents  perpendiculaires  à  AA';  — 
2°  lieu  des  pôles  d'un  plan  donné  par  rapporta  ces  surfaces; 
—  3°  en  supposant  l'excentricité  de  la  méridienne  donnée, 
on  demande  le  lieu  des  pôles  d'un  pion  donné,  le  lieu  des 
sommets,  le  lieu  des  centres.  (Amiynes.) 

139.  —  Dans  un  plan  mené  par  un  des  axes  d'un  ellip- 
soïde, on  trace  une  circonférence  ayant  pour  centre  le  centre 
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de  l'ellipsoïde  ;  puis  on  mène  tous  les  plans  tangents  à  l'ellip- 
soïde et  qui  contiennent  une  tangente  à  la  circonférence. 
Construire  les  projections  du  lieu  des  points  de  contact  sur 
le  plan  de  la  circonférence  et  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  de  l'ellipsoïde  situé  dans  ce  plan.  (L.  Levy.) 

140. —  Assigner,  par  un  procédé  direct,  une  infinité  de 
solutions  entières  de  l'équation  indéterminée 
(2a2  —  2(ï  —  1  )x-  —  4(a2  —  1  yxy  -f-  (2a2  -f-  2a  —  t )\f  =  —  1 , 
dans  laquelle  a  est  un  entier  donné. 

Note.  —  On  trouvera  deux  séries  de  solutions  ;  l'une  coin  - 
menée  par  les  systèmes  de  valeurs 

l  x=  a  -f-  1       (  x=  3a  -f-  4       (  x  =  i  ia  -f-  i5 

i  y  =  a  |y  =  3a+i       fy=Iia-r-4 

L'autre  série  se  déduit  de  la  précédente,  en  observant  que,  si 
l'on  change  a  en  —  a,  l'équation  demeure  la  même,  à  l'échange 
près  des  indéterminées  l'une  dans  l'autre.  On  a  donc  encore  pour 
la  proposée,  les  solutions 

(  x  =  a  (  x  =  3  a  —  i       (  x  =  1 1  a  —  4 

(y  =  a  —  1       /y=3a  —  4      /y=na—  i5 

(S.  Redis.) 

141.  —  On  propose  d'assigner,  par  un  procédé  direct, 
une  infinité  de  solutions  entières  de  l'équation  indéter- 
minée 

(a2  —  a  —  \)x2  —  (202  —  3)xy  -f  (a2  -f  a  —  1  ) if  =  r, 

a  étant  un  entier  donné. 
Note.  —  On   trouvera,  en  outre  des  valeurs  initiales  x  =  /  , 

y  =  t  ,  les  deux  séries  de  solutions 

l  x  =  a  -f-  2  (x=3a-}-5  (  x  =  8a  -f-  i3 
f  y  =  a  -j-  1  /  y  =  3a  +  2  \  y  =  8a  -f  5 
(x  =  a  —  1  jx=3a  —  2  jx=8a  —  5 
f  y  =a  —  2      j  y  =  3a  —  5       (  y  =  Sa  —  i3 

se  déduisant  l'une  de  l'autre,  comme  dans  la  question  précédente. 

(S.  Réalis.) 

142.  —  Trouver  toutes  les  fractions  rationnelles 

f(x) 
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jouissant  de  la  propriété  que  si  on  les  développe  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x,  les  coefficients  du  dévelop- 
pement soient  égaux  à  zéro,  à  -}-  i,  ou  à  —  i. 

(Laguerre.) 

143. — Déterminer  tous  les  triangles  équilatéraux  T  que  l'on 
peut  inscrire  dans  une  conique.  Dans  quel  cas  les  cercles 
circonscrits  aux  triangles  T  passent-ils  par  un  point  fixe? 
Dans  quel  cas  passent-ils  par  deux  points  fixes? 

(Laguerre .  ) 

144.  —  On  considère  un  angle  droit  yOx  ;  sur  Ox,  un  point 
fixeA(OA  =  a);  sur  Oy  un  autre  point  fixe  B(OB  =  b);  on 
suppose  a  >>  b,  et  on  pose  a2  —  bn-  =  c2.  Par  les  points  A  et  B, 
on  fait  passer  un  système  de  deux  droites  rectangulaires, 
wA,  toB,  et  l'on  construit  une  hyperbole  équilatère  passant 
par  l'origine  O,  et  admettant  ces  droites  pour  axes  de  symé- 
trie. On  demande  alors:  1°  de  démontrer  que  par  un  point 
du  plan  passent  deux  de  ces  hyperboles  ;  2°  de  trouver 
l'enveloppe  de  ces  coniques;  cette  courbe  est  du  quatrième 
degré  et  possède  un  point  de  rebroussement  à  l'origine  ; 
3°  trouver  le  lieu  des  sommets,  le  lieu  des  foyers,  le  lieu 
des  points  communs  à  la  directrice  et  à  l'axe  ;  4°  le  lieu  des 
projections  de  l'origine  sur  les  asymptotes.  On  démontrera 
que  ces  différents  lieux  sont  constitués  par  un  système  de 
deux  cercles.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IJII'MMl  ML  CENTRALK   DBS  CHEUINS   DE  FEK,   —   I.MI'MMEKII.   CHAIX. 
HUE  1IE11QLKK    20,  PAIU3.  —   19878-4. 
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REPRÉSENTATION  PLANE  DES  QUADRIQUES 

Par  M.  G.  de  Longchamps. 


1.  Définition  d'une  surface  omaloïde.  —   M.  Syl- 

vester  (*)  el,  après  lui,  M.  Cremona  (**)  ont  proposé  d'ap- 
peler surfaces  omaloides  celles  qui  jouissent  de  la  propriété 
que  nous  allons  développer. 

Imaginons  qne  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
m(x,  y,  z,  u)  soient  liées  à  celles  d'un  point  correspondant 
M(X,  Y,  Z,  U),  par  les  formules  : 

-=-^-  =  ^=— ,  (A) 

?1  ?8  ?"î  ?i 

Tu  Vv  ?3>  ?4  représentant  des  fonctions  algébriques  ration- 
nelles, entières  et  homogènes  des  lettres  X,  Y,  Z,  U.  Sup- 
posons maintenant  que  l'on  puisse  déduire  des  formules  (A) 

X         Y  Z  U 

les  suivantes  :       — —  =  — —  =  — —  = ,  (B) 

•w       %      <h  r    fc 

les  dénominateurs  tyit  }2,  'i/3,  ^représentant  encore  des  fonc- 
tions algébriques  rationnelles,  entières  et  homogènes  des 
lettres  x,  y,  z,  u. 

Si  le  point  M  est  mobile  dans  un  plan  ri;  si  l'on  a,  par 
conséquent, 

AX  +  BY  -f-  CZ  +  DU  =  o, 
le  point  correspondant  m  décrit  la  surface  S  qui  correspond 
à  l'équation 

A-},  -f  B*,  +  C-l3  +  D^  =  o.  (S) 

Je  dis  que  S  peut  se  représenter,  point  par  point,  sur 
un  plan. 

En  effet,  soient  (xlt  yly  zt,  »t)  les  coordonnées  d'un  point 
particulier  mt  de  S;  les  formules  (B)  permettent  de  calculer 
des  quantités  X,,  Yit  Z,,  U,,  auxquelles  corresponde  un  point 

(*)  Sylvester.  Xel  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  t.  VI.  p.  12. 
(**)  Cremona.  Sulle  trasformazioni  razianoli   nello  spazio.    Rendiconti  de 
Reale  Istituto  Lombardo.  Série  II,  vol.  IV,  fasc.  X  (mai  1871). 
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Mj.  Mais  les  relations  (B)  et  (S)  donnent,  par  combinaison, 
AX4  +  B\\  +  CZt  -}-  DUt  =  o. 

Ainsi,  à  tout  point  de  2  correspond  un  point  de  II. 

La  réciproque  est  vraie.  Pour  l'établir,  imaginons  mainte- 
nant un  point  quelconque  Mr(X';  Y',  Z',  17)  du  plan  IL  Les 
formules  (A)  donnent  une  solution  unique,  et  bien  détermi- 
née, pour  x,  y,  s,  u;  exception  faite  (dans  ce  cas,  comme 
dans  le  précédent)  de  l'hypothèse  particulière  ou  les  déno- 
minateurs s'annulent  simultanément. 

Soit  x',  y',  z',  u  la  solution  donnée  par  les  formules  (A), 
je  dis  que  le  point  correspondant  m'  appartient  à  S.  En  effet, 

des  relations         — r  =  ■ — y  =  — r  =  — r, 

?1  ?2  <p3  ?* 

on  déduit,  par  le  calcul  même  qui  a  permis  de  passer  des 
formules  (A)  aux  formules  (B), 

X'         Yf  Z'  U' 

*i'  ~~  +■' ."  "îT  ~  +/" 

Mais  le  point  M'  est,  par  hypothèse,  situé  dans  le  plan  II; 
on  a  donc 

AX  +  BY'  -f-  CZ'  +  DU'  ==  o, 
et,  finalement, 

av  +  b-k  +  &K  +  D|;  =  o. 

Cette  égalité  prouve  que  le  point  m   appartient  à  -. 

Lorsqu'une  surface  2  jouit  de  la  propriété  de  pouvoir  être 
représentée  ainsi,  point  par  point,  sur  un  plan,  M.  Sylvcster 
dit  que  S  est  une  surface  omaloïde.  Nous  adopterons  aussi 
cette  expression;  mais,  sans  rien  changer  à  la  généralité 
de  la  définition  que  nous  venons  de  développer,  nous  la  mo- 
difierons légèrement  et  nous  rapprocherons  ici  ces  deux 
idées,  qui  se  correspondent  si  intimement,  les  courbes  uni- 
cursales  et  les  surfaces  omaloïdes. 

2.  Définition  élémentaire  des  surfaces  oma- 
loïdes (1).  —  Supposons  que  les  coordonnées  x,  y,  o  d'un 
point  de  l'espace,  mobile  sur  une  surface  S,  puissent  être 


(t)  M.  Picort  [Thèse  de  Mathématiques,  1877)  a  aussi  considéré  ces  sur- 
foces  qu'il  a  nommées  surfaces  unicur sales, 
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représentées  par  les  formules 

x  =  -±±-,  y  =  — ,  z  =  -^-,  (a) 

<p  cp  o 

s,  ep4,  cp2,  z>3  étant  des  fonctions  entières  de  deux  lettres  /,  0; 
la  surface  X  est,  en  général,  et  sauf  une  vérification  néces- 
saire que  nous  signalerons  tout  à  l'heure,  une  onialoïde. 

Imaginons,  en  effet,  uq  plan  n  et,  dans  ce  plan,  prenons 
deux  axes  de  coordonnées  o>t,  a>0.  A  un  point  m  du  plan  II 
correspondent  des  coordonnées  t',  0';  les  formules  (a)  permet- 
tent de  calculer  les  valeurs,  correspondantes  d'x,  d'y  et  de  z. 
Soient  x,  y',  z'  ces  valeurs,  et  soit  M'  le  point  correspon- 
dant, point  situé  sur  ï.  On  peut  dire  qu'à  un  point  m'  de  II 
correspond  un  point  unique,  et  bien  déterminé;  de  X;  il 
n'y  a»  d'exception  que  dans  le  cas  où  les  fonctions  cp,  yt,  m2, 
o3  s'annulent  simultanément,  et  alors  les  formules  (d)  de- 
vraient être  simplifiées. 

Considérons  maintenant  les  équations  (a)  et  cherchons  a 
les  résoudre  par  rapport  à  /  et  à  6.  Cetle  résolution  est  pos- 
sible, si  x,  y,  z,  représentent;  comme  nous  le  supposons,  les 
coordonnées  d'un  point  de  2,  et  elle  conduit,  en  général,  à 
des  expressions  de  la  forme 

4s  i'i»  tyt  désignant  des  fonctions  entières  des  lettres  x,  y,  z. 
Ceci  résulte  de  ce  fait  qu'en  éliminant  t  entre  les  égalités  (x) 
on  obtient  deux  équations  en  6,  lesquelles  n'admettent  en 
général  qu'une  solution  commune.  Mais  cette  règle  souffrant 
des  exceptions,  avant  d'affirmer  que  les  formules  (a)  repré- 
sentent une  surface  omaloïde,  on  devra  s'assurer  qu'on  peut 
déduire  les  égalités  (p)  des  relations  proposées  (a). 

3.  Théorème.  —  Les  quadriques  à  rentre  sont  des  surfaces 
omaloïdes. 

La  considération  des  génératrices  qui  passenlpar  un  point 
de  l'ivyperboloïde  à  une  nappe  conduit  aux  équations  connues 

\c        b 
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a  \c  ^  bh 


x  \  Z  V 

a  c         b 


(G') 


En  considérant  dans  ces  égalités  x,  y,  z,  comme  des  in- 
connues, on  sait  que  ces  équations  sont  compatibles  et  con- 
duisent aux  formules 

x         i  + 16       y         t  —  Ô         z  t  4-  0 

__  | _    — —    _____  __  ■  /TT    \ 

a  i  —  (8  '     b     "  i  —  M  '      c  i  -  *6  '     v    '■' 

Ces  égalités  donnent  d'ailleurs,  par  un  calcul  évident, 
_   _(6____y)        __  a(bz  —  cy) 

6c(x  +  a)  '  "   bc(x  +  a)  '  [  i} 

Les  formules  (Ht)  et  (A,)  montrent  déjà  que  les  hyperbo- 
loïdes  réglés  sont  des  surfaces  ornaloïdes.  Il  est  un  peu  plus 
difficile  de  voir  comment  cette  propriété  s'étend  aux  surfaces 
à  centre   dénuées  de  génératrices  rectilignes  réelles.  On  y 
parvient  pourtant,  très  simplement,  comme  il  suit. 
Les  formules  (ILJ  et  la  relation  connue 
x%         y2         z2 
~ôF  ~*~~¥        c2"  ~ "  l 
conduisent  à  la  relation  identique 

(i  +  toy  +  (t  —  o)2  —  (/  +  ô2  =  (i  —  toy. 

Posons  maintenant 

t  —  0  — :  2U,  et   t  -f-  rJ  =  2V, 
et  nous  aurons  l'identité 

(i  +  i>2  —  w2)2  -f  4ti2  —  4.V*  — :  (i  —  v*  4-  w2)  ; 
si,  dans  cette  identité,  nous  changeons  r2  en  —  r2,  ou  v  en  it\ 
comme  on   voudra,    l'identité  subsiste  et   prend    la    forme 
nouvelle  : 

(,  —v*  _.«*)«  _|_  4tt«  _f_  4V*  =  (i  -f  i?2  4-  «•)«,  (l) 

C'est  celte  identité  qui  permet  de  calculer  les  coordon- 
nées d'un  point  de  l'ellipsoïde  et  celles  d'un  point  de  l'hy- 
pcrboloïde  à  deux  nappes,  comme  nous  allons  le  montrer. 

L'égalité  (1),  écrite  sous  la  forme 

\i  4-^4-  «V       \i  4-v-j-uV  +  Vi  4-^2  +  «V  ~~  '' 

donne  pour  représenter  un  point  do  l'ellipsoïde  les  formules: 
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X     _   I— 1%~ V      IJ  _  2t  %_  26  £ 

a—  I_j_f«_j_ea'  6      i-f/2-f-o2'  c   "i-f-/2  +  62'     K) 

desquelles  on  déduit,  d'ailleurs, 

au  ,  az  ,  x 

t  =    L  ,     , et  6  =   —r — ; .  (e) 

b  (a  +  x)  c  (a  +  x) 

Enfin,  si  nous  revenons  à  l'égalité  (1)  et  si  nous  l'écri- 
vons de  la  manière  suivante  : 

-—«*  —  «» y  :  /_»V  4-    —  /i+_ÎL+_!i2V 

2U  )  \v)  \  2V  / 

les  coordonnées  d'un  point  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes 

pourront,  d'après  cette  remarque,  être  représentées  par  les 

formules 

x         i  -  P  —  6*       1L__  ±      £  _  .   i  +  *2  +  ^2       /H  } 

a  ~  ih  '     T-  6'      c  —  26  ^    2J 

De  ces  égalités  nous  tirons  aussi 

ac  ,  aclJ  /i  x 

8  = : et  t  =  -t-. t r  .       (K) 

az  -\-  ex  b  (az  -f-  ex) 

Les  formules  (E),  (e);  (H,),  (h±);  (H2),  (7?2)  établissent 
que  les  quadriques  à  centre  sont  omaloïdes  et  peuvent  se 
représenter,  point  par  point,  sur  un  plan. 

Nous  allons  maintenant  montrer  l'utilité  de  cette  re- 
marque et  déduire  des  propriétés  élémentaires  des  droites 
et  des  cercles  des  propriétés  correspondantes  pour  les  qua- 
driques à  centre. 

Mais  il  nous  faut  entrer  d'abord  dans  quelques  dévelop- 
pements qui  sont  comme  la  base  de  la  transformation  qui 
nous  occupe.  (A  suivre.) 


HYPERBOLE  DES  NEUF  POINTS 

NOUVELLE  ANALOGIE  ENTRE   LHYPERBOLE   ÉQUILATÈRE  ET   LE   CERCLE 
Par  H.  Brocard,  capitaine  du  génie. 


1.  —  La  transformation  par  droites  symétriques  est  un 
cas  particulier  de  la  transformation  biquadratique  ;  en 
d'autres  termes,  à  chaque  point  M  du  plan  correspond  un 
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point  unique  bien  déterminé  M';  à  chaque  droite  une  co- 
nique. 

Les  points  fondamentaux  de  la  transformation  sont  au 
nombre  de  trois,  les  sommets  du  triangle  de  référence  ABC. 
Les  côtés  opposés  en  sont  les  courbes  fondamentales. 

Le  cercle  fixe  (c)  des  trois  points  fondamentaux  est  le 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle  (*), 

Parmi  les  points  remarquables  que  l'on  rencontre  ainsi  dans 
le  triangle,  et  que  l'on  obtient  par  l'intersection  des  droites 
symétriques  (**),  on  peut  citer,  par  exemple,  le  centre  0 
du  cercle  (c)  et  le  point  de  rencontre  H  des  hauteurs  (ou 
orthocentre)  ;  le  centre  de  gravité  E  et  le  centre  des  mé- 
dianes anti-parallèles  K  (***),  etc. 

Ces  points,  et  d'autres  analogues  jouissent  de  nombreuses 
propriétés,  dont  l'étude  a  occupé  récemment  plusieurs 
géomètres  (****). 

2.  —  Ces  préliminaires  posés,   il  est  facile  d'établir  que 
La  conique  (C2)  correspondant  à  une  droite  (d)  est  une  ellipse, 

(*)  Voir  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques,  t.  V,  1873, 
p.  206-240  (Mémoire  de  M.  Dewulf),  et  t.  VI,  1882,  p.  152-168  (Mémoire  de 
M.  Sclioute). 

(**)  La  transformation  dont  il  s'agit  revient  à  celle  que  M.  A.  Mathieu  a 
indiquée  dans  son  Étude  de  Géométrie  comparée,  publiée  aux  Xouvellles 
Annales  de  1865  [t.  IV,  p.  393,  481  et  529).  Le  mode  de  conjugaison  employé 
dans  ce  travail  est  le  faisceau  d'inversion,  formé  de  deux  systèmes  de  droites 
dont  les  bissectrices  coïncident.  Ce  sont  donc  les  droites  symétriques  dont  il 
est  question  iii. 

Les  diverses  propriétés  générales  énoncées  plus  loin  se  trouvent  indiquées 
ou  démontrées  déjà  par  M.  Mathieu  dans  le  mémoire  cité.  D'autres  géomètres 
les  ont  également  rencontrées  dans  leurs  recherches. 

(***)  Ce  point  de  rencontre  des  médianes  anti-parallèles,  on  des  symédianes, 
suivant  l'expression  plus  abréviative  proposée  par  M.  d'Ocagne  [Nouvelles 
Annales,  t.  11,  1883,  p.  450-464),  a  été  étudié  pour  la  première  fois  en  tous 
détails  par  M.  E.  Lemoine  dans  plusieurs  communications  insérées  aux 
Nottrcllcs  Annales  (1873.  t.  XII,  p.  364-306)  et  aux  Annuaires  du  Congres  de 
l'Association  française  (1873  et  1874).  Il  avait  bien  été  rencontré  fortuitement 
par  d'autres  géomètres,  dans  la  solution  de  plusieurs  problèmes  isolés,  et 
l'un  en  avait  déduit  autant  de  constructions  différentes  [Ganss,  Schlômilch, 
(irebe,   Hossard,  ll.iin,  Mathieu,  etc.);  mais  c'est  M.  E.  Lemoine   qui  a  fait 

ressortir  toute  l'importance  de  ce  point  dans  l.i  g oétrie  du  triangle.  (Voir 

Hatheris,  t.  I,  1881,  p.  153,  173  et  185,  la  notice  de  M.  .1.  Neuberg. 

(••*•)  Voir,  par  exemple,  Zeilschr.  /.  math.  u.  naturto.  Unterrieht,  t.  XII 
.i  \\,  1881  a  1884. 
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une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  la  droite  (d)  est 
extérieure,  sécante  ou  tangente  au  cercle  (c). 

Considérons,  en  particulier,  les  sécantes  issues  d'un  point 
M  du  plan. 

Les  points  où  elles  rencontrent  chaque  côté  du  triangle  ABC 
ont  leurs  correspondants  sur  les  deux  autres  côtés,  c'est- 
à-dire  au  sommet  opposé.  On  en  conclut  que 

La  conique  de  transformation  d'une  droite  (d)  est  circonscrite 
au  triangle  de  référence. 

3.  —  Les  points  Lt  L2  où  cette  droite  (d)  rencontre  le 
cercle  (c)  ont  leurs  correspondants  à  l'infini,  et  dans  la 
direction  symétrique  des  lignes  ALj  AL2,  ou  BLj  BL2,  ou 
CLt  CL2  par  rapport  aux  bissectrices  du  triangle. 

Ces  droites  passent  par  les  points  diamétralement  opposés 
à  Lt  et  à  L2  sur  le  cercle  (c). 

On  en  déduit  aisément  que 

Les  deux  angles  des  asymptotes  sont  mesurés  par  la  moitié 
des  arcs  suivant  lesquels  la  droite  (d)  (L^)  divise  le  cercle  (c) 
des  trois  points  fondamentaux  de  la  transformation  (*). 

A  toute  autre  sécante  du  cercle  (c)  correspond  une  hyper- 
bole circonscrite  au  triangle  ABC  ; 

Et  réciproquement  : 

A  toute  hyperbole  circonscrite  au  triangle  ABC  correspond 
une  certaine  droite  (d). 

4.  —  Au  faisceau  de  sécantes  issues  du  point  M  corres- 
pond, comme  on  vient  de  le  voir,  un  faisceau  d'hyperboles 
circonscrites  au  triangle  ABC. 

Parmi  ces  coniques,  il  est  intéressant  de  chercher  à  quelles 
droites  (d)  correspondent  des  hyperboles  équilatères. 

Or,  on  sait  que 

L'hyperbole  équilatère  circonscrite  à  un  triangle  ABC  passe 
par  l'orthocentre  H  de  ce  triangle  (**). 


(*)  Voir  Nouvelles  Annales,  t.  XVI,  1877,  p.  37-42.  Questions  1163  et  1J64 
(Haton).  Voir  aussi  dans  le  même  volume  le  Mémoire  de  M.  Amigues  sur 
les  transformations  du  second  ordre  dans  les  figures  planes,  et  dans  le  t.  IV. 
1865,  l'étude  de  M.  Mathieu. 

(**)  Brianchon  et  Poneelet  (Annales  de  Gergonne,  t.  XI,  1821). 
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Mais,  en  vertu  de  la  réciprocité  des  figures  conjuguées, 
la  sécante  correspondante  (d)  doit  passer  par  le  point  0 
conjugué  du  premier.  On  en  conclut  que 

Le  faisceau  d'hyperboles  èquilatères  circonscrites  au  triangle 
ABC  correspond  au  faisceau  de  rayons  du  cercle  (c)  circonscrit 
à  ce  triangle. 

On  aurait  pu  arriver  à  la  même  conclusion  en  observant 
que  l'angle  LXBL2  des  asymptotes  de  l'hyperbole,  défini  par 
la  condition  indiquée  au  §  3,  devient  un  angle  droit  lorsque 
la  sécante  L^L^  est  un  diamètre  du  cercle  (c). 

5.  —  Gela  posé,  parmi  les  hyperboles  èquilatères  dont  il 
vient  d'être  parlé,  il  y  a  lieu  de  remarquer  celle  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité  E  du  triangle. 

Cette  condition  entraîne  d'intéressantes  conséquences. 

En  effet,  l'hyperbole  équilatère  correspond  alors  au  rayon 
OK  du  cercle  (c),  passant  par  le  point  K,  centre  des  symé- 
dianes,  ou  point  de  Lemoine  (*)  (Voir  §  1).  Cette  ligne  OK 
n'est  autre  que  le  diamètre  du  cercle  de  Brocard;  et,  par  con- 
séquent, l'hyperbole  équilatère  correspondante  passe  aussi 
par  les  points 

D  centre  d'homologie  des  triangles  ABC,  A^^  (voir  les 
notices  antérieures)  (**)  et  conjugué  de  D'  pôle  de  la 
corde  axo'  du  cercle  de  Brocard. 

Z'  conjugué  de  Z,  milieu  de  OK  et  centre  du  cercle  de 
Brocard. 

S'  conjugué  de  S,  milieu  de  ww'. 

Ainsi,  nous  rencontrons  une  hyperbole  équilatère  (T)  cir- 
conscrite au  triangle  ABC,  et  passant  par  cinq  autres  points 
remarquables  résultant  de  constructions  géométriques  : 
HEDZ'S'. 

La  détermination  complète  de  cette  hyperbole  mérite  donc 
quelque  intérêt.  Elle  fait  l'objet  de  la  présente  notice. 

6.  —  L'hyperbole  (P)  appartient  à  un  faisceau  de  coniques 
dont  il  est  facile  de  trouver,  par  exemple,  le  lieu  des  centres. 

(*)  Comme  M.  J.  Neuberg  o  proposé  de  le  désigner. 
(•*)  Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  t.  II,  1883. 
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Les  côtés  du  triangle  et  les  hauteurs  correspondantes 
représentent  les  variétés  de  ces  coniques  réduites  à  leurs 
asymptotes;  les  pieds  des  hauteurs  font  donc  partie  du  lieu. 

D'autre  part,  les  trois  sommets  du  triangle  ABC  et  les 
symétriques  des  sommets  par  rapport  aux  milieux  des  côtés 
donnent  trois  parallélogrammes  par  les  sommets  desquels 
on  peut  faire  passer  des  hyperboles  équilatères  ayant  pour 
centre  les  milieux  considérés.  Ces  points  —  milieux  des 
côtés  du  triangle  —  font  donc  encore  partie  du  lieu  géo- 
métrique cherché. 

Enfin,  il  en  est  de  même  des  milieux  des  segments  des 
hauteurs  compris  entre  les  sommets  du  triangle  et  l'ortho- 
centre  :  car  les  hyperboles  équilatères  circonscrites  au 
triangle  passent  par  l'orthocentre  H. 

Le  lieu  des  centres  passe  donc  par  les  neuf  points  qui 
définissent  le  cercle  (c)  des  neuf  points. 

Mais,  en  général,  le  lieu  des  centres  des  coniques  passant 
par  quatre  points,  c'est-à-dire  satisfaisant  à  quatre  condi- 
tions, est  une  conique.  (Brianchon  et  Poncelet,  loc.  cit.) 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  cette  conique  n'est  autre 
que  le  cercle  (c).  En  conséquence 

Le  cercle  (c)  des  neuf  points  est  le  lieu  des  centres  des  hyper- 
boles équilatères  circonscrites  au  triangle  ABC.  (Brianchon  et 
Poncelet,  loc.  cit.)  (*). 

7.  —  Ainsi  que  j'ai  eu  déjà  i'occasion  d'en  montrer  l'utilité, 
ce  cercle  (c)  peut  être  défini  :  la  figure  semblable  au  cer- 
cle (c)  circonscrit  au  triangle  ABC,  le  centre  de  similitude 

étant  l'orthocentre  H  et  le  rapport  de  similitude,  — .  Le  cen- 

2 
tre  0  de  ce  cercle  est  au  milieu  de  &K  (*•  |. 

(*)  La  notion  du  cercle  des  neuf  points  a  été  très  explicitement  établie  par 
Brianchon  et  Poncelet  dans  le  Mémoire  cité.  C'est  le  même  cercle  qui  porte 
aussi  le  nom  de  Feuerbach,  géomètre,  qui  a  reconnu  sa  remarquable  propriété 
d'être  tangent  au  cercle  inscrit  et  aux  trois  cercles  ex-inscrits.  (Eigenschaflen 
einiger  merkiciirdigen  Punkle  des  Dreiecks.  Nùrnberg  1822.) 

Dans  la  géométrie  de  MM.  Rouen''  et  De  Comberousse,  Je  cercle  des  neuf 
points  est  attribué  à  Euler.  Pourquoi  ne  lui  donnerait-on  pas  le  nom  de  ce 
grand  géomètre  ? 

(**)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  L,  1873,  p.  224. 
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Ce  point  de  vue  pourra  nous  servir  dans  la  suite. 

Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat  que 

Le  centre  "W  de  l'hyperbole  (Y)  se  trouve  sur  le  cercle  (c')  et 
les  asymptotes  de  cette  conique  rencontrent  ce  cercle  en  deux 
points  inl5  mâ  diamétralement  opposés. 


Observons,  maintenant,  que  l'hyperbole  (r)  est  circonscrite 
ii  un  trapèze.  On  a  établi,  en  effet,  le  parallélisme  tics 
lignes  HD,  EZ'. 
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Les  milieux  fitf2  de  ces  deux  cordes  sont  donc  sur  un  dia- 
mètre passant  parle  point  S  d'intersection  des  côtés  DE,  HZr 
du  trapèze.  On  a  vu  que  ce  point  S  est  sur  OK. 

Le  diamètre  /iO/2S  rencontre  la  circonférence  (c')  en  deux 
points,  l'uu  du  côté  de  la  grande  base  DH,  l'autre  du  côté 
de  la  petite  base  EZ'.  Ce  dernier,  W,  est  le  seul  qui  réponde 
à  la  question.  Il  représente  le  centre  cherché. 

Quaut  aux  asymptotes,  ce  sont  les  droites  Wmt  Wms  joi- 
gnant le  point  W  aux  extrémités  du  diamètre  rn^rn^  du  cercle 
(c')  parallèle  aux  cordes  HD,  EZ',  ou  à  la  droite  OK. 

8.  —  Parmi  les  propriétés  étudiées  dans  une  précédente 
notice,  on  a  établi  que  OS  parallèle  à  DH  est  la  moitié 
de  DH.  On  en  conclut  que  /j/!2S  est  parallèle  à  OD  et  que  le 
point  W  oîi  elle  rencontre  HN  est  au  milieu  de  cette  ligne. 

La  définition  du  §  7  conduirait  d'ailleurs  à  celte  remarque. 
Mais  le  point  N,  symétrique  du  point  H  par  rapport  au 
point  W,  appartient  à  la  fois  à  l'hyperbole  (r)  et  au  cercle  (c). 

Ainsi,  nous  arrivons  à  la  détermination  complète  d'une 
hyperbole  équilatère  (r)  passant  par  neuf  points  remarquables 
du  plan  du  triangle. 

Cette  hyperbole  des  neuf  points  est  d'autant  plus  intéres- 
sante à  signaler,  qu'elle  devient  l'analogue  du  cercle  des  neuf 
points,  et  qu'elle  établit,  d'une  manière  nouvelle  et  très 
simple,  la  liaison  de  divers  points  associés  au  triangle  par 
vois  de  transformation  biquadratique  résultant  de  l'emploi 
de  droites  symétriques. 

Cette  conique  n'est  pas  le  seul  exemple  de  l'hyperbole 
équilatère  passant  par  neuf  points  du  plan.  Il  existe,  en 
effet,  un  groupe  de  neuf  points  qui  se  trouvent  toujours  sur 
une  hyperbole,  et,  dans  un  cas  particulier,  cette  conique 
devient  une  hyperbole  équilatère,  et  passe  en  outre  par  un 
dixième  point  du  plan. 

Les  points  dont  il  est  question  sont  les  suivants  :  les  six 
points  milieux  des  côtés  et  des  diagonales  d'un  quadrilatère 
inscriptible,  les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  et  des 
diagonales,  et  enfin  le  centre  du  cercle. 

Voir  Nouvelles  Annales,  1804,  t.  TU,  p.  363-267. 
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9.  —  Les  propriétés  reconnues  dans  l'hyperbole  (r) 
donnent  quelque  intérêt  à  la  recherche  de  son  paramètre, 
qui  doit  avoir  une  forme  symétrique  et  une  expression  rela- 
tivement simple. 

Pour  y  parvenir,  on  devra  former  l'équation  de  l'hyper- 
bole A, B,C,E,  puis  les  équations  des  asymptotes,  et  calculer 
le  produit  des  distances  d'un  des  points  A.  B,  C,  E  aux 
deux  asymptotes.  Ce  produit  doit,  évidemment,  être  constant 
et  représenter  le  carré  du  paramètre  cherché. 

Prenons  pour  origine  le  milieu  A'  d'un  côté  BG  du  triangle 
et  pour  axe  des  x  ce  côté  (coordonnées  rectangulaires). 

Ce  choix  d'axes  semble  de  nature  à  faciliter  les  calculs, 
pour  les  raisons  suivantes  : 

\°  Le  terme  du  premier  degré  en  x  doit  disparaître  de 
l'équation  générale; 

2°  Les  coordonnées  des  points  A  et  E  sont  proportionnelles 
entre  elles.  Les  résultats  de  leur  substitution  dans  l'équa- 
tion générale  doivent  donc  être  identiques  pour  les  termes 
du  second  degré,  et  ne  différer  que  pour  les  autres  termes 
de  degré  moindre. 

L'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  passant 
par  les  points  B  et  C  étant 

a2 
œ2  4-  B&y  —  y»  +  Bty =  o, 

4 

la  substitution  des  coordonnées  des  points  A  (x  =  6  cos  C , 

y=6sinC)etEUr=  -^-(6  cos  C  —  —  ),y=y&sinCj  donne 
deux  équations  d'où  l'on  tire  immédiatement 

—  —  (b  cos  C  —  -f  +  62  sin2  C  —  a2 

y     ._  «*  E     -     4  V il 

hl~  bsinC       1_  .    .    p/.         r        a\ 

b  sin  G  (  b  cos  G 1 

et,  en  se  servanl  des  relations  et  notations  connues, 
2/ih  COS  C  =  a"  -\-  b-  —  r2,  2ab  sin  G  =  \/2»4  — /Jv 

m  i  _  fl*  _|_  /,»  _|_  c",         n*  =  a*b*  +  o»c»  -f  b*c%, 

p'  =  a'  -f  b-  -\-  <■■, 
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l'on  trouve  facilement 

2fl3  _,  2»*  —  2»*  —  2fll  -j-  zb'-e- 

y  in%  —  pl  (h-, —  c2)y/2ni  — p* 

Les  coordonnées  du  centre  de  l'hyperbole  étant  x±,  yt,  les 
asymptotes  ont  pour  équations 

y  —  yt==  m'(x  —  x^,  y  —  y,  =  m  (x  —  a?,), 

m'  et  ?n"  désignant  les  racines  de  l'équation 
m2  —  B^n  —  i  =  o. 

Les  distances  du  point  B  (x  =  — ,  y  =  o]    à     ces     deux 

droites  étant  représentées  par  Oj  et  82,  l'on  en  déduit,  pour 
le  carré  du  paramètre, 


K2  = 


■d                   211    Bi0.'A       q2 
y\  —  B^y,  —  x\  -f  ax{  -| 

-  4 


v/4  +  B? 


a2(4+Bï) 


ou 

E2  — 
_  J 4_    •   _  (c2— q'HQ2  — 62)(ft'  — c«)  y/2nt-pt 

(4  4_  b?)1  '  6  te*  —  n4)  vV  -  «' 

fonction  symétrique  des  côtés  du  triangle. 

Lorsque  le  triangle  est  isoscèle,  le  paramètre  devient  nul; 
en  d'autres  termes,  l'hyperbole  (Y)  se  réduit  à  ses  deux  asym- 
ptotes, la  base  du  triangle  et  la  hauteur  correspondante. 

Il  n'y  a  pas  d'intérêt  à  développer  le  numérateur.  Cepen- 
dant on  pourra  remarquer  les  identités 
(c2-a2)(a2— 62)(62— c2)  =  a2(6l  —  cl)  +  62(c*  —  ai)  +  c2(ai— 64) 
=  a1  (c*—b2)-\-bi(a2  —  c-)+cl(b2—ai). 

Nota.  —  Le  fait  de  la  proportionnalité  des  coordonnées 
des  points  A  et  E  explique  la  facilité  de  réduction  que  nous 
avons  rencontrée  dans  l'analyse  de  ce  problème. 

La  même  recherche  essayée  pour  les  hyperboles  équila- 
tères  circonscrites  au  triangle  ABC  et  passant  par  un  des 
points  tels  que  O.  I,  K,  Z,  S,  D',  ...  définis  dans  les  notices 
précédentes,  conduirait  à  des  calculs  très  pénibles  et  pour 
ainsi  dire  inextricables. 

Le  plus  simple  de  tous  ces  paramètres  est  donc  celui  que 
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nous  venons  d'obtenir  pour  l'hyperbole  (F)  des  neuf  points. 
L'on  pourra  s'exercer  à  retrouver  les  mêmes  résultats  en 
se  servant  des  coordounées  des  points  D,  S'  et  Z\  Pour  l'or- 
thocentre  H  commun  à  toutes  les  hyperboles  équilatères, 
circonscrites  au  triangle,  le  paramètre  est  nécessairement 
indéterminé  (et  au  contraire  on  est  obligé  de  se  le  donuer); 
mais  alors  on  remplacera  le  point  H  par  le  point  N  diamé- 
tralement opposé  sur  l'hyperbole  (T)  et  l'on  devra  retrouver 
le  même  paramètre. 

Notes  diverses. 

I.  —  Distances  des  points  0  et  H  aux  côtés  du  triangle  : 

BOfl  =  —  cot  A,       oH0  =  —r—r-  cos  B  cos  G; 
2  sin  A 

donc 

50,  .  0Âa  =  O, 

ce  qui  donne  la  signification  géométrique  du  produit 
cos  A  cos  B  cos  C: 

oO„  .  oH„  = cos  A  cos  B  cos  G. 

H.  —  Longueur  de  la  ligne  OH.  —  Ou  trouve,  après 
quelques  réductions  faciles, 

ÔH2  = [(3  cos  B  cos  G  —  sin  B  sin  G)2  +  sin8  (B  —  C)] 

4  siu2  B 
ou 

1)2 

(jjl-  — (i  —  8  cos  A  cos  B  cos  C) 

4 

gaWc*  —  m2(2n'  —  //') 

III.  Point  n  de  rencontre  des  lignes  qui  joignent  les 

sommets  du  triangle  aux  points  de  contact  des  côtés  avec 
le  cercle  inscrit. 

Soient  I  le  centre  du  cercle  inscrit,  T  sa  projection  sur 
le  côlé  a  B'G'  Les  projections  de  T  sur  les  cùlés  b  etc.  La 
droite  kn  a  pour  équation 

p      riv 
T■_T(7• 
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Or,II'  =  A;IB  =  !-cot— ;ic=-|-cot—  ;IB'=i|cos2-; 

P  P  2  P  2  P  2 

2S  B 

IG  =  -^—  cos2  — ;  donc 
P  2 

,    A         ,        ,  B  t  G 

y.  cos2 =  S  cos2  —  =  -y  cos-  —  =  h 

2  '  2  2    * 

avec 

a-j.  -f-  &{3  -j-  c*;  =  2S. 
On  en  déduit,  par  exemple, 

4S3  1 


>»„  = 


a6c( 2P2  —  m2)    '  A 

cos2  — 


Les  distances  de  ce  point  a  aux  côtés  sont  donc  inverse- 
ment proportionnelles  aux  carrés  des  cosinus  des  demi- 
angles  opposés. 

IV. —  Point  M  de  rencontre  des  droites  BX' qui  joignent 
les  sommets  du  triangle  aux  points  de  contact  des  côtés 
opposés  avec  les  cercles  ex-inscrits  correspondants. 

Soit  ï  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  tangent  en  Js'  au 
côté  b.  L'on  a 

g 

y.  ■=  NC'  sin  G  ;  v  =  N'A  sin  A:  i'X  =  — —  ; 

P  —  0 

C  A 

N'G=  y'ï  tg — ;  N'A  =  X?  tg  — . 

0  2  °  2 

Donc 

y    _  _   a(P  -  c) 


=  K 


d'où 

en 

y.    '  '   c(P  — 
■ui                 pb 

«) 

V'' 

avec 
On 

P 

déduit 

—  a          P  —  b 

ay.  -f-  b}  -L-  py  = 
,  par  exemple, 

p 

tS. 

c 

Va 

Ce  point  remarquable  parait  avoir  été  signalé  pour  la  pie. 
mière  fois  par  Hocliheim.  (Archives  de  Grunert,  t  LU,  187 1.) 
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On  reconnaît  très  facilement  que  ce  point  est    situé  sur 
la  ligne  El,  et  qu'en  outre  EM  =  2  .  El. 
En  effet, 

--.-JE.      l-il      m-'S(P— ). 

3a  2P  Pa 

d'oîi 

P  —  a  1 


M  —  E  Pa  3a  3P  —  3a  —  P 


E  —  I  1  1  2P  —  3a 

V.  —   Comme    exercice    de    calcul,  on  peut  se    donner 
l'hyperbole  équilatère 

xy  —  [j-v  =  -k%, 
(u.,v)(-,y)  représentant  deux  points  E  et  H  de  la  courbe, 
et  se  proposer  de  déterminer,  entres  autres,  les  points  0,  0, 
D,  S,  D\  K,  qui  doivent  donc  avoir,  par  rapport  au  triangle 
inconnu  ABC,  les  sit Mations  indiquées  dans  le  cours  de  ces 
recherches.  C'est  ainsi  que  l'on  trouve,  par  exemple,  pour 
les  points  précités  : 

3  a  —  iz  3  v  • —  / 

0      x  =  — y  = - 


3a  +  it  3v  +  / 

x  — y  ~ 


4  4 

3u.  -f-  7i  3v  -f-  x 


D       CC  =  Xa — i 2/=- 

S      cc  =  -A —  y  = 


3v  -f  x  3*  +  * 

8'avt:  8uvy 

D'      x  = r~ï r~, .'/  _ 


2U.V  -\-  3~v  -f-  3;././  2uv   -f-  3ltV  -J-  3;// 

2ixv(v  +  ir)  2uv(u  +  x) 

K      x  = *- : y  ~ 


2jxv  -I-  l-*-/  ~t~  ~v  2!;-v  "i"  WC  ""f"  ~v 

La  détermination  des  autres  points  S',  Z,  Z',  ...devient 
beaucoup  plus  compliquée. 

VI.  —  Tangentes  des  8  premiers  multiples  de  l'angle  -/. 

\f  2n%  —  p4  m9  \  -"■'  —  P* 

tga  =  - £—  1-127.=  - : — 

m9  p' 
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p4  -f-  n4  p8 

tg3a= — : rtgx  ter  4a  = — ^-te2x 

&  p*  —  n4    s  °  7  p8—  2n8 

p8  —  n8  4-  n4p4  ,                    ,         p8  —  n8 
t^  5a=-£— — —  tgx  tg  6%  =  —0 — -tg2x 

p12-|-/i4p8 — 2n8p4 — n12  „  »8(p8— 2n8) 

\crny . 1 i i t°"  7         ta*  87  = — - ÏBt'*  t 

*'         n^n^—2ps—2pini)     °  s  p164-2?i16— 4n8p8  s 

VII.  —  Distance  du  centre  du  cercle    des   neuf    points 
aux  côtés  du  triangle.  —    Ce   centre  est  le  milieu  de  OH. 

Or,  Oa  = —  cos  A,  et  H„  =  D  cos  B  cos  C.  On  en  déduit 

o±S)fl=£JLcos(B-,c). 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  a  posé,  pour  abréger  : 
a  -f-  b  -f-  c  =  2P,    a2  -f  b2  -f  c2  =  m2, 
a262  -f  a2c2  -f  62c2  =  7i4,     a4  -f  6l  -f  c4  =  p4. 
Ces  notations  sont  extrêmement  avantageuses  et  l'on  a  pu 
voir  combien  elles  donnent  de  symétrie    et   de   clarté   aux 
formules  et  de  facilité  aux  recherches.  Nous  la  recomman- 
dons aux  géomètres  qui  voudront  porter  leur  curiosité  sur 
cet  intéressant  sujet  d'études. 


SUR  LA  DECOMPOSITION 

DES    POLYNOMES   HOMOGÈNES  DU   SECOND   DEGRÉ 
EN   SOMMES    DE   CARRÉS 

Par  M.  Kœhler. 

(Suite,  voir  page  185.) 


Théorème.  —  Pour  qu'un  polynôme  homogène  du  second 
degré  à  n  variables  soit  décomposable  en  p  carrés,  il  faut  et  il 
suffit  que  le  déterminant  de  ses  dérivées  partielles  et  ses  mineurs 
jusqu'à  l'ordre  n  —  p  —  i  inclusivement  soient  nuls  à  la  fois. 

Supposons  le  polynôme  réduit  à  une  somme  de  p  carrés, 
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On  a 

Pi  =  anXt  +  ai2x2  -f  . . .  +  alnxn 
P2  =  a^Xi  -j-  o22«2  +  •  •  •  +  azn^ 

—  f'xl  r=  a^V,  +  a21P,  +  . . .  -f-  api?p 

—  f'x2  =  anVi  +  o22P2  4-  . . .  -\-ap2Vp 


—  /"a?n  =  aVnVt  4-  o2„P2  4-  . . .  4-  apnVp 
Le  déterminant  des  dérivées  partielles  est  donc 


A= 


f'ïl  +  fl21  +  -+"pl  "llf'l2rt2l"22+--+VV 

ai/<i\+(t»an+-+"P/'Pi     al,+a£-r...+d2p2 


rtllf'ln+«21«2n+-+«/,lrti- 
fl12aln+«22a2H+-^V^" 


Il  se  compose  de  p11  déterminants  partiels;  une  colonne 
quelconque  d'un  de  ces  déterminants  se  compose  des  coeffi- 
cients d'une  des  fonctions  Pl5  P2  . . .  ou  P,,  multipliés  par 
un  facteur  constant.  Ils  sont  donc  tous  nuls,  car  ils  ont  tous 
n  colonnes  et  il  n'y  a  que  p  colonnes  distinctes  (abstraction 
faîte  des  facteurs  communs).  Ainsi  A  est  nul.  De  même 
tous  ses  mineurs  composés  de  plus  de  p  colonnes  sont  nuls 
pour  la  même  raison.  Les  mineurs  différents  de  zéro  auront 
au  plus  p  colonnes  et  seront  de  l'ordre  n  —  p. 

Réciproquement,  supposons  que  A  soit  nul  ainsi  que  tous 
ses  mineurs  jusqu'à  l'ordre  n  —  p  —  i  inclusivement;  je  dis 
que  le  polynôme  se  réduira  à  une  somme  de  p  carrés. 

Soit 

f=p?4-Pt+...+p*. 

Le  déterminant  A  des  premières  dérivées  sera  évidemment 
le  carré  de 

au  a..   ...  «„, 


1)  = 


a.~  a,, 


0„2 


"i„  n-.n  . 


o„, 


puisque  A  =  o.  ou  ;,i  aussi  D  =  o. 
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Si  l'on  considère  un  des  mineurs  principaux  de  A,  dont 
l'ordre  soit  au  plus  n  —  p  —  i.  il  résulte  du  lemme  I  qu'il 
est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  mineurs  de  D  que  l'on 
peut  former  avec  les  éléments  des  lignes  et  colonnes  de 
même  rang  que  celles  du  mineur  principal  en  question  ;  donc 
tous  ces  mineurs  de  D  sont  nuls.  Mais  D  n'est  autre  chose 
que  le  déterminant  des  n  fonctions  linéaires  P1?  P2,  ...  P„  ; 
puisqu'il  est  nul  ainsi  que  tous  ses  mineurs  jusqu'à  l'ordre 
n  —  p  —  i  inclusivement,  il  résulte  du  théorème  I  que  n — •]) 
de  ces  fonctions  linéaires  peuvent  s'exprimer  en  fonction 
linéaire  des  p  autres,  et  par  suite  le  polynôme  f  se  réduit  à 
une  somme  de  p  carrés. 

Lorsqu'on  applique  le  théorème  précédent  aux  polynômes 
homogènes  à  trois  et  à  quatre  variables,  on  trouve  tout  d'abord 
pour  leur  réduction  à  un  ou  deux  carrés  un  nombre  de  con- 
ditions supérieur  à  celui  qu'indique  la  géométrie  analytique. 

Ainsi,  pour  qu'une  surface  du  second  ordre  se  réduise  à 
deux  plans,  il  faut  trois  conditions.  D'autre  part,  pour  que 
le  polynôme  à  quatre  variables  se  réduise  à  deux  carrés,  le 
déterminant  de  ses  dérivées  partielles  doit  être  nul  ainsi  que 
tous  ses  mineurs  du  premier  ordre,  et  il  y  a  dix  mineurs 
distincts;  mais  les  conditions  auxquelles  on  arrive  en  les 
égalant  à  zéro  ne  sont  pas  toutes  distinctes.  Je  vais  les  étu- 
dier en  détail. 

Je  remarque  en  premier  lieu  que  le  déterminant  d'un 
polynôme  à  n  variables  est  symétrique  ;  on  peut  donc  lui 
appliquer  la  formule  (5).  Si  D  est  nul  ainsi  que  Dw„  on  aura 
ausïi  Dp(/  =  o,  quel  que  soit  q.  Il  suffit  donc  qu'un  mineur 
principal  D;)p  soit  nul,  pour  que  tous  les  mineurs  relatifs  aux 
éléments  de  la  première  ligne  ou  colonne  le  soient  aussi. 
Celte  remarque  faite,  je  considère  le  polynôme  . 

f=ianx\.  -f  a22x|  -f  a33xj  -f-  aux\  -f  2a12a:1a?2  -f-  2alitxix3 

-f-  2(lliXlXi  -f  2QriX2X3  -f  202iX2Xi  -f  2<luX3Xi. 

Son  déterminant  est 
a.,  «,,  a.,  a. 


D  = 


a2l  a22  a.l3  a.zi 

a3l    a32    ''33    ^'3; 

fl*i  «*2  ai3  «h 


oii  flj,  =  «12,  a3i  =  a13,  etc. 
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Les  dix  mineurs  du  premier  ordre  sont  les  quatre  mineurs 
principaux  Dn,  D22,  D33,  Du  et  en  outre  D12,  D13,  Du,  D23, 
D„,  DM. 

Les  mineurs  du  second  ordre  sont  au  nombre  de  trente, 
savoir  : 

>22    J21       j33   _/3l       j44  741        733  ,732      J44  i42      j44  j43 

«11    "12)    «Il   «11»    «11  —  «14»  «22  —  «23»    «22  «24»    «33  «34» 

J23 J21  ^31  il2 J23 Jl3 

«U «13 «12  «33 «31  «32 

J24 lil  721  714 i43 Jl3 

«11  «12 «14  «33 «31 «34 

dfî  =  dîâ=d?j         dU=di=dfi 
d£=d%  =  d£         dlâ=dli=dlà 


'.-i 


J13 J34 .714 

«44 «41 «43 


d?2=di  =  d%         dfi=dli=dfz 

Les  six  premiers  de  ce  tableau  sont  les  mineurs  principaux 
du  second  ordre;  ils  entrent  dans  la  composition  de  Dlt, 
D22,  D33,  D44  ainsi  que  les  douze  suivants. 

Il  faut  ajouter 

j34     ,743       724     J42      j23     ^32     jI4      j41       »13       M     f,V>      j21 
«12»   «12»   «13.   «u,   «u,   (I14,  tt23,   «23»   «24»   «24»   «31»   «34- 

Je  suppose  que  l'on  ait 

D  =  o,     Du  =  o,     D33  =  o, 
ce  qui  donne  déjà 

Du  =  o,  D2t  =  o,  D3l  =  o,  D13  =  o,  D23  =  o. 
Je  dis  qu'on  aura  aussi 

D22  =  o,    Dtl  ==  o 
et  pour  le  prouver  je  vais  exprimer  D  au  moyen  des  mineurs 
du  second  ordre. 
On  a 

D  .  d?{  =  D33D4t  -  (DM)« 
et  aussi,  en  appliquant  la  formule  (5)  à  D33  et  à  Dit  : 
D33  .  «u  =  dgdg  -  («t»2,     D^^ii  =  «  -  (dftf. 
De  plus,  en  vertu  de  la  formule  (4)  : 

DMatl  =  dg 48  -  <$#  =  «  -  4Kt 

La  substitution   de    ces  valeurs   dans  l'expression   de   D 
donne,  en  supprimant  le  facteur  commun  d^, 
o?,D= <&[«*!$ -~(d|)»]  -  d§[^  -  ^m-t^K-^ • 

Mais  on  a 

dg$  _  (fêy  =  anDi2 

d12d\\  —  di'dyj  =  d-àdZ\  —  d-fAn  =■  «,iD23 

'/'■;■'/■'  —  d{,]d\[  =  d->\d2\  —  a%idu  =■  —  auD2, 
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Il  reste  donc 

auD  =  d«D„  -  diD23  +  dgD„. 
Comme  on  a  déjà 

D  =  o,    D23  =  o,   D23  =  o, 
il  en  résulte  tZffD,,  =  o  et  si  dti  est  différent  de  zéro,  D22  sera 
nul,  par  suite  aussi  D12. 

On  démontrerait  de  même  la  relation 

a22D  =  4011  -  d\lDi3  +  &u 
qui  entraine  Dfl  =:  o,  en  supposant  toujours  </^  <  o. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  si  D  =  o  et  si  l'un  au 
moins  des  mineurs  principaux  du  second  ordre  dj,p  n'est  pas 
nul,  il  suffit  que  deux  des  mineurs  principaux  du  premier 
ordre,  savoir  Dpp  et  Dqq,  soient  nuls,  pour  que  tous  les  autres 
le  soient. 

—  La  conclusion  est  en  défaut  lorsque  tous  les  mineurs  de 
la   forme  dqpqp  sont  nuls  à  la  fois.  Je  dis  que  dans  ce  cas  la 
nullité  d'un  des  mineurs  principaux  du  premier  ordre  entraîne 
celle  du  déterminant  D. 
Soit  par  exemple  D44  =  o.  On  a 

D  .  dfi=  D44D33  -  (D„)«  ; 
puisque  d\l  =  o  et  D44  =o,  on  en  conclut  D34  =  o. 
De  même 

D  .  d%  =  D44  .  D22  -  (D2i)2  ; 


donc 
puis 
et  par  suite, 


D24  =  o  ; 

d'îs  =  o. 


Enfin  l'équation 

auD  =  rfgD„  -  rfï|D23  -f  c$Dt4 
fait  voir  que  si  an  n'est  pas  nul,  D  est  nul. 

Ajoutons  maintenant  les  condiiions  D33  =  o,  D22  =  o;  on 
conclura  du  développement 

D  =  aaDH  +  a12D12  +  . . . 
que  Dn  doit  être  nul,  car  on  sait  déjà  que  D12  =  o,  D13  =  o, 
D14  =  o,  à  cause  de  D  =  o,  D22  =  o.  D33  ==  o,  D44  =  o. 

—  Reste  à  examiner  le   cas   où  an  serait  nul  en  même 
temps  que  les  mineurs  principaux  du  second  ordre. 
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Alors  de  l'égalité  (/','>  =  alta.i2  —  aj'2  =  o,  on  conclut  a12  =  o, 
de  même  ai3  =  o.  alt  =  o.  Le  polynôme  n'a  plus  que  trois 
variables  x2,  x3  et  a?4.  Pour  qu'il  se  réduise  à  deux  carrés, 
il  suffit  que  l'on  ait  DH  =  o  ;  au  reste,  comme  on  a  en  outre 
dj'i  =  o,  du  =  o,  d\\  =  o,  il  est  facile  de  voir  que  ce  poly- 
nôme à  trois  variables  se  réduit  à  un  seul  carré. 

En  résumé,  pour  que  le  polynôme  à  quatre  variables  soit 
une  somme  de  deux  carrés,  trois  conditions  sont  toujours 
suffisantes. 

1°  Si  l'un  au  moins  des  mineurs  du  second  ordre  dj>l  n'est 
pas  nul,  il  suffira  que  l'on  ait 

D  =  o,     Dw  =  o,     Dqq  =  o. 

2°  Si  tous  les  mineurs  principaux  du  second  ordre  sont 
nuls,  il  suffit  que  trois  des  mineurs  principaux  du  premier 
ordre  le  soient. 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (1884) 

[Suite,  voir  p.  161.) 


33.  —  Trouver  la  surface  podaire  S  d'un  ellipsoïde  E  ; 
les  normales  aux  plans  tangents  étant  abaissées  du  centre 
O,  démontrer  que  S  est  la  transformée  par  rayons  recteurs 
réciproques  d'un  certain  ellipsoïde  E'  ayant  les  mêmes 
plans  principaux  que  E,  le  pôle  d'inversion  étant  au 
point  O. 

34.  —  On  donne  une  conique  à  centre  et  deux  diamètres 
conjugués  mobiles;  trouver: 

1°  L'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  II  qui 
[tassent  par  les  extrémités  de  ces  diamètres; 

2°  Déduire  le  lieu  des  foyers  de  H  du  lieu  décrit  par  le 
sommet  réel. 

35.  —  On  donne  les  dimensions  (*)  d'une  conique  pas- 
'    •  'esUà-dire  la  grandeur  des  ;ixi-<. 
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saut  par  deux  points  fixes  A,  B  ;  trouver  le  lieu  des  points 
communs  à  cette  conique  et  à  la  polaire  d'un  point  fixe  P. 

36.  —  On  donne  quatre  points  fixes  A,  B,  C,  D  et  on 
demande  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  droites  joignant 
ce  point  aux  points   fixes  forment  un  faisceau  harmonique. 

37.  —  Lieu  décrit  par  les  droites  A  qui  font  avec  deux 
droites  fixes  OA,  OB,  des  angles  dont  la  somme  est  con- 
stante. 

38.  —  Résoudre  l'équation 

27(x-  iY  +  8(»4-  r)a  =o; 

et  la  suivante 

(x  +  2)3  -|~8(rr  —  i):i=  o. 

39.  —  On  considère  dans  une  conique  deux  cordes  AB, 
A'B',  conjuguées,  c'est-à-dire,  telles  que  le  pôle  de  l'une 
soit  situé  sur  l'autre;  démontrer  que  les  extrémités  et  les 
pôles  de  ces  deux  cordes  appartiennent  à  la  même  conique. 

40.  —  On  donne  deux  droites  fixes  A,  A';  sur  A  deux 
points  fixes  P,  Q;  sur  A'  un  troisième  point  fixe  R. 

Gela  posé,  de  part  et  d'autre  du  point  R  on  prend  deux 
points  variables  p,  (*',  équidislants  de  R  et  l'on  mène  les 
droites  P,3,  QS',  qui  se  rencontrent  en  un  point  I. 

Trouver  le  lieu  du  point  I. 

41.  —  Trouver  la  dérivée  de 

ii  =z  arc  sin  ( ).  (9\ 

\  cos  X  )  w 

42.  —  Par  un  point  fixe  on  mène  des  transversales  à  une 
surface  du  second  ordre  donnée;  trouver  le  lieu  des  milieux 
des  cordes  ainsi  obtenues.  Peut-on  prévoir  à  priori  le  de°ré 
de  l'équation  à  laquelle  on  doit  aboutir? 

43.  —  On  donne  l'équation 

x3  -j-  px  -f-  q  — o, 
trouver  l'équation  transformée  au  moyen  de  la  formule 
_  a- 

■'<  ~   (6  +  ,)(c  +   I}  ' 
a,  b,  c,  désignant  les  trois  racines  de  l'équation  donnée. 
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44.  —  Construire  les  courbes  qui  sont  représentées  respec- 
tivement par  les  équations: 

1°  î/2  —  2xy  +  x1  =■  o, 

2°  xy(x  +  y)  +  ce2  -f-  if  =  o, 

3°  (x  +  î/)(x2  +  y2)  +  y  —  x  =  o, 

4°  2x3  -f-  y3  —  3i/  =  o. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


145.  —  On  considère  l'une  des  surfaces  du  second  ordre 
qui  passent  par  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  gauche, 
et  un  plan.  La  section  est  une  conique  dont  on  demande  les 
foyers.  —  Lieu  de  ces  foyers  quand  la  surface  change;  lieu 
des  foyers  lorsque  la  surface  restant  la  même,  le  plan  se 
déplace  parallèlement  à  lui-même.  (E.  Amigues.) 

146.  —  On  considère  la  courbe  r  qui  correspond  à  l'é- 
quation 

ay1  =  x3. 
Ayant  pris  sur  l'axe  de  Cette  courbe  un  point  P,  sur  OP 
comme  diamètre  (O  est  le  point  de  rebroussement  de  T),  on 
décrit  un  cercle  A  qui  coupe  r  en  un  point  M;  la  tangente 
à  T  en  ce  point  M  coupe  A  en  un  point  I.  Vérifier  que  le  lieu 
décrit  par  ce  point  I  est  la  courbe  unicursale  qui  correspond 
aux  formules  : 

x  f  y       t*(2  +  3*2) 


4  +  9**'  a         4  +  9'5 


(G.  L.) 


Le  Rédacleur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 
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REPRÉSENTATION  PLANE  DES  QUADRIQUES 

Par  M.  U.  de  Longchamps. 

[Suite,  voir  p.  193.) 


4.  Principe  de  la  transformation  omaloïdale.  — 

Pour  nous  borner,  et  aussi  pour  éviter  toute  confusion,  nous 
viserons  uniquement  dans  ce  qui  va  suivre  l'ellipsoïde.  De 
plus,  les  axes  ut,  toO  seront  supposés  rectangulaires. 

Dans  cette  manière  de  voir  :  à  l'ellipsoïde  E  correspond 
un  plan  II  ;  et,  pour  le  distinguer  des  autres  plans,  nous 
l'appellerons  plan  fondamental  de  la  transformation.  Si  un 
point  M  décrit,  sur  E,  une  certaine  courbe  r,  le  point  cor- 
respondant m  décrit,  sur  le  plan  fondamental,  une  courbe 
correspondante  y  ;  et  réciproquement. 

On  comprend  donc  comment  cette  représentation  plane 
des  surfaces  constitue  une  véritable  transformation,  permet- 
tant de  déduire  les  propriétés  de  l'espace,  de  celles  du  plan. 

La  simplicité  des  résultats  auxquels  conduit  cette  méthode 
de  transformation  résulte,  principalement,  du  théorème 
suivant  qui,  dans  cette  théorie,  peut  être  considéré  comme 
fondamental. 

5.  Théorème.  —  A  une  ellipse  U  tracée  sur  l'ellipsoïde  E 
correspond  un  cercle  u  sur  le  plan  U;  le  centre  w  de  U  a  pour 
correspondant  sur  E  un  point  Q,  obtenu  en  cherchant  le  point 
d'intersection  de  E,  avec  la  droite  qui  joint  le  sommet  A'  au  pôle 
de  U  (*). 


Soit 


v+?x+vv-';  =  0-        (' 


(*)  Par  abréviation,  nous  appelons  pôle  d'une  section  plane  r  d'une  quadrique 
le  point  par  lequel  passenl  tous  les  plans  tangents  ayant  leurs  points  île  contact 
sur  r  ;  c'est,  en  d'autres  termes,  le  pôle  du  plan  de  la  section. 
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l'équation  du  plan  P  sur  lequel  est  placée  Tellipse  consi- 
dérée T.  Les  coordonnées  d'un  point  M  mobile  sur  U  véri- 
fient simultanément  l'équation  (1)  et  celle  de  l'ellipsoïde; 
les  coordonnées  (/,  6)  du  point  m,  point  correspondant  à 
M,  et  mobile  sur  le  plan  IL  vérifient  donc  la  relation 

a(i  —  i2  —  B*)  +  2$t  -f  2y8  —  S  (i  -\-t*  -f-  G2)  =  o,        (u) 
ou 

(o  +  a)(72  -f  O2)  —  2$t  —  2y8  —  8  -f-  a  =  o.     (u) 

Nous  reviendrons  tout  à  l'heure  sur  l'hypothèse  :  o  -f-  %  =  o  ; 
supposons,  pour  l'instant,  o  -f-  a.  différent  de  zéro. 

L'équation  (u)  représente  alors  un  cercle;  ainsi  les  ellipses 
tracées  sur  l'ellipsoïde  se  transforment  en  circonférences  sur 
le  plan  fondamental. 

Démontrons  maintenant  que  le  centre  w  du  cercle  (u)  a 
bien  pour  correspondant,  sur  E,le  point  Q,  déterminé  comme 
nous  l'avons  dit. 

A.  cet  effet,  remarquons  d'abord  que  les  coordonnées  ((',  b') 
de  co  sont  données  par  les  formules  : 


;  x  -\-  o 

Soient  x,  y',  %  les  coordonnées  de  Q,  nous  avons,  confor- 
mément aux  formules  (E), 

x  (x  +  B)«  —  ry  —  y2     ] 


a    ■  "  (x  +  o)2  -f  s«  4-  f 
y_  2S(a  +  8) 

b     ""  (x-\-of  +  y  -f  y' 
"'  2y(a  -j-  o) 


(1) 


c         (^  +  c)2  +  y  +  y» 
Appelons  maintenant  (x",  y',  z")  les  coordonnées  du  pôle  u 
de  U.  Le  sommet  A'  ( —  o,  o,  o)  sera  en  ligne  droite  avec 
les  points  Û  et  u,  si  les  égalités 

•*-'  +  o   __  JL— il 
•  '•  -r  "  "     .'/"         8"  ' 
sont  vérifiées. 

i  >r,  nous  avons 
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et  par  suite 

x"  +  a  8  -f-  a 

a  o 

D'ailleurs 

x'  -\-a     _  2(a  +  5)2 

a        ~~    (a  -|-  S)2  +  p«  -f  f  ' 
Ces  deux  dernières  égalités  donnent,  par  combinaison, 

X    -f"  CL 2G(o  -f~  g) 

œ'  +  a    _    (a  +  o)2-f  f,2  +  y2* 
D'autre  part,  les  égalités  (1)  et  (2)  prouvent  que 
y  2§(o  -|-  a) 

z'      _  2o(o  4~  a) 

que  "^  =  (oc4-8r4-P24-Y2' 

Les  trois  rapports  : 

x  4~  a  y'  z' 

x"  4-  a  '        ~p~'         "F"' 
sont  donc  égaux;  el   le   théorème    énoncé    se  trouve   ainsi 
établi. 
Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  l'on  a  o  4~  a  =  o. 

6.  Théorème.  —  Dans  la  transformation  omaloïdale,  les 
ellipses  tracées  sur  E,  et  passant  par  le  sommet  A',  deviennent 
des  droites  sur  le  plan  II; 

Réciproquement,  toute  droite  de  II  provient  d'une  ellipse  de  E, 
passant  par  le  sommet  A'. 

La  première  partie  résulte  immédiatement  de  l'équation 
(u);  établissons  donc  la  réciproque. 

Soit 

A*  4-  BO  4-  C  =  o,  (1) 

l'équation  d'une  droite  /  du  plan  II.  Les  formules  (e),  trouvées 
plus  haut, 


ay  Q  _         az 


donnent 


b(x  4~  «)  c(x  4~  a)  ' 

ai+b1+g^  =  o.         on 

b  c  a  K   ' 
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Ainsi,  lorsque  le  point  m  du  plan  II  décrit  une  droite  /  de 
ce  plan,  le  point  correspondant  M,  dans  l'espace,  a  ses 
coordonnées  qui  vérifient  constamment  l'équation  de  l'ellip- 
soïde et  l'équation  (1).  Cette  dernière  représente  l'équation 
générale  des  plans  passant  par  le  sommet  A';  ainsi,  à  la 
droite  l  de  n,  correspond  sur  E  une  ellipse  passant  par  le 
sommet  A'. 

7.  Remarques  diverses.  —  Des  deux  principes  géné- 
raux qui  précèdent  on  déduit  quelques  cas  particuliers 
qu'il  importe  de  signaler. 

I.  —  Les  sections  principales  de  l'ellipsoïde  sont  repré- 
sentées sur  n  : 

1°  YOZ    par  un  cercle    (t2  -f-  62  =  i) 
2°  YOX    par  l'axe  ut  (6  =  o) 

3°  ZOX    par  l'axe  wô  (t  =  o). 

II.  —  Les  sections  parallèles  aux  sections  principales 
sont  représentés  sur  n  : 

1°  Celles  qui  sont  parallèles  à  YOZ,  par  des  cercles  concen- 
triques à  l'origine  u>; 

2°  Celles  qui  sont  parallèles  à  YOX  par  des  cercles  ayant  pour 
axe  radical  commun  l'axe  wt; 

3°  Enfin,  celles  qui  sont  parallèles  à  ZOX  sont  représentées 
sur  n  par  des  cercles  ayant  tous  pour  axe  radical  wO. 

III.  —  Les  ellipses  passant  par  les  sommets  A  et  A'  sont  repré- 
sentées sur  II  par  des  droites  passant  par  l'origine. 

En  effet,  la  relation 

y  =  mz, 
entraîne  l'égalité 

t     _  me 

IV.  —  Les  ellipses  tracées  sur  E  sont  sécantes,  tangentes,  inté- 
rieures ou  extérieures,  en  même  temps  que  les  cercles  corres- 
pondants de  II. 

V.  —  Aux  cercles  qui  passent  par  l'origine  w,  correspondent 
des  ellipses  passant  par  le  sommet  A;  et  réciproquement. 

En  effet,  si  l'on  suppose  (§  S)  a  =  o,  le  plan  de  la  section 
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passe  par  A   et,  eu  même  temps,   le  cercle  correspondant 
passe  par  w, 

VI.  —  Lorsque  les  ellipses  tracées  sur  E  ont  leurs  plans  pas- 
sant par  une  droite  fixe  D,  les  cercles  correspondants  sur  U, 
admettent  le  même  axe  radical. 

En  effet,  la  droite  D  rencontre  E,  en  deux  points  M',  M", 
(réels  ou  imaginaires). Les  cercles  correspondants  aux  ellipses 
obtenues  par  des  plans  sécants  passant  par  D  passeront 
constamment  par  deux  points  fixes,  savoir  les  points  m  et  m' 
qui,  sur  II,  correspondent  aux  points  M'  et  M'. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie. 

VIL  —  Lorsque  quatre  ellipses  A,  B,  C,  D,  tracées  sur  E, 
sont  situées  dans  des  plans  qui  concourent  en  un  même  point,  les 
cercles  correspondants  a,  b,  c,  d,  tracés  sur  n,  ont  le  même 
centre  radical. 

Supposons,  en  effet,  que  le  plan  d'une  ellipse,  mobile  sur  E, 

passe  constamment  par  un  point  fixe  (x\  y  z')  ;  nous  avons 

alors 

x'  r    y'  z 

a  oc 

L'équation  (u),  (§  o),  devient 

J  !_ *i_ o»— — (i-|-**-f-e*)j  -fpi2*— ^(i  -H2  +  62)  j 

Cette  relation  a  la  forme 

aU  +  ftV  +  YW  =  o, 

U  =  o,  V  =  o,  W  =  o,  représentant   des   circonférences. 

Ainsi  les  cercles  qni  correspondent  aux  ellipses  dont  les 
plans  pivotent  autour  d'un  point  fixe,  forment  un  réseau 
linéaire.  On  sait  que,  daus  ce  cas,  tous  ces  cercles  coupent 
orthogonalement  un  cercle  fixe,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
ont  le  même  centre  radical. 

VIII.  —  A  la  droite  de  l'infini  du  plan  ïl,  cori'cspond  le  som- 
met A!  de  Vellipsoide  E. 

Supposons  que  t  et  0  grandissent  au  delà  de  toute  limite, 
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en  conservant  un  rapport  déterminé  K.   Les  formules  (E). 
en  posant 

t=  KO, 
deviennent 

x        t— 6s(i+K«)      y  KO  z  6 


a        i-f-O^i-fK'j      b       j-f-OMi+K2)'     c       i  -f-62(i  -f-K*)" 

Lorsque  0  croît  au  delà  de  toute  limite,  on  a 

x 
lim   —  =  —  i,     lim  u  =  o,     lim  z  =  o, 
a 

et  ceci,  çueZ  (/ue  so#  K.  Ainsi,  à  la  droite  de  l'infini  corres- 
pond le  point  A',  ou,  si  l'on  préfère,  l'ellipse  infiniment  petite 
constituée  par  l'intersection  de  E  avec  le  plan  tangent  à  l'el- 
lipsoïde au  point  A'. 

IX.  —  A  deux  droites  parallèles  du  plan  II,  correspondent 
deux  ellipses  dont  les  plans  ont  pour  traces,  sur  YOZ,  deux 
droites  parallèles. 

En  effet,  aux  droites  qui  ont  pour  équation,  respectivement 
At  -f  BO  +  G  =  o,       '    kt  -f  B6  +  C  =  o, 
correspondent  deux  plans  dont  les  équations  sont 

Af.  +  Bl+C(,  +  f)  =  o,    A^  +  Bi+C-O+f)   =o. 

8.  Remarque  fondamentale.  —  C'est  ici  le  lieu 
d'examiner  le  rôle  prépondérant  que  semble  jouer  le  sommet 
A'  dans  la  transformation  que  nous  développons.  Nous  vou- 
lons faire  observer  ici  que  cette  importance  n'est  qu'appa- 
rente; elle  tient  uniquement  aux  formules  particulières  que 
nous  avons  adoptées. 

Une  transformation  homographique,  effectuée  sur  l'ellip- 
soïde, met  le  fait  que  nous  venons  d'avancer,  hors  de  doute. 

Considérons,  par  exemple,  la  formule  suivante  l'une  de 
(•«■Iles  qui  correspondent  à  la  transformation  homographique 
f  1  no  nous  imaginons), 

x       AT  +  B1+C7+D 


n  h  c 
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,     x     y     z 
Si  nous  remplaçons  dans  celte  égalité  :  —,  — »  — >  parleurs 
r     "  °  abc 

valeurs  exprimées  au  moyen  des  formules  (E),  nous  voyons 

immédiatement  que  nous  avons 

*=£,  (i) 

a  9 

U  =  o,  9=  o,  représentant  deux  cercles  dans  le  système 
de  coordonnées  t,  0. 

Cette  remarque  s'applique  aux  autres  formules  de  la  trans- 
formation homographique 

6         cp        c         f 

Ceci  posé,  si  le  point  (x,y,  z)  décrit  l'ellipsoïde  E,  ce  qui 
a  lieu  lorsque  /  et  0  varient  arbitrairement,  le  point  corres- 
pondant (X,  Y,  Z)  que  nous  venons  de  considérer  décrit,  lui 
aussi,  un  ellipsoïde  E',  lequel  d'après  les  formules  (1)  et  (2) 
sera  représenté,  point  par  point,  sur  un  plan. 

Quant  au  point  A'  de  E,  il  est  remplacé  surE'  par  un  point, 
a'  de  cette  surface  ;  point  qui  n'est  plus  un  sommet  de  la 
surface  et  qui  n'a  d'autre  particularité  que  de  correspondre, 
conformément  aux  formules  (1)  et  (2),  à  des  valeurs  infinies 
des  paramètres  t,  0;  en  un  mot,  c'est  le  point  qui  correspond 
à  la  droite  de  l'infini  du  plan  /coO. 

Ce  point  particulier  %  est  donc,  en  définitive,  un  point  quel- 
conque de  l'ellipsoïde  considéré  E'  ;  et  sa  position  sur  cette 
surface  dépend,  uniquement,  des  formules  que  l'on  a  choi- 
sies pour  effectuer  la  transformation  omaloïdale  de  la  qua- 
drique.  Mais,  ces  formules  une  fois  prises,  la  position 
île  a'  est  bien  déterminée  et  ce  point  de  la  propriété  carac- 
téristique suivante  :  les  ellipses  qui  sont  tracées  sur  la  surface 
et  qui  passent  par  a.',  se  transforment  en  droites  sur  le  plan 
fondamental. 

Nous  distinguerons  ce  point  en  l'appelant  le  point  central 
de  la  transformation  considérée. 

9.  —  Un  autre  point  de  la  quadrique  est  mis  en  évidence 
dans  la  transformation  qui  nous  occupe;  nous  voulons  par- 
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1er  du  sommet  A;  ou,  dans  la  transformation  générale,  du 
point  y.  qui  lui  correspond  homographiqueinent. 

L'importance  du  sommet  A  a  déjà  été  observée  quand 
nous  avons  fait  observer  (§  7;  V)  que  les  cercles  tracés  par 
l'origine  &  se  transforment  en  ellipses  qui,  sur  l'ellipsoïde, 
passent  constamment  par  le  sommet  A  de  cette  surface. 

La  propriété  suivante  met  encore  en  lumière  l'importance 
de  ce  point  A. 

(A  suivre.) 


NOTE  D'ALGEBRE 

Par  M.  Ainiçues,  professeur  au  Lycée  de  Marseille . 


1.  —  Soit  ffx,  y)  une  fonction  entière  et  homogène  de  x  et 
dey.  Si  celte  fonction  admet  le  facteur 

(ax  +  by)*, 
ses  p  dérivées  de  l'ordre  (p  —  i)  admettent  le  facteur 

ax  -f-  by. 

Ce  théorème  résulte  de  ce  fait  que  si  toutes  les  dérivées 
d'un  certain  ordre  contiennent  ce  facteur  à  la  puissance  h, 
toutes  les  dérivées  de  l'ordre  suivant  le  contiennent  à  la 
puissance  h  —  i. 

2.  —  Réciproquement  si  l'on  a  une  fonction  entière  et 
homogène  de  x  et  de  y,  f(x,  \j),  et  que  les  p  dérivées  de 
l'ordre  p  —  i  contiennent  le  facteur 

ax  +  by, 
la  fonction  f(x,  y)  admet  le  facteur 
(ax  +  by)>\ 
Ici,  encore,  il  suint  de  prouver  que,  si  toutes  les  dérivées 
d'un  certain  ordre  admettent  le  facteur 

(ax  +  by)h, 
toutes  les  dérivées  de  l'ordre  précédent  admettent  le  facteur 
(ax  +  by)h  +  l. 
\   cet  effet,    soit  ç(a\  y)  une  de  ces   dérivées   de   l'ordre 
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précédent.  Ou  a  par  hypothèse, 

<fx(x,y)  =  (ax  +  by)hV 

o  (x,y)  =  (ax  +  by)hQ. 
P  et  Q  étant  des  polynômes  homogènes  en  x  et  y. 
Si  A-  est  le  degré  de  la  fonction  <p,  l'identité   d'Euler  est 
ty(x,y)  —  xyx(x,y)  -f  y<f'y(x,y), 
et  elle  donne  ici 

k<t(x,y)  =  (ax  +  bynPx+Qy). 
Il  s'agit  donc  de  prouver  que  l'expression 
Pœ  +  Qy 
admet  le  facteur  (ax  -f-  6y). 
Pour  cela,  on  remarque  que  l'on  a 

^y(x,y)  =  hP(ax  +  ty)*~*ô  +  («e  +  byfYy, 
%x  fay)  =  hQ(ax  +  6y)?1-'a  +  (aœ  -f  by)hQ'x. 
Se  servant  alors  de  la  formule 

dont  la  légitimité,  quant  aux  polynômes,  est  incontestable,  on  a 
hV(ax  -f  byf-'b  +  (ax  -f  6</)"P;  =  /jQ(ax  -f  %)"-»a  + 

(aa; +&#<£. 
Les  facteurs  a  et  6  ne  sont  pas  nuls  tous  deux:  suppo- 
sons  que   a   soit  différent  de  zéro.  Alors,  de  l'identité  ci- 
dessus  on  tire 

Q  =  -£p+(ax  +  ty)R, 

R  étant  uu  polynôme  homogène  en  x  et  y. 
D'après  cette  valeur  de  Q,  on  a 

Px  +  Qy  =  Pu.-  +  1  Py  +  (ax  -f  fry)R- 

ou 

a(Px  +  Qy)=  (V  +  aRy)(ax+by). 

C.    Q.    F.    D. 
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CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Hadamard  (*)  à  .17.  G.  de  Longchamps. 

.  .  .  L'avantage  de  la  mélhode  que  j'emploie  dans  l'étude 
de  l'hypocycloïde,  est  que  la  courbe  est  rapportée,  non  pas 
à  ses  axes  de  symétrie,  mais  à  deux  tangentes  rectangulaires 
quelconques.  Elle  permet  de  démontrer  avec  la  plus  grande 
facilité  toutes  les  propriétés  que  vous  m'avez  indiquées. 

Pour  chercher  l'enveloppe  des  asymptotes  des  hyperboles 
équilatëres  d'un  faisceau  ponctuel,  je  prends  pour  axes  les 
asympotes  d'une  de  ces  hyperboles,  c'est-à-dire  deux  tan- 
gentes rectangulaires  de  la  courbe.  Alors  l'équation  générale 
des  coniques  du  faisceau  est 

x2  —  y2  -y-  2kxy  -f-  2gx  -f-  2/'//  -f-  c  -f-  kc  =  o. 
En  exprimant  qu'une  droite  coupe  une  de  ces  courbes  en 
deux  points  à  l'infini,  on  obtient  l'équation  de  cette  droite 
en  fonction  de  son  coefficient  angulaire 

X'jc  —  V(y  —  if)  +  X(ar  -f-  ig)  —  y  =  o.         (1) 
En    prenant  les   dérivées  du    premier    membre   de  celte 
équation  par  rapport  à  X  et  à  la  variable  d'homogénéité,  on 
a  les  équations 

3>.2x  -  2%  -  2/')  +  (x  +  20)  =  o  (2) 

-  À%  -  2f)  +  2l(x  -f-  2g)  -3y  =  o.  (3) 

L'élimination  de  X  entre  ces  équations  donne  l'équation 
de  la  courbe 

(2fg  -\-  fx  —  gy  -f  4  r/y)2 
=[(x+29)\+3y(2f—  y)][(y-2f)i— 3x(x+2g)].  (4) 
Celle  équation  représente  une  hypocycloïde  à  trois  rebrous- 
sements. 

Pour  le  voir  nous  poserons 

(l    ,  f   1 

x  =  —  -  -f-  p  cos  (o      y  = — |-  p  sm  w. 


[' !  Reçu  le  premier  a  lÉcole  Polytechnique  et  à  l'École  Kormale. 
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L'équalion  devienl 

[4s2  cos  (o  sin  to  -J-  3/p  cos  to —  3r/p  sin  w]2  = 

[p2(  1  —  4  sin2  (o)  -)-  3p(/  sin  to  -f  </  cos  w)  -f-  '-(/ 2  +  g2)]  X 

4 

[p2(i  — 4  cos2  to)  —  3p(/  sin  03  -f-  <?  cos  w)  -j-  -(/'2  -j-  g2)] 

4 
ou  en  ordonnant  par  rapport  à  p  et  divisant  par  3 

p4  -f-  4p3[(/"sin  to  -f-  g  cos  to)  cos  2(«> — (g  sin  to  —  /cos  to)  sin  2to] 

+  l?Hf2  +  gi)~~(r+g-T  =  o. 

Ce  qui,  en  posant 

f '  =  2/'  sin  3-/      #  =  2r  cos  3a, 

/" 
d  ou  -=  tg  3a  (o) 

_  v/f2  +  g2  =  *r,  (6) 

donne  l'équation  polaire  de  l'hypocycloïde,  où  oj  est  remplacé 
par  to  —  a.  Le  cercle  inscrit  est  le  cercle  décrit  du  point 

(  — -,- )  comme  centre  avec  un  rayon  égal  ù  . 

Il  a  donc  pour  équation  : 

œ*  + 2/2  +  g.z  —  /i/=o. 
C'est  précisément  l'équalion  du  lieu  des  centres  des  hy- 
perboles du  faisceau;  ce  qui  démontre  que  le  lieu  des  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  à  l'hypocycloïde  est  le 
cercle  inscrit. 

Pour  avoir  les  valeurs  de  x  et  de  y  eu  fonction  de  X,  il 
suffit  de  résoudre  les  équations  (2)  et  (3).  Celles-ci  donnent  : 
_     g»  -  2fi  -  g         _     À2(/A2  +  2ffX-/> 

(>'2+i)2  J~~         (À2-fi)2        ,(/) 

Si  l'on  prend  les  dérivées  par  rapport  à  À,  on  a 

Xa—  4 (À2  +  i;>         »X~"  ** (F+Ô^ '(8) 

Le  facteur  g  a*  —  3 /a2  —  3g\  -f-  f,  égalé  à  o  donne  les 
trois  points  de  rebroussement.  On  aura  donc  l'équation  de 
la  courbe  rapportée  à  une  tangente  de  rebroussement  et  à 
la  tangente  perpendiculaire  en  faisant  f  =  o.  On  voit  alors 
par  l'équalion  (1)   que  la  somme   des  inclinaisons  des  tan- 
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pentes  issues  d'un  point  donné  sur  l'axe  des  x  est  égale  à 
un  multiple  de  -;  car  les  tangentes  trigononiétriques  de 
ces  angles  satisfont  à  la  relation 

v  4-  x"  +  x"'  =  x'aT'. 

Cherchons  maintenant  les  points  d'intersection  de  la 
courbe  avec  l'axe  des  x.  En  faisant  y  =  o  dans  l'équation 
(4),  on  trouve 

(X  +  2gY(x>  -f  2<JX  -  f^)  =   O.  (9) 

Le  premier  facteur  donne  le  point  M  de  contact,  le  se- 
cond les  points  ^  et  ;j.2.  Comme  d'ailleurs  les  points  M2  et 
Mt  où  l'axe  des  ce  coupe  le  cercle  inscrit  ont  respectivement 
pour  abscisses  o  et  —  g,  il  en  résulte  immédiatement  les 
égalités  MM,  =  MiM2,  M^  =  M2fv,  d'ailleurs,  la  relation 
uljJXj  =  4?*  résulte  de  l'équation  (9). 

D'ailleurs  les  À  des  points  14  et  u2  sontdonnés  par  l'équation 

/A2  -f-  2()\  —  f  =  o. 

Les  tangentes  en  ces  points  sont  donc  rectangulaires. 

Pour  trouver  leur  point  d'intersection,  il  suffit  de  remarquer 
qu'elles  sout  les  asymptotes  de  l'hyperbole 

a*  —  ^-  xtj  —  y*  +  2cj.r  +  2fy  +  c  —  -£-  cr  =  o. 

Le  centre  de  cette  hyperbole  est  donné  par  les  équations 

x  —  y-  y  +  9  =  o,   —  j-  x  —  y  -f  f =  o, 

et  par  suite  a  pour  coordonnées 

ce  =  o,   y  =  f. 
Il  est  donc  sur  la  tangente  perpendiculaire  à  p^i,. 
Si  dans  l'équation  (1)  nous  faisons 
x  =  y  —  o, 
nous  trouvons,  outre 

\  =  o  et  À  =  go,     fk  -f  g  =  o. 
Lu   troisième  tangente   menée  par  l'origine  a    doue  pour 

équation 

0.x  —  fy  =  o. 

D'ailleurs  la  tangente  au  cercle  est 

CJx  —  fy  =  o. 

Ces  deux  droites  sont  donc  égalemenl    inclinées  sur   1  is 

axes. 
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Reprenons  la  formule  (5).  Dans  cette  formule,  a  est  l'angle 
que  fait  la  droite  o^S  avec  l'axe  des  x.  D'ailleurs  la  droite  wMt 
fait  avec  ce  même  axeTangle  3xetwM2  l'angle —  3a.  Comme 
on  a  : 

a  —  ( —  3a)  =  2  (3a  —  a), 
on  a  : 

SMa  =  2SM1. 
Enfin  cherchons  le  rayon  de  courbure  au  point  M  (À  =  o). 
Ce  rayon  de  courbure  a  pour  expression 


'+(»' 


f£y\ 

\  dx2  } 


— -i—  est  nui  et  —r^r  est  égal  à  ■ — —  c'est-à-dire  (au  sieiie  près), 
dx  dx*  s         xl  \         &      r      /> 

à   — .  Donc  le  rayon  de  courbure  est  égal  à  4/,  c'est-à-dire 

4/ 
à  8  fois  la  distance  du  point  w  à  la  tangente  i^y^. 

Voici  maintenant  les  propriétés  que  j'ai  trouvées  en  dehors 
des  précédentes. 

D'abord  les  égalités  MMt  =  MM2,  \j.lMi  =  M^  sont  des 
cas  particuliers  d'une  proposition  plus  générale,  à  savoir  que 
le  point  Mt  est  le  milieu  du  segment  intercepté  sur  la  tangente 
en  M  par  deux  tangentes  rectangulaires. 

En  effet,  faisant  dans  l'équation  (1)  y  =  o,  on  a 

V  +  0 


Si  l'on  change  À  en rona 

A 


X    = 


x»  4-  1  ' 


À*  + 1 

La  demi-somme  de  ces  valeurs  est  égale  à  —  g. 

Prenons  alors  sur  la  tangente  M^Ij  un  point  P.  Pour 
trouver  les  deux  autres  tangentes  issues  de  ce  point,  remar- 
quons que  les  longueurs  PI',  PI",  interceptées  sur  ces  tan- 
gentes par  la  tangente  perpendiculaire  à  MjM2  sont  divisées 
en  deux  parties  égales  par  les  points  M/,  M/  situés  sur  le 
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cercle  inscrit.  Ces  points  seront  donc  les  points  de  rencontre 
de  ce  cercle  avec  la  perpendiculaire  au  milieu  de  PM2.  Mais 
on  verrait  de  même  que  MjM/,  par  exemple,  est  perpendi- 
culaire à  PM7'.  Il  en  résulte  que  le  point  P  est  le  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  du  triangle  M^M/M/'.  D'ailleurs,  puisque 
PM2  =  2PH,  le  triangle  M2M„rM/  est  homotkétique  par  rap- 
port au  point  P  du  triangle  HH'H"  formé  par  les  pieds  des 
hauteurs  du  triangle  MjM/M/';  or  celui-ci  est  circonscrit  à 
un  cerclo  de  centre  I  ;  donc  le  point  P  est  le  centre  d'un  cercle 
tangent  aux  trois  côtés  du  triangle  M2M2'M2". 

Gonsidérantmaintenantles  triangles  égaux  RMiMi',  M2MiM'i, 
on  a 

PMl  .  PMÎ  =  MaMÎ  .  M2MÏ  =  2r  .  M2H  =  r  .  PMa  =  -^— , 

p  étant  la  puissance  du  point  P  par  rapport  au  cercle.  Donc 
PM4  .  PMl  .  PMi  =  pr.  (10) 

On  a  encore,  en  désiguant  par  V,  V,  V"  les  angles  que 
font  entre  elles  les  trois  tangentes  : 

PM2  =  2PM'j  co.s  Y"  ou  p  —  2PMt  .  PM',  cos  Y" 
ou  encore 

™;   te   pm,.  =    pm;    =  2r 

cos  V"  cos  V  cos  V 

Remarquons  maintenant  que  M'MJ'  =  2r  sin  V.  On  a  donc 
PM?  -f  PMT2  —  2PMl  .  PMÎ  cos  V  =  4»-2  —  4>-2  cos2  V, 

ou  en  remplaçant  2PM  .  PMi',  cos  V  et  ir  cos  V  par  leurs 
valeurs  : 

P~m7  -f  PM?  -f  PM?  =  4/'2  +p.  (1^2) 

Les  longueurs  de  deux  des  tangentes  issues  d'un  point 
ù  l'hypocloïde  donnent  deux  conditions  qui  permettent  de 
déterminer  le  point.  Il  doit  donc  exister  entre  les  longueurs 
des  trois  tangentes  menées  par  un  point  à  la  courbe  une 
relation  indépendante  de  la  position  du  point.  Les  égalités 
précédentes  vont  nous  permettre  de  trouver  cette  relation. 
Pour  cela,  soient  x,  p,  y  les  longueurs  de  ces  tangentes, 
l,  /',  l",  les  longueurs  PM„  PMÎ,  PM'/. 

On  a: 
ll'l"  =  pr,     l  =  ir  cos  V,     /'  =  2?'  cos  V,    /"  =  ir  cos  V" 
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avec 


et 


* -f  m.  P=.r~f.T  =.«•-* 


-f-  v  -f  V  -f  V  =  o. 
En  remplaçant  dans  la   première  égalité    p,    successive- 
ment, par  il'1  —  la.,  2Ï'1  —  l'i,  etc.;  on  a 

l'I"  =  ilr  —  y.r.  etc., 
ou 

4?-  cos  V  cos  V"  =  4?'  cos  V  —  oc. 
Mais 

cos  V  =  cos  V  cos  Y"  —  sin  V  sin  Y". 
Donc 


sin  V  >in  Y" 


sin  Y  sin  V 


sin  Y  sin  Y 

_     —  Y 
4r 


V 


Or,  les  angles  Y,  V',   Y"  ayant   une  somme  nulle,  leurs 
tinus  satisfont  à  la  relation 

sin4  Y  -f-  sin1  Y'-|-  sin4  V —  2  sin-  Y'sin2  V* —  2  sin2  Y'sin5  Y* 
—  2  sin2  Y  -f-  sin2  Y'  4  sin2  Y  sin2  V  sin2  Y"  =  o. 


En  remplaçant  sin-  Y,  etc.  par 

wSftî 


É2v2  "'2y- 

—  +  -*4-  + 

„«  I  CI 


ou  encore  en  multipliant  par 


2(a2    -f    S*    -f-   y») 


etc.,  nous  avons 


«ftf 


=  0. 


r. 

Y 


r2  w  r2 


+  (t)"©' 


>'  •  •  —  .  —  (au  signe  près). 

x  p         y  si/ 

Ce  qui  s'énonce:  S*'  /'ou  forme  les  troisièmes  proportionnelles 
aux  tangentes  et  au  rayon  du  cercle  inscrit,  le  carré  de  la 
surface  du  triangle  qui  a  les  longueurs  ainsi  obtenues  pour  côtés 


(*)  Au  signe  près. 
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est  égal  au  volume  du  parallélépipède  qui  a  ces  mêmes  longueurs 
pour  arêtes,  multiplié  par  le  seizième  du  rayon. 

Je  suis  d'ailleurs  sur  la  voie  de  nouvelles  propriétés  que 
j'espère  trouver  pendant  ces  vacances  et  que  je  vous  enverrai. 

QUESTION  65 

Solution  par  M.  Amaurt  dr  Kerdrel,  à  Brest. 


Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  circonscrits  à  tous  les 
.triangles  polaires  conjugués  par  rapport  à  une  parabole. 

(Kœhler.) 

Soient  (x$)  les  coordonnées  d'un  des  sommets  d'un  triangle 
polaire  conjugué  (*)  ;  on  sait  qu'à  ce  sommet  correspond  une 
infinité  de  triangles  polaires;  il  suffit  que  les  deux  côtés 
passant  par  (x.6)  forment  un  faisceau  harmonique  avec  les 
tangentes  issues  de  ce  point. 

Prenons  pour  origine  le  point  (a.p)  et  pour  axes  des  axes 
parallèles  à  ceux  de  la  parabole;  l'équation  de  cette  courbe 
est  alors 

(y  +  P)%  =  m*  +  «)•  (1) 

La  polaire  de  l'origine  est 

px  —  py  =  p8  —  yx.  (2) 

Formons  une  combinaison  homogène  entre  les  équations 
(1)  et  (2)  ;  nous  aurons  ainsi  le  faisceau  de  tangentes  issues 
ie  ce  point:  cette  combinaison   est  ici 

2(px—py)*        (px  —  £y)*x(p  —  2p-x) 

y  p»  _   2pCL        _1~  ((52  —  2px  ls 

OU 

2fi  IX 

x* xy  H if  =o.  (S) 

p  p 

L'équation  du  système  de  droites  formant  avec  le  sys- 
tème (3)  un  faisceau  harmonique  est 

x,  _  /^±jlJ  xy  +  hj,  =  o 

C)  Pur  rapport  aux  axes  ordinaires  de  la  parabole. 
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()  étant  une  indéterminée)  (Voir  Journal  de  Mathématiques 
spéciales,  année  1K82,  p.  167  et  168). 

Soil 

X1  -\-  if  —  20305*  —  2yy   =  o 
l'équation    d'un  cercle  passant  par  P  et  pour  lequel  x  et  y' 
sont  les  coordonnées  du  centre. 

Formons  une  combinaison  homogène  entre  l'équation  de 

ce  cercle  et  l'équation  (2)  et  exprimons  que  nous  avons  une 

équation  identique  à  (4),  nous  aurons  ainsi  deux  relations 

entre   lesquelles  il  suffira  d'éliminer   X  pour  avoir   le  lieu 

cherché.  Cette  combinaison  est  0 

.   ,     2        2'./v/-f  yy')(px  —  r;Aj) 
a2  +  y2  —  — 

ou 

(p*  —  2p-x  —  2px')x*  -f-  2{^x  —  py')xy 
-f-  (;2  —  2py.  -{-  2%')y2  =  o. 
En  identifiant  avec 


on  a 


a;2  — 

P 

+  <-iï  —  ° 

2'lx'  - 

-m' 

2%  -+-  pX 

et 


£2  —  2pz  —  2pX  $ 

>  ==   >2  —  2P*  +  2,V 
y  —  2\yj.  —  2px' 
Éliminant  À  on  a 

'■J1  —  2px  -\-  2rpj  (2/pX    —  2py'^  2a 

|}a  —  2py.  —  2px'    '  p(p*  —  2py.  —  2/}.x,r)  p 

ou  encore 

2x'(p2  —  2py.)  -f-  2a(^2  —  2pa)  -|-  p(p*  —  2py.)  =  o 

ou  en  enlevant  le  facteur  S3  —  2py., 

x  4-  %  -f-  —  =  o 

o 

ou  en  transportant  l'origine  au  sommet  de  la  parabole 
x  -j-  —  =  o. 

2 

Le  lieu  cherché  est  donc  la  directrice. 
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Remarque.  —  Si  le  point  (xp)  est  sur  la  parabole,  le  fac- 
teur 32  —  2px  est  nul;  dans  ce  cas,  le  cercle  se  réduira  donc 
à  ce  point  ou  à  la  tangente  en  ce  point.  Dans  le  premier 
cas,  le  centre  de  ce  cercle  est  le  point  lui-même  ;  dans  le 
second,  le  centre  est  à  l'infini.  Donc,  si  on  tient  compte  du 
cas  particulier  ou  p2  —  2px  =  o,  la  parabole  proposée  et  la 
droite  de  l'infini  font  partie  du  lieu. 

Sur  la  question  65,  par   M.  Koehler. 

Nous  allons  démontrer,  en  faisant  usage  des  coordonnées 
tfilinéaires,  que  la  directrice  d'une  parabole  passe  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  autopolaire. 

Soient  a,  b,  c  les  côtés  du  triangle  de  référence;  l'équation 

d'une    conique    quelconque    conjuguée   par    rapport    à    ce 

triangle  est 

Ix2  -f  mif  +  nz2  =  o. 

On  exprimera  que  cette  conique  est  une  parabole  en  écri- 
vant que  la  droite  à  l'infini  ax  -f-  by  -\-  cz  =  o  est  tangente, 

ce  qui  donne 

a2mn  -f-  b2ln  -f-  cHm  =  o.  (1) 

Cherchons  le  foyer;  l'équation  quadratique  des  tangentes 
issues  d'un  point  (a,  p,  y)  es^ 
(Le2  -f-  mif  -f  nz2)(h2  -f-  mp2  +  nf)  —  (/ax  -f  mpy  -\-  iv{z)2  =  0. 

Cette  équation  doit  pouvoir  être  identifiée  avec  celle  d'un 
cercle  qui  est  de  la  forme 

(ax  -f-  by  -f  cz\ax  -\-  \ty  -f-  «)  +  ayz  +  bzx  -f-  cxy  =  o. 

On  trouve  ainsi  facilement  les  conditions  suivantes,  après 
l'élimination  de  À,  u.,  v: 

mn(b$  -f  cyf  -f  nlb2x2  -f  Imc2*1 
=  nl(Of  -haa)2  -f-  lmc"-p2  -f  mna*F 
=  lm(aa  +  bp)2  -fmnay  +  nlb2f 
qui,  jointes  à  la  relation  Oa  -f-  b§  -f-  Cf  =  2S  (S  étant  la  sur- 
face du  triangle   de  référence)  déterminent  les  coordonnées 
k,  p.  y  des  foyers. 

En  tenant  compte  de  la  relation  (1),  les  équations  de  con- 
ditions deviennent  dans  le  cas  de  la  parabole 
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mn[(bp  +  c-/)2  —  a2a2]  =  nl[(c-  -f-  aa)2  —  &2£2] 

=  lm[(ay.  -f  6^)2  —  e2y2] 

ou 

mn(bp  -f  cf  ~\-  aa0  =  w/[cy  +  a*  +  6£]  =  hn{az  +  6.3  +  Cy]. 

On  en  conclut 

aa  36  yc         _  aa  -f-  63  -f-  CY S 

m-\-  n   '      n-\-l         l  -\-  m    '      i(l -\- m -\- n)  '  ~  l -j-m-f-n 

La  directrice,  polaire  du  foyer,  sera 

lx   ,  .    .     wy   ,     ,    «    ■     »-    ,,    , 

—  (m  4-  n)  H r-  (n  +  /)  H (/  +  m  =  o. 

a  oc 

11  est  facile   de   constater   que   cette  droite    passe  par  le 

centre  du  cercle   circonscrit  au  triangle  de  référence,  dont 

les  coordonnées  sont  proportionnelles  à  cos  A,  cos  B,  cos  C. 

En  remplaçant  dans  l'équation  précédente  x,  y,  z  par  cos  A, 

cos   B,  cos  G,  et  a,  b,  c  par  les  quantités  proportionnelles 

sin  A,  sin  B,  sin  C,  on  obtient  effectivement 

l(m   -f-  n)  cos  A  sin  B  sin  G  -j-  m(n,  -j-  l)  cos  B  sin  G  sin  A 

-{-  n(l  -f-  ni)  cos  G  sin  A  sin  B  =  mn  sin  A  (cos  B  sin  C 

-f-  sin  B  cos  C)  -j-  ni  sin  B  (cos  G  sin  A  -\-  sin  G  cos  A) 

-f-  Im  sin  G  (cos  A  sin  B  -f-  sin  A  cos  B)  =  mn  sin2  A 

+  ni  sin2  B  +  lin  sin2  C. 

expression  identiquement  nulle  en  vertu  de  la  relation  (1). 


QUESTION  89 

Solution,  par  M.  H.  Bielles,  lycée  Saint-Louis. 


On  considère  un  cercle  A,  et  Von  prend  sur  la  circonférence  un 
point  mobile^l.  Ayant  joint  ce  point  aux  extrémités  d'un  diamètre 
fixe  AB,  du  point  M  on  abaisse  sur  AB  une  perpendiculaire 
MP,  le  cercle  décrit  de  M  comme  centre  avec  MP  pour  rayon 
rencontre  MA  en  A\  et  MB  en  B'.  Le  lieu  décrit  par  le  point  de 
rencontre  de  MP  et  de  A'B'  est  une  courbe  du  douzième  degré 
ayant  pour  points  sextuples  les  points  A  elB.  On  montrera  que 
si  AB  est  l'axe    des  x,   l'équation  peut  se    résoudre  par   rap- 
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port  à  y  et  l'on  donnera  la  forme  générale  de  cette  courbe  qui 
est   une  unicursale.  (G.  L.) 

Je  prends  AB  pour  axe  des  x  et  le  diamètre  perpendicu- 
laire pour  axe  des  y.  L'équation  du  cercle  sera 

x2  -f-  if  —  r-  =  o.  (A) 

Soient  ot,  (3  les  coordonnées  du  point  M,  nous  aurons  : 

a2  -f  rf  =  r2. 
Je  transporte    les    axes  parallèlement    à    eux-mêmes  au 
point  M  : 

(X  -f  a)2  f  (Y  +  p)2  -  /•»  =  O  (A) 

Y  =  —  p.  (AB) 

L'équation  du  faisceau  de  droites  MA,  MB  est  : 

SX2  —  2aXY  —  pY2  =  o. 
L'équation  du  cercle  M  est: 

X2-j-  Y2  —  Ê2  =  o; 
soit 

aX  +  6  Y  =  i , 
l'équation  de  A'B',  l'équation  du  faisceau  de  droites  MA'  et 
MB'  est  : 

(i  —  a2S2)X2  —  2abp2XY  -f  (i  —  6»p«)T"  =  o. 
J'exprime  que  les  droites  MA  et  MA',  MB  et  MB'  se  con- 
fondent: 

p         _       «  P 

i  —  a2â2  "~  abÇ?  ~~  i  —  o^â» 
ou 

r 

(a2  -f-  b2)p2  =  2, 


Je  reviens  aux  anciens  axes,  les  coordonnées  d'un  point 
du  lieu  sont  déterminées  par. les  équations: 

x  —  a  =  o, 
b(y  —  p)=  i, 

,-2  =  a2  +  pt 
(a2  +  62)^2  =  2, 

a        _  g 

~a~bp~   6262  —  i 
J'élimine  a  entre  ces  deux  dernières  équations,  j'ai: 
b*p*(a"  -f  p«)  —  26»p»(«»  -f-  p2)  +  a2  =  o, 
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OU, 

r  H-  S 
6»S2  =  — =^-. 


r 

Eu  sortant  dans  la  seconde  équation,  j'obtiens  : 

/  y  —  p  y         y 

V      P      /         r±p" 
L'équation  du  lieu  est  donc  : 

y  —  y/r2  —  as2 


y/r2  _   X*  J  r  ±   ^    _  œ2 

Le  lieu  est  formé  de  deux  courbes  du  sixième  degré. 
Les  points  AetB  sont  des  points  sextuples  de  ce  lieu.  Son 
équation  peut  s'écrire  : 

y—  y/r2  —  œ2  _  _  ]/  r  _  \/ ir 


=  f 


ou 


y/r2  —  x2  '     r  +  y/r2  —  x2  .  y/r-j-œ +  y/r —  ce 

y  =  ±v/^^[l±v/_^'t/__]. 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes  de 
coordonnées;  x  ne  peut  varier  qu'entre  —  r  et  -\-  r. 
Considérons  la  branche  de  courbe 

y  —  y/r2  — œ2      i  ±-     ,  ^     ,  ■ 

J  L  y/  r  +  x  ±  y/r  —  x-  J 

/  y/ 2  \    v 

Quand  ac  varie  de  0  à  r,  y  varie  de  r(  i  -(-  — —  J   a  0.    La 

tangente  au  point  B  est  parallèle  à  l'axe  des  y,  nous  avons 
la  branche  de  courbe  DEB. 

Considérons  la  portion  de  courbe 

r  y/2r  "l 

y  =  y/f»  _  œ2      !  _j_       __^ . 

L  y/  r  -4-  ^'  —  V  r  —  œ  J 

Quand  x  varie  de  0  à  r,  y  varie  de  -|-  ce  ù  0,  la  tangente 

en  B  est  parallèle  à  Oy,  nous  aurons  la  branche  BFG, 

Soit 

y  =  V/7^T^  [", *2?  1 

L  y  ''  T  ^  T  V  ''  —    ''  -J 


-2.-58 
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Quand  x  varie  de  0  à  R,  y  varie  de  R 


\  2 


à  0.  La 


tangente  enB  a  pour  coefficient  angulaire  —  i,  nous  avons 
la  branche  KHB. 


Soit  enfin 


=  X  >-.r<[ 


P'  +  x  —  \r 


Quand  x  varie  de  0  à  R,  y  varie  de  —  oc  à  0.  La  tan- 
gente B  a  pour  coefficient  angulaire  i.  Cette  branche  de 
courbe  rencontre  le  cercle  au  point  L  de  coordonnées: 

4  4   ' 


./• 
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et  la  brandie  de  courbe 

y=—\/ri  —  x*     i  +     /— - —    ,2>  , 

L         y  r  -\-  x  -j-  y  r  —  x  J 

au  point  : 

r  3r 

2  2 

Nous  avons  la  branche  de  courbe  MLB. 

Le  reste  de  la  courbe  s'obtient  par  symétrie. 

Si  nous  posons  x  =  R  cos  2«,  nous  aurons 

_     .  R  sin  2io 

y  =  R  sin  2(o  — 


et  comme 

sin  «  = 

cos  co  = 


sin  «  -f-  cos  a) 

t  —  r- 


t  -f  Z2 

2t 

t  -f-  P 


x  et  y  pourront  se  mettre  sous  la  forme  -^W,    /*(£)    et    S(t) 

étant  des  fonctions    rationnelles  de  t.  La  courbe  est  donc 
une  unicursale. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Simonet,  à  Lyon. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


147.  —  Un  quadrilatère  variable  OGHM  se  déplace  et  se 
déforme  suivant  les  conditions  suivantes  : 

1°  Le  point  0  est  fixe; 

2°  La  longueur  OG  est  constante  : 

3°  L'angle  G  est  droit; 

4°  Le  côté  HM  est  à  chaque  instant  parallèle  à  OG; 

5°  L'angle  GOM  varie  de  grandeur  et  de  position,  mais  il 
a  toujours  la  même  bissectrice. 

Trouver  le  lieu  du  sommet  M.  (E.   V.) 
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148.  —  Construire  le    lieu   unicursal  représenté   par  les 

équations 

x  X  i  +  À4) 


a       (i  -Fa*)(i  —  X2)5 

y  2/* 


a    ~  (i  +à)2(i-à)2' 

149.  -i-  On  considère  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy, 
et  un  point  fixe  A;  de  l'origine  0  comme  centre,  avec  un  rayon 
variable,  on  décrit  une  circonférence  A,  à  laquelle  on  mène 
par  A  deux  tangentes  qui  coupent  les  axes  aux  points  P,  Q, 
P\  Q'.  Cela  posé,  on  joint  QP'  et  PQ';  ces  droites  se  coupent 
en  un  point  A'.  Trouver  le  lieu  de  ce  point.  —  On  expliquera 
par  des  considérations  géométriques, le  résultat,  en  apparence 
singulier,  auquel  a  conduit  le  calcul.  (G.  L.) 

150.  —  Étant  donnés  quatre  points,  A,  B,  C,  D  dans  un 
plan,  le  lieu  des  points  AI  tels  que  le  faisceau  (M  .  ABCD)  soit 
harmonique,  est  une  conique  passant  par  les  quatre  points; 
—  1°  soient  deux  coniques  f  =  o,  -j  =  o,  se  coupant  aux 
points  A,  B,  C,  D.  Le  lieu  des  points  M  tels  que  le  faisceau 
(M.  ABCD)  soit  harmonique,  les  points  A  etB  étant  conjugués, 
est  une  conique  de  la  forme  f-\-  mo  =  o.  On  a  de  même,  en 
considérant  comme  conjugués  les  points  A  etC,  puis  A  et  D, 
deux  autres  coniques.  Calculer  les  trois  valeurs  de  m  en 
fonction  des  trois  racines  de  l'équation  en  X  ;  2°  à  l'aide  de 
cette  expression  de  m,  calculer  le  rapport  anharinonique  des 
points  A,  B,  C,  D  sur  l'une  des  coniques  données.  —  3°  A  l'aide 
de  cotte  même  expression,  trouver  les  valeurs  proportion- 
nelles des  côtés  du  triangle  qui  a  pour  sommet  les  projec- 
tions du  poiut  D  sur  les  côtés  du  triangh   ABC. 

(Hadamard.  I 


Le  Rédacteur-Gérant, 
!•:.  VAZEILLE. 


Hll'lll'll.1.1!.  il  Ml. Ml      DES    CHEMINS  M.  III..         .MI'I.IMI  l.ll.   r.ll.m. 

m  i.  i  i  i.i.i  re,  20,  PARIS.  -    24074-4. 
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TRANSFORMATION  PLANE  DES  QUADRIQUES 

Par  M.  G.  de  Loiigchamps. 

[Suilc,  voir  p.  218.) 


10.  Théorème.  —  Lorsque  deux  droites  o,  o',  du  plan 
fondamental  sont  rectangulaires,  les  ellipses  correspondantes  A, 
A',  passent,  comme  nous  l'avons  remarqué,  par  le  sommet  A'; 
mais  elles  jouissent  encore  de  la  propriété  suivante  : 

A  rencontrant  l'ellipse  principale  du  plan  yox  en  un  point  I 
(différent  de  A'), 

A'  rencontrant  l ellipse  principale  du  plan  zox  en  un  point  J 
(différent  de  A.'), 

Enfin,  A  et  Ar  se  rencontrant  en  un  point  K  (différent,  de  k'); 

Le  plan  IJK  passe  constamment  par  le  sommet  k. 

Les  droites  o  et  o'  rencontrent  les  axes  ut,  œO  en  des  points 
parmi  lesquels  nous  en  distinguons  deux  p,  q.  Le  cercle  y, 
circonscrit  au  triangle  pcoq,  passe  par  le  point  de  concours 
m  des  droites  S,  ci'. 

Reportons-nous  maintenant  à  l'ellipsoïde  E.  Aux  droites 
8,  S'  correspondent  des  ellipses  A,  A';  aux  points  p,  q  cor- 
respondent les  points  P;  Q  ;  enfin  le  point  m  est  représenté,  sur 
E,  par  M,  point  commun  aux  ellipses  A  et  A'.  La  circonfé- 
rence y  passant  par  l'origine  a>,  nous  savons  f§  7,  rem.  V) 
que  l'ellipse  correspondante  passe  par  le  sommet  A.  Ainsi, 
les  quatre  points  A,  P,  Q,  M  appartiennent  à  un  même  plan. 

Cette  propriété  subsiste  après  que  l'on  a  effectué  une  trans- 
formation homographique;  les  ellipses  principales  que  nous 
venons  de  considérersont  remplacées  par  deux  ellipses  fixes, 
quelconques  d'ailleurs,  delà  surface;  de  plus,  les  sommets  A, 
A'  sont  représentés,  sur  l'ellipsoïde  nouveau,  par  les  points 
communs  à  ces  deux  ellipses. 

Voici  encore  une  propriété  qui,  elle  aussi,  subsiste  après 
la  transformation  homographique. 
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11.  Théorème.  —  Si  l'on  considère  quatre  points  quel- 
conques (p,  q,  r,  s)  du  plan  n,  et  les  points  correspondants 
(P,  Q,  R,  S)  de  l'ellipsoïde  E  ;  si  l'on  projette  ces  points  en  P', 
Q',  R',  S',  sur  le  plan  yoz,  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
droites  (wp,  wq,  wr,  cos)  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  (OP', 
OQ\  OR',  OS'). 

En  effet  les  formules  (E),  ou  (e),  donnent,  entre  autres 
conséquences, 

1-    A      L 
z~  c    *    Q' 

le  coefficient  angulaire  m  de  la  droite  qui  joint  co  au  point 

(t,  0),  est  donc  lié  au  coefficient  angulaire  M  de  la  droite  qui, 

dans  le  plan  yoz,  va,  de  l'origine  0  au  point  (y,  z),  projection 

du  point  (x,  y,  z)  sur  ce  plan,  par  l'égalité 

M  =  -  m. 
c 

D'après  cela,  si  l'on  imagine  une  certaine  forme  homo- 
gène entre  les  coefficients  mit  m2,    . ..; 

f(mv,  ro2,  ...), 
en  désignant  par  i  son  degré  d'homogénéité,  on  aura 

[(m,,  vu,  ...)  =  Q,AM»  M2,  ...). 

Le  rapport  anharmonique  étant  une  fonction  homogène, 
du  degré  zéro,  des  nombres  mu  in2,  m3,  wî.,  cette  égalité 
établit  le  théorème  énoncé, 

On  peut  observer  que  si  l'on  a 

ffa,  mv  . ..)  =  o, 

on  a  aussi 

/'(M,,  M,,   ...)  =o. 

Enfin,  comme  cas  particulier  du  théorème  précédent,  on 
remarquera  que  si  quatre  points  forment  une  division  harmo- 
nique dans  le  plan  II,  leurs  points  correspondants,  projetés 
sur  le  plan  yoz,  donnent  quatre  points  qui,  joints  à  l'ori- 
gine 0,  forment  un  faisceau  harmonique. 

12.  Remarque.  —  Cette  proposition  penne',  dans  la 
transformation  omaloïdalc,  de  tenir  compte  du  fait  que, 
sur  le  plan  II,  un  poinlcst  situé  au  milieu  de  deux  autres. 
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13.  —  Nous  pouvons  maintenant  montrer  quelques  appli- 
cations de  celte  transformation. 

Pour  éviter  toute  confusion,  nous  raisonnerons  toujours 
sur  les  formules  particulières  (E)  et  (e)  que  nous  avons 
établies  plus  haut;  formules  qui  mettent  en  évidence  les 
ellipses  principales,  et  deux  sommets,  diamétralement  oppo  - 
ses,  de  la  quadrique  qu'on  transforme.  Mais  on  peut  toujours 
généraliser  les  énoncés  trouvés,  en  imaginant  que  l'on 
effectue  la  transformation  homographique  dont  nous  avons 
parlé  (§  8). 

14.  Tracé  d'ellipses  sur  un  ellipsoïde  donné.  — 

L'application  qui  se  présente  tout  d'abord  est  relative  au 
tracé  des  ellipses  sur  un  ellipsoïde  donné. 

Lorsqu'une  ellipse  doit  être  construite  sur  une  surface 
du  second  ordre,  sa  position  est  déterminée  quand  on  assu- 
jettit cette  courbe  à  trois  conditions  simples;  par  exemple, 
on  peut  demander  que  l'ellipse  passe  par  certains  points  ou 
soit  tangente  à  des  ellipses  déjà,  tracées. 

Tous  ces  problèmes  se  trouvent  résolus,  par  la  transfor- 
mation que  nous  exposons,  au  moyen  d'une  épure  faite  sur 
un  plan  et  n'exigeant  que  le  seul  emploi  de  la  règle  et  du 
compas. 

Sans  nous  arrêter  aux  détails  infinis  et  sans  intérêt  que 
comporteraient  l'exposition  de  ces  difféients  problèmes  et 
leur  discussion,  prenons  simplement,  pour  faire  comprendre 
notre  méthode,  le  cas  oii  l'on  propose  de  tracer,  sur  un 
ellipsoïde  donné,  une  ellipse  tangente  à  trois  ellipses,  déjà  tra- 
cées. Si  elles  ne  sont  pas  tracées,  nous  supposerons  que  l'on 
connaît,  tout  au  moins,  trois  points  pour  chacune  d'elles. 

Soient  et,  i2,  t3  les  trois  ellipses  données,  et  soit  i  l'ellipse 
qu'il  faut  construire. 

Sur  êj,  on  donne  au  moins  trois  points,  et  par  ces  trois 
points  on  peut  faire  passer  un  plan  dont  l'équation  se  trouve 
ainsi  connue  et  bien  déterminée.  En  transformant  celle  équa- 
tion au  moyen  des  formules  (E)  on  obtient,  dans  le  plan 
qu'on  a  choisi  pour  effectuer  l'épure,  une  circonférence  e/. 

En  répétant  celle  construction  pour  les  ellipses  s,,  s3,  on 
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aura,  finalement,  dans  le  plan  fondamental,  trois  circonfé- 
rences et,  s2,  e3,  auxquelles  on  pourra  mener,  parla  construc- 
tion connue,  une  circonférence  tangente  e\  En  prenant 
sur  s'  un  point  quelconque  m  (de  coordonnées  t,  G),les  for- 
mules (E)  permettront  de  calculer  les  coordonnées  du  point 
correspondant  M.  On  obtiendra  donc  autant  de  points  que 
l'on  voudra  de  l'ellipse  inconnue  e,  et  le  problème  proposé 
se  trouve  résolu.  La  solution,  point  par  point,  que  nous 
venons  d'indiquer  est,  croyons-nous,  la  seule  que  comporte 
le  problème  en  question,  puisqu'il  ne  saurait  être  question 
d'un  tracé  continu. 

On  peut  dire,  en  un  mot,  que  toute  la  géométrie  ellipsoïdale, 
en  prenant  ce  terme  dans  le  sens  qui  est  donné  à  l'expression 
analogue  géométrie  sphérique,  se  trouve  résolue  par  la  règle 
et  le  compas,  et  par  des  constructions  planes.  Il  faut  pour- 
tant supposer  que  les  dimensions  (a,  b,  c)  de  l'ellipsoïde  sont 
données  et  même,  pour  la  raison  que  nous  allons  développer, 
que  les  sommets  de  la  quadrigue  sont  des  points  marqués  sur  sa 
surface. 

15.  —  Les  formules  de  transformation  dont  nous  faisons 
usage  pour  effectuer  l'épure  sur  le  plan  II,  renferment,  non 
seulement  les  dimensions  de  l'ellipsoïde,  mais  aussi  les  coor- 
données de  trois  points  pris  sur  l'ellipse  que  l'on  transforme. 
Si,  au  point  de  vue  théorique,  la  solution  que  nous  avons 
exposée  pour  un  problème  particulier,  solution  qui  s'applique 
visiblement,  avec  les  modifications  voulues,  à  tous  les  pro- 
blèmes de  la  géométrie  ellipsoïdale,  paraît  simple  et  complète, 
elle  offre  pourtant,  au  point  de  vue  pratique,  une  difficulté 
évidente.  Cette  difficulté,  sur  laquelle  nous  allons  nous  expli- 
quer, tient  à  ce  que  la  détermination  (l'un  point  sur  une 
surface  matérielle  donnée  ne  peut  se  faire  par  l'emploi  de 
ses  coordonnées;  et  que,  réciproquement,  un  point  étant 
donné  ou,  pour  être  plus  explicita,  étant  marqué  sur  une 
surface  matérielle,  ses  coordonnées  ne  sont  pas,  au  moins 
immédiatement,  connues. 

16.  —  Imaginons  donc  un  ellipsoïde  matériel  donné  E,  et 
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supposons  que  ses  sommets  A,  A';  B,  B';  G,  Cr,  soient  mar- 
qués sur  la  surface. 

Prenons  sur  E  un  point  M  ;  désignons  par  x,  y,  z,  ses 
coordonnées  relativement  aux  plans  principaux,  et  par  a,  -/; 
3,  P';  v,  y',  ses  distances  aux  sommets  de  la  quadrique, 
distances  que  l'on  peut  obtenir,  le  point  M  étant  marqué 
sur  la  surface,  au  moyen  du  compas  sphérique. 

Les  relations 

,r.  =  lf  +  z*  +  (a  _  xyt 

%'*  =  j,*  +  **  +  (a  +  x)2, 
donnent 

qax  =  a  2  —  a2. 
On  trouve  de  même 

4fy    —     C'2     _     ^ 

40s  =  y'2  —  Y2- 

Dans  ces  formules  a,  S,  y  désignent  les  distances  du  point 
M  aux  trois  sommets  A,  B,  C,  qui  forment,  avec  le  centre  0, 
un  trièire  tri-rectangle  dont  les  arêtes  OA,  OB,  OG  sont 
supposées  représenter  les  directions  positives  des  axes  de 
coordonnées.  Avec  cette  convention,  les  formules  précédentes 
sont  générales  ;  elles  conviennent  à  toutes  les  positions  du 
point  M  dans  l'espace. 

Ces  formules  permellent  de  construire,  par  une  quatrième 
proportionnelle,  chacune  des  longueurs  x,  y,  z,  quand  on 
a  pris  les  longueurs  x.  6,  y  ;  -/,  &',  y\  D'après  cette  remarque, 
la  difficulté  qui  était  soulevée,  se  trouve  tournée  et  nous 
pouvons  dire,  comme  conclusion  de  ces  explications,  que, 
étant  donné  un  ellipsoïde  matériel  dont  les  six  sommets  (*)  sont 
marqués  sur  la  surface,  on  peut  résoudre,  par  une  épure  faite 
sur  un  plan,  et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  et  du  compas, 
tout  problème  correspondant  à  l'énoncé  suivant  : 

Tracer,  sur  un  ellipsoïde,  une  ellipse  remplissant  trois  condi- 
tions analogues  à  celles-ci  :  passer  par  un  point  de  la  surface;  ou 
être  tangente  à  une  ellipse  déjà  tracée. 

[*)  A  la  rigueur  on  pourrait  n'ea  exiger  que  trois  et,  de  la  connaissance 
des  distances  a,  S.  y,  déduira  celles  des  coordonnées  ordinaires  x,  y,  z;  mais 
il  est  plus  simple  de  supposer,  comme  nous  le  faisons,  que  les  six  sommets 
sont  marqués. 
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17.  Cas  des  ellipses  centrales.  —  Appelons  ainsi 
celles  qui  sont  obtenues  en  coupant  l'ellipsoïde  par  des  plans 
passant  par  son  centre;  ces  courbes,  dans  la  géométrie 
ellipsoïdale,  correspondent  aux  grands  cercles  de  la  géomé- 
trie sphérique.  Nous  nous  proposons  d'examiner  ce  cas 
particulier  des  ellipses  tracées  sur  l'ellipsoïde. 

Nous  avons  déjà  observé  (§  7,  rem.  "VII),  que  si  le  plan 
d'une  ellipse  passait  constamment  par  un  point  fixe,  les 
cercles  correspondants  étaient  orthogonaux  à  un  cercle  fixe. 
Mais  il  reste  à  déterminer  ce  cercle,  quand  les  ellipses 
sont  centrales.  Les  formules  (1)  et  (u)  (§  o),  en  supposant 
o  =  o,  donnent  1°  l'égalité 

x  y  z 

pour  représenter  le  plan  sécant;  2°  l'équation 

/2  J_  o2  —  2—4  —  2—0  —  I  =  o, 
a  a 

pour  le  cercle  correspondant  à  l'ellipse  de  section. 

Lorsque  les  paramètres  x,  (3,  y  varient  arbitrairement,  tous 
les  cercles  qui  correspondent  à  l'équation  précédente  sont 
orthogonaux  au  cercle  imaginaire  dont  l'équation  est 
t2  -f-  O2  -f-  i  =  o. 

Mais  on  peut  substituer  à  cette  condition  analytique 
une  propriété  géométrique  plus  saisissable. 

Si,  dans  l'équation  (u)  (§  o),  après  avoir  fait  8=  o,  on  donne 

h  chacun  des  paramètres  variables  — , — ,  une  valeur  quel- 

x      a 

conque,  le  cercle  correspondant  et  celui  dont  l'équation  est 

t1  -f-  O2  —  i  =  o, 
ont  pour  axe  radical  une  droite  passant  constamment  par 
l'origine  o>.  En  résumé,  les  ellipses  centrales  se  transforment 
en  cercles  qui  coupent  un  certain  cercle  fixe  (cercle  qui  corres- 
pond à  l'ellipse  principale  du  plan  YOX)  en  (leur points  dia- 
métralement opposés. 

On  peut  dire  aussi,  si  l'on  préfère,  que  ces  cercles  décrivent 
sur  les  axes  <■>/,  <•■>'),  dos  divisions  homographiques  en  invo- 
lution,  dont  le  point  central  est  <•>. 


JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES  247 

18.  —  Parmi  les  ellipses  centrales  on  peut  distinguer 
celles  qui  passent  par  deux  sommets  opposés  de  la  surface. 

Xous  avons  déjà  fait  remarquer  que  celles  qui  passent 
parles  points  A  et  A',  se  transforment  sur  le  plan  fonda- 
mental en  droites  passant  par  l'origine.  En  supposant  main- 
tenant que  l'on  ait  p  =  o,  ou  y  =  o,  on  voit  que  les  cercles 
correspondants  coupent  l'axe  ©f,  ou  l'axe  w0,  en  des  points 
fixes. 

(A  suivre.) 


QUESTION  73 

Solution  par  H.  P.   Saillabd,    élève    de    Mathématiques  spéciales   au 
Collège  Cbaptal  (classe  de  31.  Weillj. 


On  considère  un  triangle  ABC  inscrit  dans  une  parabole  cl 
dont  l'hypoténuse  est  une  normale  de  la  courbe. 

Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  du  cercle  inscrit  à  ce 
triangle. 

Prenons  comme  axes  de  coordonnées  l'axe  et  la  tangente 
au  sommet  de  la  parabole. 

Considérons  (le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure)  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC;  il  est  tangent  à  la  parabole  en 
A  et  le  coupe  en  B  et  C;  les  deux  droites  AB  et  AC,  cordes 
communes,  doivent  donc  être  également  inclinées  sur  l'axe 
de  la  parabole;  la  bissectrice  de  l'angle  en  A  est  donc  la 
perpendiculaire    à   l'axe   menée  par  ce  point  A. 

Considérons  la  bissectrice  CP,   de  l'autre  angle  aigu   du 

triangle  ABC,  la  somme  des  angles  ABC.  ACB  étaut  —,   la 

somme    des   angles   PAC,    PCA  est  —,  et  l'angle  P  a  pour 

4 

o 
Ô~ 

mesure  - — .  c'est-à-dire  que  CP  est  parallèle  à  la  bissectrice 

de  l'angle  xOif. 

Nous  allons  mettre,  par  ces  considérations,  le  problème 
en  équation. 
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L'équalion  de  la  normale  en  A  {x^y^)  est 


y—yi 


x 


Ui  —p 

on   calculera  facilement  les   coordonnées  du  point  G  qui 
donnent 

(P  +  xù 


x 


x, 


y  = 


l'équation  de  CP  sera  donc 

2J) 


2/+  -f-to  +  p) 

i/t 


+ 


x 


2p(p  +  Xi) 

—  Vi 

(p  +  ^l)2 


o,     (1) 


en  éliminaut    x1y1  entre  l'équation  (1),  l'équation 

x—  yit 
et 

y*  =  2pxu 
on  aura  l'équation  du  lieu  qui  est 

[xy  —  2px  —  p-]2  —  (p  -L-  x)-2px  =  o. 

Interprétation  de  ce  lieu.  —  Il  est  à  remarquer  que  la 
courbe,  telle  que  nous  l'avons  définie  par  les  remarques 
précédentes,  ne  coïncide  avec  le  lieu  demandé  que  dans 
une  partie  de  son  étendue.  Le  point  P  ne  sera  et  ne  res- 
tera le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC,  que  tant 
que  AC  ne  sera  pas  en  direction  la  bissectrice  des  axes;  à 
partir  de  ce  moment,  le  point  P  est  le  centre  d'un  cercle 
ex-inscrit,  et  ne  répond  plus  à  l'énoncé.  Donc,  il  n'y  a  que 
pour  les  positions  de  P  correspondant  à  une  valeur  de 
2/t  >  p  que  l'équalion  trouvée  représentera  le  lieu. 

Construction  de  ce  lieu.  —  Transportons  l'origine  au  point 
'  x  =  2p 
[  y ■  =  o. 
L'équation  du  lieu  devient 

[xy  —  p2]2  —  (p  -f-  x)*2px  =  o, 
qui  peut  encore  s'écrire 

x  IX 

Sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que  l'hyperbole 
équilalère 

xy  =  p2 


0 
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est  une  courbe  diamétrale,  que  la  courbe  proposée  est 
tout  entière  du  côté  des  x  positifs,  et  qu'elle  admet  pour 
asymptote  l'axe  des  y,  et  pour  direction  asymptotique  celle 
de  l'axe  des  x  ; 

D'autre  part,  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 
œ2(y2  —  2px)  +  f(xy)  =  o, 
f(xy)  étant  une  fonction  du  deuxième  degré. 

Elle  prouve  que  la  parabole 

y*-  =  2pj3 
est  asymptote.  De  plus,  en  développant  la  fonction 

f(xy)  =p2[f  —  4X2  —  2x(y  +  p)], 
on  voit  qu'il  ne  peut  y    avoir  de  points   dans    la  région 
ombrée.  On  en  conclut  la  position  de  la  courbe  par  rapport 
à  sa  parabole  asymptote.  Ces  indications  permettent  de  con- 
struire la  courbe. 

Remarque.  —  Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  l'inter- 
prétation du  lieu  pour  les  points 

tels  que 

Vi  >P 
peut  se  répéter  pour  ceux  dont  l'ordonnée  est  inférieure  à — p, 
et  alors,  en  prenant  une  parallèle  à  l'autre  bissectrice  des 
axes,  on  arrive  à  une  équation  de  même  forme  que  la  pre- 
mière, mais  dans  laquelle  x  est  remplacé  par  —  x.  Ce  qui 
prouve  qu'elle  représente  une  courbe  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  Ox  (ce  qui  pouvait  d'ailleurs  se  prévoir  à  priori). 
Toute  la  partie  des  deux  courbes  correspondant  à  des 
points  du  lieu  demandé  se  trouve  dans  la  parabole 

y2  =  ipx. 
Dès  lors,    la  séparation  est  facilement  faite. 

Considérons  maintenant  les  centres  des  cercles  inscrits  à 
des  triangles  rectangles  dans  lesquels  l'hypoténuse  est  une 
normale  dont  le  pied  se  trouve  entre 

x  =  o 
et 

_   P_ 
i  ' 
On  est  conduit  à  faire  le  même  raisonnement  que  dans  le 
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premier  cas,  mais  à  éliminer  alors  a?,j/,,  entre  les  équations 


y  +  ^r  (P  +  x0 


x_  (p  +  xj 


x* 


y  =  yi 

y  S  =  2pxt  ; 
ce  qui  donne  alors  pour  équation  du  lieu  l'équation 
y%2  —  2px]  —  4p(y  —  p)(p*  +  if)  =  o. 
Construction    du  lieu.    —  L'équation  précédente   peut   se 
mettre  sous  la  forme 

y2[(y  —  2pY  —  2PX]  —  AvKy  —  p)  —  °> 

Mise  sous  cette  forme,  on  voit  que  la  courbe  admet  pour 
asymptote  l'axe  des  x,  et  pour  parabole  asymptote  la  para- 
bole 

(y  —  2p)  =  zpx  =  o  ; 
ces  considérations   donnent  la   position   de  la    courbe  par 
rapport  à  ses  asymptotes  (parabole  et  droite). 

De  môme  que  dans  le  cas  précédent,  on  montre  que  la 
courbe  correspondant  aux  valeurs  de  yy  comprises  entre  O 
et  p  est  symétrique  de  la  précédente  par  rapport  à  l'axe 
des  x. 

Lieu  total.  —  On  prendra  la  partie  utile  des  courbes  pré- 
cédentes; ces  courbes  se  coupent  aux  points 

P  _j_ 

x  =  T'      y^—  P' 

en  y  admettant  des  tangentes  distinctes  (la  tangente  à  l'une 
des  courbes  en  ce  point  est  perpendiculaire  à  la  symétrique 
de  l'autre  tangente  en  ce  point). 


QUESTION  70 

Solution   par  M.  Edouard  Davoine,  élève  de  Mathématiques  spéciales, 
au  Lycée  Charlemagne  (Ecole  Massillon). 


On  considère  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Oy,  et  un 
cercle  (!,  langent  à  l'une  et  à  Vautre  de  ces  droites,  aux  points 
A  et  B  ;  par  O,  on  mène  une  transversale  mobile  qui  rencontre 
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Fig.  I. 


G  aux  points  MelN:  4°  par  les  quatre  points  A,  B,  M,  N 
on  fait  passer  une  hyperbole  équilatère  H;  les  tangentes  à  H 
aux  points  M  et  X  se  coupent  en  un  point  I  :  trouver  le  lieu  de 
ce  point  quand  MX  tourne  autour  du  point  0.  Ce  lieu  est  une 
circonférence  ;  2°  on  joint  AM  et 
BX;  ces  droites  se  coupent  en  un 
point  T;  trouver  le  lieu  de  ce  point 
Y  ;  ce  lieu  est  une  hyperbole,  dont 
on  demande  l'équation  lorsqu'elle 
est  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes;  3°  par  les  points  A,  B,  M, 
X,  on  fait  passer  une  parabole  P  ; 
démontrer  que  par  un  point  du 
plan  passent  deux  paraboles  P, 
et  trouver  avec  un  seul  paramétre 
variable  l'équation  générale  et 
rationnelle  des  paraboles  P;  4°  trouver  le  lieu  décrit  par  l'in- 
tersection de  P  avec  le  diamètre  de  cette  courbe  qui  passe  par  le 
point  0.  Ce  lieu  est  une  hyperbole  homothétique  de  celle  qui  a 
été  trouvée  tout  à  l'heure;  on  construira  les  asymptotes  de  ces 
courbes. 

En  désignant  par  a  la  longueur  OA  =  OB.  l'équation  du 
cercle  C  est 

x*  4"  U2  —  2(lx  —  2aU  ~\~  fl*  —  °- 
Celle  de  la  droite  AB, 

x  -f-  y  —  a  =  o. 
Soit  y  —  mx  =  o  l'équation  de  la  transversale  mobile. 
L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points 
A,  B,  M,  X  est 

(y  —  mx)  (x-\-y  —  a) -\-l  (x*  -\-xf  —  2ax  —  2ay  -f- a2)  —  o     (a) 
Cette  équation  devant  représenter  des  hyperboles  équila- 
tères,  on  a  la  condition 

2X  —  m  -f-  i  =  o: 
d'où  l'on  tire 

?»  —  i 

o 

Les   hyperboles    équilatères   H,    passant   par    les   points 
A,  B,  M,  X,  sont  représentées  par  l'équation 
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(m-j-  0  (j/2 —  &2)  +  2xy(i  — m)  -\-iax —  2amy 

+  a*(m—  i)=o  ((3) 

Désignons  par  x0y0  les  coordonnées  du  point  I,  dont  nous 
cherchons  le  lieu  géométrique.  La  polaire  de  ce  point  par 
rapport  à  l'hyperbole  H  est 

x  [—  x0  (m  -f  i)  -f-  y0  (i  —  m)  -f-  a] 
+  2/  [Vo  {m  -f-  i )  +  x0  (i  —  m)  —  aro] 
+  ax0  —  amy0  -f-  a2  (m  —  i)  =  o 
Identifions  cette  équation  avec  l'équation    y  —  mx  =  o. 
Nous  obtenons  les  conditions: 

«o  —  my0  +  a  (m  —  i)  =  o  (1) 

et 

j/o  (*  —  m)  —  g0  (i  +  m)  -f-  a 

ni 

=  am  —  y0  (m  -f-  i) 

—  o"0  (i  —m)        (2) 

De  la  première   on  tire  m  =  .   Substituant  dans 

y*  —  a 

(2)  et  remplaçant  x0  et  y0  par  les    coordonnées  courantes, 
on  a 

[y  (y  —  ac)  —  œ  (œ  -f  2/  —  2a)  -f  a  (y  —  a)]  (a  —  y) 
=  (x  —  a)  [a  (œ  ~  a)  —  y  (x  +  y  —  2a)  —  x  [y  —  x)] 
ce  qui  peut  s'écrire 
a(x-  y)  (x  +  y  —  20)  +  y  (x  —  y)  (a  — •  y)  -f-  ay  (y  —  20) 

=  ax  (x  —  2a)  —  x  (x  —  î/)  (a  —  x) 
ou 

(y  —  00)  (x2  -f-  y2  —  0J/  —  û-c)  =  o 

On  peut  s'expliquer  la  présence  du  facteur  singulier 
y  —  x  =  o.  En  effet,  parmi  les  hyperboles  du  réseau,  on 
peut  considérer  la  conique  formée  par  la  première  bissec- 
trice et  par  la  parallèle  AB  à  la  seconde  bissectrice.  Cette 
conique  correspond  au  cas  où  la  transversale  OM  se  con- 
fond avec  la  première  bissectrice.  Les  tangentes  aux  points 
M  et  N  se  confondent  alors  avec  la  bissectrice,  et  par  suite 
leur  point  de  concours. 

Ce  facteur  singulier  étant  supprimé,  il  reste;  pour  le  lieu 
du  point  I,  l'équation 

x%  4-  y2  —  (<y  —  ax  =  o 
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qui  représente  un  cercle  passant  par  l'origine,  circonscrit  au 
rectangle  formé  par  les  axes  et  les  droites  x=  a,  y=  a  (jig.  1). 
2.  —  Reprenons  l'équation  (a)  :  cette  équation  pour  une 
certaine  valeur  de  X  représente  le  faisceau  des  droites  AM, 
BN.  Le  point  de  concours  I'  de  ces  droites  peut  être  con- 
sidéré comme  le  centre  de  la  conique  singulière  formée  par 
ces  droites.  En  désignant  par  f  (x,  y,  z)  l'équation  rendue 
homogène  du  faisceau  des  deux  droites,  le  lieu  du  point  I' 
s'obtient  en  éliminant  les  paramètres  variables  X  et  m  entre 
les  équations  : 

f  (x)  =  2  (À  —  m)  x  -f-  (i  —  m)  y  -\-  a  (m  —  2À)  =  o 
/"  {y)  =  2  (i  +  >0  y  +  (i  —m)  x  —  a\i  +  2k)  =  o 

/'    (z)    =   y    (i     -f"    2À)    -f-    X    (m    2A)    -\-  2(7 X    =    o 

Ordonnons  ces  équations  par  rapport  à  X  et  m. 

2A  (x  —  a)  —  m  (2X  -}■  y  —  a)  -\-  y  =  o 

2à   (y  —  a)  —  mx  -\-  iy  -\-  x  —  a  =  o 

2A  (a  —  x  —  y)  -\-  mx  —  y  =  o 

On  obtient  immédiatement  le  résultat  de  l'élimination  de 

a  et  de  ;j.  au  moyen   du  déterminant 

a  —  ix  —  y  —  y 
—  x  a  —  x  —  2!/ 

x  y 


x  —  a 

y  —  a 

a  —  x  —  y 

qu'on  peut  écrire  : 

x  —  a      a  — 

y  —  a      —  x 

—      y  a  —  x 

o 


ix  —  y 


y 


ou  bien 


x  —  y  a  —  x  —  y 

y  — 


-  y 

a 

—  X  — 

2y 

0 

x 

+  </- 

a 

a 

—  X  — 

o 

n 

=  o 


=  o. 


a  —  ce 
-  y  a  —  x  —  y 
Développons  ce  déterminant  par  rapport  aux  éléments  de 
la  dernière  ligne 

—  y[(a  —  x  —  y)(a  —  x  —  2y)+x(x  +  y  —  a)] 
—  (a  —  x  —  y)[(x  —  ij){a  —  x  —  2ij)  —  (y—a)(x  +  y  —  a)]  =  o. 
On  aperçoit  le  facteur  singulier  x  -f-  y  —  a  =  o,  qui  repré- 
sente la  droite  AB,  parallèle  à  la  seconde  bissectrice.  En  effet, 
lorsque  la  transversale  mobile  vient  à  coïncider  avec  les 
axes  de  coordonnées,  on  voit  que  les  points  M  et  N  se  con- 
fondent eu  A  ou  B,  et  que  l'une  des  droites  AM  ou  BN  se 
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confond  avec  la  droite  AB.  Le  facteur  singulier  étant  sup- 
primé, il  reste  pour  le  lieu  du  point  I'  l'équation 

x*  4"  y2  ~f~  4xy  — 2ax  —  2Qy  +  «2  =  o,      (A) 

qui  représente   une   hyperbole    ayant  pour  centre  le  point 
de  coordonnées 

a 

T 


x  = 


a 


Fig.  2. 


Transportons  les  axes  en  ce  point:  l'équation  devient,  en 
appelant  X  et  Y  les  nouvelles  coordonnées, 

On  suit  que,  l'équation  d'une  conique  étant 
Ace2  +  AV  +  aB'ccy  +  . . .  =  o, 
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pour  rapporter  celle  conique  à  ses  axes,  il  faut  faire  tourner 
les  axes  de  coordonnées  d'un  angle  9  donné  par  la  formule 

2B" 

&y         A  — A' 
Appliquant  cette  formule  au  cas  actuel,  nous  voyons  que 

Tg2<p  =    CO  ; 

d'où  29=90°     9=4o°. 

Faisons  donc  tourner  les  axes  autour  de  la  nouvelle  ori- 
gine w  d'un  angle  de  4o°.  L'équation  de  l'hyperbole,  rap- 
portée à  ses  axes,  devient  alors,  dans  le  nouveau  système 
Y'toX', 

Y2  -f 


3X'2 


3 


=  o. 


On  peut  facilement  construire  l'hyperbole  dans  ce  dernier 
système.  Les  sommets  réels  soûl  les  points  de  coordonnées 

3 
Les    directions  asymplotiques  sont  données  par  l'équation 
C*  _  3  =  o. 

L'hyperbole  étant  rapportée  à  son  centre,  on  aura  les 
asymptotes  en  menant  par  le  point  oj  deux  droites  incli- 
nées à  60°  sur  l'axe  des  X'. 

La  première  équation  (A)  montre  que  l'hyperbole  est  tan- 
gente au  cercle  G  aux  deux  points  A  et  B.  Ces  diverses  indi- 
cations suffisent  pour  la  délerminer  (fig.  2). 

En  se  reportant  à  la  définition  géométrique  du  lieu,  on 
aurait  pu  trouver  faci- 
lement les  directions 
asymptotiques  de  la 
courbe.  Il  faut  cher- 
cher pour  cela  quelle 
doit  être  la  position 
de  la  transversale 
OMN,  pour  que  les 
droites  AM  et  BN 
soient  parallèles. 
Dans  ce  cas,  le  trapèze 
AMBN  étant  isoscèle,  les  diagonales  AB  cl  LIN  sont  égales- 
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Joignons  OC,  qui  est  perpendiculaire  à  AB  au  point  D.  Du 
point  G  comme  centre,  avec  CD  pour  rayon,  décrivons  une 
circonférence,  et  menons  par  le  point  0  des  tangentes  à  cette 
circonférence.  Ces  deux  tangentes  sont  précisément  les 
positions  de  la  transversale  mobile  qui  correspondent  aux 
points  d'intersection  de  AM  et  de  BX,  situés  à  l'infini. 
Donc,  AM  et  BX  d'une  part,  AM'  et  BX'  d'autre  part,  sont 
les  directions  asymptoliques  (fuj.  3). 

3.  Revenons  encore  à  l'équation  (a)  qui,  ordonnée,  s'écrit 
t/'(i  +  a)  +  x°-Ça  —  m)  +  xy{\  —  m)  —  ay(i  -f  aX) 

-f-  ax(m  —  2/)  -f-  a2À  =  o.  (a) 

Cette  équation  représentera  les  paraboles  passant  par  les 
points   A,B,M,X~,    si   l'on  a  entre  les  paramètres  X  et  m  la 

relation 

(i  —  m)2  =  4(A  -f   i)(X  —  m). 

Cette  relation  peut  s'écrire 

i  —  m  2(X  —  m) 

2(1  -f-  i)  i  —  m 

Xous  pouvons  exprimer  X  et  m  en  fonction  du  seul  para- 
mètre t.  Il  surfit  pour  cela  de  résoudre  les  deux  équations 
2^  -}-  m  -f-  2/  —  1=0, 
2À   -\-m(t  —  2)  —  /  =  o. 
On  en  tire 

2t  —  f'  —   I  l   —  2t  —  t- 

/= m  = . 

f1  —  2t  —    I  l    -\-  2t—   t% 

Portant  ces  valeurs  de  X  et  m  dans  l'équation  (a),  et  chas- 
sant le  dénominateur,  on  a 

2//2  -f-  2t2x*  +  4t.vy  —  aij  (t2  —  a*  +  3)  -f  ax\2t  —  3t2  —  1) 
+  a2(/2  —  2*4-  i)  =  o.  (P) 

Telle  est,  avec  un  seul  paramètre  variable,  l'équation 
générale  et  rationnelle  des  paraboles  P.  Le  paramètre  t 
entrant  au  second  degré,  on  voit  que  par  un  point  du  plan 
on  peut  faire  passer  en  général  deux  paraboles  P.  On  pour- 
rait chercher  le  lieu  des  points  tels  que  ces  deux  paraboles 
se  confondent. 

11  suffirait  pour  cela  de  résoudre  l'équation  du  second 
degré  en  t,  et  d'exprimer  que  la  quantité  soumise  au  radi- 
cal est  nulle. 
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4.  Le  diamètre  de  la  parabole  qui  passe  par  l'origine  0.  a 
pour  équation 

y  \J  z  -f-  t  \J  1  x  =  o, 
ou  y  -f-  tx  =  o. 


Fig.   4. 

Le  lieu  décrit  par  l'intersection  de  la  parabole  avec  ce 
diamètre  s'obtient  en  éliminant  t  entre  l'équation  précédente 
et  l'équation  (P). 

On  a 

y 


x 


Portant  cette  valeur  dans  l'équation  (P)  et  simplifiant,  il 
vient 

a-'2  +  'f  +  4r1l  —  ax  —  ay  =  o.  (B) 
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Celte  équation  représente  une  hyperbole  passant  par  l'ori- 
gine tangantiellement  à  la  seconde  bissectrice.  Le  centre 
de  cette  hyperbole  a  pour  coordonnées 

a 

x  —  y  —  —. 

Cette  hyperbole  coupe  les  axes  de  coordonnées  aux  points 
A  et  B.  Ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  asymptotes  de 
l'hyperbole  (A)  précédemment  trouvée.  Les  termes  du  second 
degré  étant  identiques  dans  les  équations  (A)  et  (B),  les 
deux  hyperboles  représentées  par  ces  équations  sont  homo- 
thétiques.  Mais  les  discriminants  des  deux  formes  (A)  et 
(B)  étant  de  signes  contraires,  le  rapport  d'homothétie  est  ima- 
ginaire. Par  suite,  l'hyperbole  A  étant  renfermée  dans  l'angle 
aigu  des  asymptotes,  l'hyperbole  B,  au  contraire,  sera 
tenue  dans  l'angle  obtus.  Cette  dernière  hyperbole,  comme 
il  est  facile  de  le  reconnaître,  a  pour  sommets  réels  l'ori- 
gine des  axes  et  le  point  w,  centre  de  l'hyperbole  A.  Elle 
est  disposée  comme  l'indique  la  figure  ci-dessus. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Genin  et  Robinet,  à 
Bar-le-Duc. 


[COURS  D'AGRÉGATION  DE  1884 


Mathématiques  spéciales. 

On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  respecti- 
vement dans  deux  plans  rectangulaires  P  et  Q,  et  pour  cha- 
cune desquelles  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans 
est  axe  de  symétrie. 

1"  On  considère  tous  les  plans  R  tangents  à  la  fois  à  l'el- 
lipse et  ii  l'hyperbole,  et  on  propose  de  démontrer  qu'il 
3  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S  tangentes 
a  la  foi  •  à  tous  les  plans  R; 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  S  et  déterminer 
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la  nature  de  chacune  de  ces  surfaces   suivant  la  position 
occupée  par  son  centre  ; 

3°  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  les  surfaces  S  soient  honiofocales. 

Mathématiques  élémentaires. 

Trouver  les  angles  d'un  quadrilatère  circonscrit  à  un 
cercle  de  rayon  r,  connaissant  trois  côtés  consécutifs  a,  b,  c 
du  quadrilatère.  Entre  quelles  limites  doit  varier  r  pour  que 
le  problème  soit  possible,  les  côtés  a,  b,  c  restant  constants. 
On  distinguera  deux  cas,  celui  où  les  points  de  contact  des 
côtés  du  quadrilatère  avec  la  circonférence  sont  situés  sur 
les  côtés  eux-mêmes  et  celui  où  ces  points  de  contact  sont 
sur  les  prolongements  des  côtés. 


COMPOSITION 

SUR   CERTAINES   PARTIES,  DÉSIGNÉES  A  l' AVANCE, 
DU  PROGRAMME    DE    LA   LICENCE. 

Théorie.  —  Dire  ce  que  l'on  entend  par  intégrale  complète, 
intégrale  générale,  intégrale  particulière,  intégrale  singu- 
lière, d'une  équation  entre  n  variables  indépendantes,  une 
fonction  inconnue  z  de  ces  variables  et  les  dérivées  parlielles 
du  premier  ordre  de  z  par  rapport  aux  mêmes  variables. 

Montrer  comment  la  connaissance  d'une  intégrale  complète 
peut  conduire  à  l'intégrale  générale. 

Étant  donnée  une  équation  de  la  forme  considérée,  non 
linéaire,  exposer  brièvement  une  des  méthodes  d'intégration 
qui  lui  sont  applicables:  le  choix  de  la  méthode  est  laissé 
à  chaque  candidat. 

Application.  —  Intégrer  l'équation. 

m2(i  +  p2  +  92)  —  mix  —  V)(P  —  Q)  —  2X  =  o, 
dans  laquelle   on  désigne  par  m  une  longueur   donnée,  par 
p  el  q  les  dérivées  parlielles  de  z  par  rapporta  x  et  par  rap- 
port a  y. 
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COMPOSITIONS  FINALES 
Mécanique  rationnelle. 

On  donne  un  héliçoïde  représenté,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, par  l'équation 

x    y 
z  =  m  arc  ter  —  ; 

&  as' 
un  point  matériel  non  pesant,  assujetti  a  rester  sur  la  sur- 
face parfaitement  polie  de  l'héliçoïde,  est  attiré  vers  l'axe  OZ 
par  une  force  dirigée  suivant  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  sur  l'axe,  et  inversement  proportionnelle  au  cube 
de  celte  perpendiculaire.  Déterminer,  dans  le  cas  général, 
la  loi  du  mouvement  du  point  considéré,  la  pression  sur 
l'héliçoïde,  et  les  diverses  formes  que  peut  affecter  la  tra- 
jectoire. Examiner  les  cas  particuliers  où  la  projection  de 
la  trajectoire  sur  le  plan  xoy  peut  être  représentée  par  une 
équation  ou  n'entrent  que  des  fonctions  algébriques,  loga- 
rithmiques, exponentielles  ou  circulaires. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  SABG,  et  l'on  propose 
de  construire  l'intersection  de  deux  cônes  définis  de  la 
façon  suivante  :  le  premier  a  pour  sommet  S  et  pour 
base  le  cercle  inscrit  dans  ABC;  le  deuxième  a  pour  sommet 
G  et  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  SAB.  —  Données  : 
L'arôte  du  tétraèdre  a  17  centimètres  ;  la  face  ABC  est  située 
dans  le  plan  horizontal,  AB  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre 
et  située  à  2  centimètres  au-dessous  de  cette  ligne.  Pour 
distinguer  les  parties  visibles  et  les  parties  invisibles,  on 
regardera  les  deux  cônes  comme  opaques  et  limités  aux 
parties  intérieures  du  tétraèdre.  Le  tétraèdro  est  transparent. 

Calcul. 

Si  l'on  désigne  par  a  le  demi-grand  axe  d'une  ellipse,  par 
<  son  excentricité,  par  %s  la  longueur  de  l'arc  de  cette  courbe 
compris  dans  l'angle  obtu*  formé  par  les  deux  demi -diamètres 
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g 

conjugués  égaux, on  démontre  que  le  rapport  -  estexprimé 

par  la  série  suivante  : 

S        7T         7t  —  2    „        27:  —  8,         i  5-  —  44    fi 

-  = z-  e — -  e4 = —  e6 

a       4  io  2Dô  J072 

25(2  1::-  64)  ^ 

196608 

7:  étant  le  rapport  de  la   circonférence   au  diamètre,   on 

donne 

f  =  o(78, 

et  l'on  demande  de  calculer,  par  la  méthode  des  approxima- 
tions successives,  la  valeur  de  e,  avec  l'approximation  que 
comportent  les  tables  de  logarithmes  à  sept  décimales. 


CONCOURS  POUR  L'ECOLE  CENTRALE 

PREMIÈRE  SESSION  1884 


Géométrie  analytique. 

On  donne  l'équation 

ahf  —  62a;2  -j-  a2b-  =  o 
d'une   hyperbole  rapportée  à  son  centre  et   ù  ses   axes,  et 
l'équation 

y  —   kx  =  0 

d'une  droite  menée  par  le  centre  de  cette  hyperbole 

1°  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  passent 
par  les  points  réels  ou  imaginaires  communs  à  l'hyperbole 
et  à  la  droite  données,  et  qui,  de  plus,  sont  tangentes  à 
l'hyperbole  en  celui  des  sommets  de  cette  hyperbole  qui  est 
situé  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  x.  —  Discuter  celte 
équation  générale  et  reconnaître  la  nature  des  coniques 
qu'elle  peut  représenter. 
2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  représentées 
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par  l'équation  générale  précédente.  Ce  lieu  est  une  conique  A. 
Chercher  un  nombre  de  points  et  de  tangentes  suffisant  pour 
déterminer  géométriquement  cette  conique  A, 

3°  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  la  conique  A  parallèlement  à  la  droite  du  coeffi- 
cient angulaire  ,  quand  on  fait  varier  k.  On  vérifiera  que 

l'équation  de  ce  dernier  lieu,  qui  est  du  troisième  degré, 
représente  trois  droites. 

Calcul   logarithmique. 

On  donne  deux  côtés  d'un  triangle,  et  l'angle  compris  : 

a  =  23 1 7m,455 

b  =  8423m,76i 

C  =  122°  47'  35",i  ; 
on  demande  de  calculer  les    trois  autres  éléments  A,  B,  c, 
du  triangle,  et  sa  surface. 

Physique  et  chimie. 

Un  espace  V  contient  un  mélange  d'air  et  de  vapeur  d'eau 
à  une  température  t,  et  sous  la  pression  totale  H.  La  vapeur 
n'est  pas  saturée,  et  possède  une  tension  f.  On  demande  de 
calculer  la  pression  totale  x  du  mélange,  si  l'on  ramène 
la  température  à  être  V,  en  distinguant  le  cas  où  il  y  a 
condensation,  et,  le  cas  où  ce  phénomène  ne  se  produit  pas. 
—  On  distingue  par  F'  la  tension  maximum  de  la  vapeur 
d'eau  à  la  température  f. 

—  Un  récipient  fermé,  de  capacité  invariable  et  égale  à 
un  mètre  cube,  contient  do  l'air  humide  dont  la  température 
est  23°,  et  l'état  hygrométrique  0,75.  La  température 
descend  à  5°  dans  cet  espace.  Quel  sera  le  poids  de  la  vapeur 
liquéfiée? 

Tension  maximum  de  la  vapeur  à  23°  .  2om"\888 
—                         —            à     5°  .       6"in\534 

Densité  de  la  vapeur  d'eau 0,622 

Poids  du  litre  d'air  ù  o°  et  à  7Ôo1;"n  .    .        i*,293 
Coefficient  de  dilatation  des  gaz  ....       o,oo36b5. 
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—  Indiquer  les  différents  cas  dans  lesquels  l'ammoniaque 
et  les  composés  ammoniacaux  prennent  naissance. 

—  On  donne  ioo  litres,  mesurés  à  o°  et  sous  la  pression 
7Ôomm  de  gaz  oxyde  de  carbone.  On  demande  :  1°  quel 
volume  d'oxygène,  à  o°  et  sous  la  pression  760,  il  faut  em- 
ployer pour  en  produire  la  combustion  complète  ;  20  quel  est, 
dans  les  mêmes  conditions,  le  volume.de  gaz  acide  carbo- 
nique produit.  On  demande  de  résoudre  le  problème  par  la 
méthode  des  équivalents  en  poids  et  par  cel'e  des  équiva- 
lents en  volumes. 

Données  numériques. 

Équiv.  en  poids     Équiv.    en  vol.     Poids  du  litre 
CO              14                             2  ig,254 

0  8  1  i,43 

CO2  22  2  1,9774- 

Géométrie  descriptive. 

Une  droite  de  front  (sô,  s'ô')  dont  l'éloignement  est  égal  à 
om,8o,  et  dont  la  trace  horizontale  ô  se  trouve  à  o,o5o  de  la 
projection  horizontale  s  de  son  point  de  rencontre  (s,  s')  avec 
le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre,  engendre,  par  sa 
rotation  autour  de  la  verticale  du  point  (5,  s')  un  premier 
cône  de  révolution. 

Un  seccnd  cône  a  pour  sommet  le  milieu  (<r,  a')  de  la  droite 
(i'O,  s'ô')  ;  sa  trace  horizontale  est  un  cercle,  dont  le  centre  c 
se  trouve  en  avant  de  la  droite  sO,  dont  le  rayon  est  égal  à 
la  longueur  de  cette  droite,  et  qui  passe  par  les  extrémités 
s  et  6  de  cette  même  droite. 

On  demande  de  construire  les  projections  de  la  partie, 
supposée  solide  et  opaque,  des  deux  nappes  du  premier 
cône,  qui,  placée  à  l'extérieur  des  deux  nappes  du  second 
cône  et  derrière  le  plan  de  front  F,  dont  l'éloignement  est 
om,i4o,  se  trouve  comprise  entre  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection et  un  plan  horizonlal  P'  à  la  cote  0,2 15. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  d'un 
point  quelconque  de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce 
point,  et  celles  des  points  et  des  droites  remarquables.  Ces 
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constructions  seront  succinctement  expliquées  à  l'aide  d'une 

légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive, 

Titre  intérieur:  Intersection  de  deux  cônes. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du 

cadre,  à  om,i8o  du  petit  côté  inférieur,  et  le  point  (s,  s')  au 

milieu  de  la  feuille. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IMI'iil  mi.i.i  .:  CENTRA •    LHKMUî.H  Dl    in..        .UPRIBERIB  CUAIX, 

iu  b  1 1  km  kl,  io,  PABU.  -  S6468-4- 
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TRANSFORMATION   PLANE  DES  QUADR1QUES 

Par  M.  G.  de  IiOiigchamps. 

[Suite  et  fin,  voir  p.  193.) 


19.  —  Lorsque  la  figure  tracée  sur  le  plan  fondamental 
est  une  circonférence  y,  nous  avons  montré  qu'au  centre  co' 
de  y  orrespondait,  sur  la  quadrique,  un  point  Q,  déterminé 
comme  nous  l'avons  dit.  Si  le  point  <o'  s'éloigne  à  l'infini, 
Q  vient  se  confondre  avec  le  point  A'.  En  effet,  le  pôle  de 
l'ellipse  F  qui  correspond  à  y  est  situé  dans  le  plan  tangent 
à  l'ellipsoïde  au  point  Ar;  la  droite  qui  joint  A'  à  ce  pôle 
est  donc  tangente  à  l'ellipsoïde  et,  pour  ce  motif,  la  construc- 
tion indiquée  au  paragraphe  5  donne  le  point  A'  lui-même, 
comme  correspondant  au  point  situé  à  l'infini.  Ceci  concorde 
d'ailleurs  avec  ce  que  nous  avons  indiqué  (§  7;  rem.  VIII), 
quand  nous  avons  cherché  la  correspondance  des  points 
situés  à  l'infini  sur  le  plan  LT. 

Voici,  à  ce  propos,  une  propriété  des  ellipses  qui  corres- 
pondent aux  droites  du  plan  fondamental,  propriété  qui  peut 
être  utile  dans  la  transformation  que  nous  développons. 

20.  Théorème.  —  A  une  droite  3  du-  plan  fondamental, 
correspond  une  ellipse  A,  sur  l'ellipsoïde  ;  soit  P  le  pôle  de  A. 
La  droite  AP  rencontre  la  surface  en  un  point  M;  le  corres- 
pondant de  M,  sur  II,  est  le  symétrique  de  l'origine  co,  par  rap- 
port à  o. 

Soit 

m  -j-  no  =  i , 

l'équation  de  o;  les  formules  (e),  (§  3),  donnent,  pour  le  plan 
de  l'ellipse  A,  l'équation 


M  -I-  -f  N  —  =  i  H . 

b  c  a 

En   cherchant   les    coordonnées   ;,  rt,  Ç  de    M,   un  calcul 

simple  et  semblable  à  celui  que  nous  avons  fait  plus  haut 
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(§   .v>)  doUUC  : 


(M)  (  -7- 


c  M2  -f  N2  -f-  4 

Cherchons  maintenant  le  point  m  qui,  sur  le  plan  II,  cor- 
respond a  M.  Les  formules  (e)  donnent  pour  calculer  les 
coordonnées  t',  0',  de  ce  point,  les  égalités 

,  2  M  2N 


M" 

+  N* 

—  4 

M2 

4-N2 
4M 

+  4 

M2 

+  N2 
4** 

+  4 

M2  -f  N2  *  M2  -f  N2  ' 

On  véritie  alors,  sans  peine,  que  le  point  m(f,  d)  est  le 
point  symétrique  de  l'origine  w,  par  rapport  à  0. 

21.  Théorème.  —  Lorsque  deux  points  m  cl  n.  du  pl<tn  11. 
so/i/  teZs  que  le  produit  de  leurs  distances  à  l'origine  co  soit  con- 
stant, les  points  correspondants  M,  N  étant  projetés  sur  l'axe 
A  A'  aux  points  <j.  et  v,  on  a 

>j.k       vA. 

y.A'  '    vA 
En  effet,  la  formule  fondamentale 

1  —  t1  —  0- 


donne 

a        1  — | —  ^2  — | —  88 

X  -f-  (/                 1 

n  a  donc 

n  —  x  ~ '  t*  -f-  G2" 
2         et  —  X         [J.k. 

On  trouve,  de 
et  le  produit 

iiiïïl     —                    —       ., 

a  -j-  x       \>-A 
même, 

_.,       vA 

wn    =  -r-;. 

va 

;;.A  /A 

représente  bien  la  quantité,  supposée  constante. 

\     (■>///    .     (0(1     . 
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22.  —  Humarque  I.  Parmi  les  cas  particuliers  de  la  pro- 
priété précédente  nous  signalerons  les  suivants  : 

'/°  Lorsque  les  deux  points  m  ri  d  du  plan  n  sont  situés  en 
ligne  droite  avec  l'origine  u),  si  l'on  a 

tûva  ,  ion  =  —  i , 
les  points  correspondants  M,  X.    sorti   diamétralement   opposés 
sur  l'ellipso'ide. 

Les  coordonnée^  (t',  ô')  du  m,  (t  .   0")  de  »,    vérifient  les 
égalités 


v  t'-  -j-  o'2    v/r-f  o"2  =  —  i 


t  = 


^   _|_    f/2' 

—  f}' 


f*  _J_  6'2 

Les  coordonnées  (x\y,  z')  de  M,  (ac  ,  */',  5*)  du  N,  véri- 
fient donc  les  relations 

(x  +  a)  (x  +  q;  _ 
(a  —  se)  (a  —  x")         ' 

*'—£=:£    L±JI±A:. 

z"        g"        t"  '    i  -f  j'2  -f-  6'2  ' 
lesquelles  donnent,  en  tenant  compte  des  précédente.-  éga- 
lités, 

œ'  =  -x",    y=~y",    *  =  -z<. 

2°  Lorsque  deux  points  m,  n,  du  plan  II,  sont  en  ligne  droite 
avec  l'origine  y»,  fi  l'on  a 

Onu   .  ton  =  -j-  i . 
les  points  correspondante;  M.  N,  de  1'ellipso'ide.  sont  symétrique* 
par  rapport  au  plan  principal  YOZ. 

Le  calcul  précédent  donne,  dans  ce  cas, 
x"  =  —  a: .     g  =  y',     5*=  z' . 

23.  —  Kkma.rq.ue  If.  Lorsque  deux  droites  5,  o'  du  plan  11 
sont  rectangulaires,  nous  avons  montré  plus  haut  (§  IjO) 
comment  se  transformait  cette  propriété  ;  mais  nous  voulons 
faire  encore  une  autre  remarque,  relative  à  la  transformation 
des  deux  droites  rectangulaires  du  plan  II. 
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Soient 

àj  +  Bô  +  C  =  o, 

Bt  —  Aô-j-  C  =  o. 
les  équations  des  droites  proposées;  à  ces    droites  corres- 
pondent, sur  l'ellipsoïde,  deux  ellipses  dont  les  plans  ont 
pour  équation,  respectivement  [v.  formules  (e),  §  'à], 

A-£+B-+c(i+-)  =  o, 
b  c  \  a  / 

Bf  +  A-?-      C'(i-f-)  =  c 
b  c  \         a  J 

D'après  cela,  ces  plans   ont  pour  traces,  sur  YOZ,  deux 

droites  dontles  coefficients  angulaires  ont  un  produit  égala 

c2 

O2 

d'où  la  propriété  suivante  : 

A  deux  droites  rectangulaires  du  plan  fondamental,  corres- 
pondent deux  ellipses  dont  les  plans  coupent  (e plan  YOZ  suivant 
deux  droites  ayant  des  directions  conjuguées,  relativement  à 
l'ellipse  principale  située  dans  ce  plan. 

24.  Applications.  —  Réflexions  générales.  Les  applica- 
tions d'une  méthode  de  transformation,  bien  qu'en  nombre 
infini,  du  moins  en  théorie,  sont,  au  contraire,  dans  la  pra- 
tique, très  restreintes;  parce  que  l'on  doit  rejeter  évidem- 
ment tous  les  théorèmes  compliqués  qu'elle  peut  fournir. 
Il  peut  aussi  arriver  que  le  point  auquel  on  aboutit,  en 
transformant  une  propriété  connue,  soit  une  vérité  évidente 
d'elle-même. 

Donnons  d'abord  un  exemple  de  l'impuissance  que  nous 
signalons  ici,  et  proposons-nous  de  transformer  la  propriété 
relative  aux  axes  radicaux  de  trois  cercles  situés  dans  un 
plan. 

Désignons  ces  cercles  par  a,  6,  c;  appelons  (a,  a'),  ((3,  (3'), 
(y,  y'),  leurs  points  communs;  (a,  a')  représentant  les  points 
communs  à  b  et  c;  et  ainsi  des  autres. 

Aux  cercles  a,  b,  c,  correspondent  sur  E,  des  ellipses 
à,  b',  c';  la  droite  (x,  %')  donne  une  ellipse  «'  passant  par 
le    sommet    A'    ou,    en    transformant    homographiquenunt 
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l'ellipsoïde,  par  un  point  quelconque  de  cette  surface  (*).  Le 
théorème  élémentaire  que  nous  avons  rappelé  donnerait 
donc,  d'après  la  transformation  omaloïdale,  la  propriété 
suivante. 

On  considère,  sur  un  ellipsoïde  E,  trois  ellipses  a',  b',  c'  et  un 
point  A';  par  A'  et  par  les  points  communs  aux  ellipsesb'  et  cf, 
on  peut  tracer  une  ellipse  sur  la  surface  ;  les  trois  ellipses  ainsi 
obtenues  concourent  au  même  point. 

Mais  cette  propriété  est,  pour  ainsi  dire,  évidente  par  elle- 
même.  Elle  résulte  immédiatement  de  ce  fait,  que  les  trois 
ellipses  visées  dans  l'énoncé  précédent  passent  nécessai- 
rement par  le  point  de  rencontre  de  l'ellipsoïde,  avec  la  droite 
qui  joint  le  point  A'  au  point  de  concours  des  plans  qui 
renferment  les  trois  ellipses  a',  b',  c. 

25.  —  Voici,  au  contraire,  un  exemple  de  transformation 
effective.  Cet  exemple,  par  lequel  nous  terminons  ce  travail, 
a  été  choisi,  entre  beaucoup  d'autres,  peut-être  plus  impor- 
tants, pour  montrer  comment,  par  la  puissance  de  la  trans- 
formation, on  peut  tirer,  des  théorèmes  les  plus  élémentaires, 
certaines  propriétés  de  la  géométrie  supérieure* 

Considérons  un  rectangle  u>pmq  et  prenons  deux  de  ses 
côtés  pour  axes  des  coordonnées  t,  0. 

Au  point  m,  correspond  un  point  M  sur  l'ellipsoïde;  à  la 
droite  mp  (t  =  h)  correspond,  d'après  la  première  des  for- 
mules (e),  une  ellipse  située  dans  un  plan  parallèle  à  OZ;  on 
sait  d'ailleurs  que  celte  ellipse,  correspondant  à  une  droite 
du  plan  n,  passe  par  A'.  D'après  cela,  si  l'on  projette  M 
en  H  sur  le  plan  YOX,  la  droite  A'H  rencontre  l'ellipse 
principale  ABA'  en  un  point  P,  qui  est  le  correspondant 
de  p. 

En  projetant  M  sur  ZOX,  eu  I,  on  voit  de  même  que  Q 
correspond  à  q. 

(*)  Pour  marquer  que  le  point  A' est  un  point  quelconque  de  l'ellipsoïde,  il 
n'est  même  pas  nécessaire  d'introduire  la  transformation  homographique;  il  suffit 
d'observer  que  rien  ne  suppose,  dans  les  calculs  précédents,  que  les  axes  OX, 
OY,  OZ,  sont  rectangulaires,  et  toutes  nos  conclusions  subsistent  en  prenant, 
pour  axes  de  coordonnées,  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde. 
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Enfin  an  cercle  y  qui  est  circonscrit  au  rectangle  upmq, 
correspond  une  ellipse  passant  par  les  trois  points  P,  M,  Q, 
et  aussi  (§  7,  rem.  V)  par  A.  Nous  pouvons  donc  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  l'on  prend  un  point  quelconque  M  sur 
/'ellipsoïde  et  si  on  le  joint  à  un  sommet  A'  de  la  surface,  les 
projections  de  A'M  sur  les  deux  plans  principaux  qui  passent 
par  le  sommet  considéré  A'  rencontrent  les  ellipses  principales, 
respectivement,  en  des  points  P  et  Q;  le  plan  MPQ  passe  par  un 
point  fixe  qui  est  le  sommet  A,  opposé  à  A'. 


26.  —  Enfin,  voici  une  deuxième  propriété  résultant  en- 
core delà  figure  plane  considérée. 

On  sait  que  le  point  de  concours  des  diagonales,  lo  point 
(./,  est  le  centre  de  y.  A  la  droite  pq,  correspond  l'ellipse 
PA'Q;  et  à  corn,  l'ellipse  AMA'  ;  an  point  w'  correspond  le 
point  □  (autre  que  A'),  commun  à  ces  deux  ellipses;  nous 
savons  ($  5)  que  celui-ci  est  en  ligne  droite  avec  le  pôl9 
du  plan   AMPQ  et  le  point   A'. 
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Cherchons  la  position  de  ce  point  p  ;  à  cet  effet,  menons 
les  tangentes  aux  ellipses  principales  aux  points  A.  P  et  Q. 

Les  plans  tangents  à  la  quadrique  en  ces  points  étant  per- 
pendiculaires aux  plans  principaux,  le  pôle  du  plan  APQ  est 
un  point  dont  les  coordonnées  sont  :  a,  AE,  AD. 

D'autre  part,  une  propriété  très  simple  (*),  et  probable- 
ment très  connue,  de  l'ellipse  donne 

DA=  OD',  et  AE  =  OE'; 
la   droite  A'p  rencontre  donc  le  plan  ZOY  en  un  point  dont 

les   coordonnées   sont  :  a  =  0.  , .   Ce  point  n'est 

2  2 

autre  que  le  milieu  de  D'E'. 

D'ailleurs,  la  droite  A/û  passant  par  le  milieu  de  D'E  , 
passe  aussi  par  le  milieu  de  ML,  L  désignant  la  projection 
de  M  sur  AA'  ;  de  là,  l'énoncé  suivant: 

Théorème.  —  On  considère  un  axe  AA'  d'un  ellipsoïde  et 
une  corde  A'M  de  cet  le  surface:  si  l'on  projette  A'M  sur  les  deux 
plans  principaux  qui  passent  par  AA',  on  obtient  deux  cordes 
A'P,  A'Q  : 

Les  ellipses  (A'PQ),  (A'AM),  se  coupent  en  un  point  Q,  et  la 
dmite  A'Q  coupe  en  deux  parties  égalés  la  projetante  de  M  sur 
l'axe  AA'. 

27.  —  Xous  ne  voulons  pas  nous  étendre  davantage  sur 
les  applications  que  comporte  cette  méthode  de  transforma- 
tion, mais  nous  pouvons  dire,  après  l'avoir  vérifié  sur  des  cas 
nombreux,  que  ces  applications  donnent  lieu  à  des  exercices 
intéressants,  exercices  que  l'on  peut  démontrer  ensuite,  par 
une  analyse  le  plus  souvent  assez  simple.  L'exemple  que 
nous  avons  traité  a  été  mis  ici  uniquement  pour  indiquer  la 
marche  qu'il  faut  suivre  en  appliquant  cette  méthode  de 
transformation  et  il  n'a,  par  lui-même,  aucune  importance. 
En  développant  cet  exemple,  nous  avons  seulement  cherché 
à  montrer,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  l'efficacité  d'un 


(*}  On  déduit,  en  particulier,  do  celte  remarque,  une  construction  très 
commode  de  la  tangente,  en  un  point  de  l'ellipse,  connaissant  ce  point  et  l'un 
<le<  nxes,  en  grandeur  et  en  position,  au  moyen  fie  la  règle  et  de  l'équenv. 
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procédé  qui  permet  d'exploiter  les  vérités  les  plus  simples 
de  la  géométrie  plane,  pour  en  tirer  des  propriétés  corres- 
pondantes de  la  géométrie  des  quadriques. 

Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  cette  étude,  que  nous  lais- 
sons ici  très  incomplète,  et  nous  appliquerons  alors  la  trans- 
formation omaloïdale  à  la  recherche  de  propriétés  de  cer- 
taines quarliques  gauches  particulières  qui,  sur  l'ellipsoïde, 
correspondent  aux  coniques  du  plan  fondamental  (*). 


QUESTION  72 

Première  solution  par  M.  J.  Lemoine,  élève  en  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépinay). 


On  donne  une  parabole  P,  rapportée  à  ses  axes  ordinaires  :  par 
le  pied  de  la  directrice  on  mène  une  transversale  qui  rencontre 
P  en  deux  points  A  et  B.  Soit  G  le  cercle  qui  passe  par  ces  points 
et  par  le  foyer  de  P. 

Lieu  des  centres  des  cercles  G.  Ce  lieu  est  une  parabole  cubique. 

Enveloppe  des  polaires  de  l'origine.  Cette  courbe  est  une  cubique 
unicursale. 

Enveloppe  des  cercles  G;  on  trouvera  une  quartique  à  point 
triple. 

Par  le  pied  de  la  directrice  on  mène  deux  droites  rectan- 
gulaires A  et  A'.  Soient  G  et  G'  les  cercles  correspondants. 
Trouver  le  lieu  des  points  communs  à  C  et  à  G  ;  ce  lieu  est  une 
quartique  passant  doublement  par  les  ombilics  du  pion. 

(G.  L.) 

Soit 

y-  —  zpx  =  o 

l'équation  de  la  parabole  et 

y=  m\x  +  ~) 

une  sécante  passant  parle  pied  de  la  directrice.  La  seconde 

(•)  On  peut  voir  sur  ce  sujet  un  intéressant  mémoire  de  C.lebsch  (math. 
iNifALBN,1869;  p.  253.  Uéber  die  abbildung  algebraischor  PIScheo,  inbeson- 
dere  der  rierten  and  Rinften  ordnnng. 


ou         m' 


.'/'- 
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corde  d'iuLersection  du  cercle  avec  la  parabole  aura  pour 
coefficient  angulaire  —  m.  Son  équation  sera 
y  -f"  mx  -f-  n  =  o. 
Par  l'intersection  de  ces  deux  droites  avec  la  parabole  je 
fais  passer  une  conique 

l(y2  —  2px)  -\-(y  —  mx —)(y  -f-  mx  -f-  n  =  o. 

En  écrivant  que  cette  conique  est  un  cercle  passant  par  le 
foyer  de  la  parabole,  on  obtient  l'équation  de  ce  cercle  : 

m2(x2  -f  y2)  —  p(i  -f-  m2)x —y+  —(2  -f-  m2)  =  o 

"'+>-î-)1-y--fVi-'— 

Transporlant  les  axes  au  foyer  x=  -=—  y  =  o, 

P 
on  trouve  m2(x2  -f-  </2)  —  pa; —    y  =  o, 

Lieu  des  centres.  —  Le  centre  sera  défini  par  les  deux  déri- 
vées partielles  égalées  a  o. 

2m2x  —  p  =  o, 

2m2y —  =  o. 

3       m 

En  éliminant  m  entre  ces  deux  équations,  on  obtient  le  lieu 

2 
des  centres  i/2  =  —  a?3, 

P 

parabole  cubique  qui  est  une  développée  de  parabole. 

Enveloppe  des  polaires  de  l'origine.  —  Dans  le  système  actuel 
le  sommet  de  la  parabole  a  pour  coordonnées 

P 

y  =  o,     œ  =  — — , 

Sa  polaire  a  donc  pour  équation 

P  P 

—  (2TO2£C  —  p)  4-  px  -\ y  =  o 

2  m 


\  2  /    1     ?/ 


ou  m3  -f-  m h  J—  =  o. 

as  ce 

Si  j'écris  que  cette  équation  en  m  a  une  racine  double,  il 

vient  l'équation  du  lieu 
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P 


4[X  — 

+  2JÎ/2  =  0 


X 


+-±Y»_JLy=o 

2yx\  2  / 

C'est  une  cubique  unicursale  ayant  pour  asymptote  l'axe 
des  y  et  comme  point  de  rebroussement  le  point 

P 

x  =  —  y  =  o. 

Enveloppe  des  cercles  G.  —  L'enveloppe  des  cercles  G 
s'obtiendra  en  éliminant  m  entre  l'équation  du  cercle  et  l'é- 
quation dérivée  en  m 

2TO(œ2  +  #*)  +  -^r2/  =  o. 

On  trouve  ainsi  la  courbe  suivante: 

2jyi(x'i  -J-  y2)  —  4px3  =  o, 
quartique  ayant  l'origine  pour  point  triple  avec  la  tangente 
œ  =  o.  Elle  a  des  branches  paraboliques  dont  la  concavité 
est  tournée  vers  l'axe  Ox  (*). 

Intersection  des  cercles  correspondant  à  deux  droites  rectan- 
gulaires. —  Les  cercles  G  et  G'  correspondant  aux  droites 
rectangulaires  A  et  A/  ont  pour  équation 

m\x*  +  yi)=px+  -£-y 
-L-^+y^px  —  pmy. 

lit/ 

Il  s'agit  d'éliminer  m  entre  ces  deux  équations. 
Je  les  ajoute 

(x2  +  f)  (m2  -f  JL)  =  ipx  +  py{-^-  -  ») . 
Je  les  retranche 

(■>■  +  »■>(■>— sr)  =  ro(m  +  îr) 

OU  divisant  par  /»-] qui   est  dill'érent  de  zéro: 

(*  U  fallait  déterminer  la  parabole  asymptote  de  oelte  eourbe.     (G.  L.) 
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1  py 

m = 


m  x%  -f-  tj2 

r__  _       Py        ,  2  _  PY  +  2(œ2  -f-  y*y 

...  «  /™2         I  ,.9.  \9. 


m2         (x2  -f  y2)2    '  {x2  -f-  y2j2 

On  aura  donc  comme  équation   du  lieu 

p*y*  +  a(a?»  +  y»)'  _jV_ 

as2  +  y2  P  x2  -f  y2 

ou 

(as2  -f-  y2)2  —  j)x(x2  -f  y2)  -f  p V  =  o. 
Cette  courbe  n'a  pas  de  points  à  l'infini.  Elle  a  un  point 
de  rebroussement  à  l'origine  avec  l'axe  des  x  comme  tan- 
gente. En  la  mettant  sous  la  forme 

(x2  -f  y2)(x2  -f  y2  —  px)  +  //y  =  o 
on  voit    qu'elle  est   tout  entière  comprise  à  l'intérieur 'du 
cercle 

x2  -f-  y2  —  px  =  o. 
11  est  alors  facile  de  la  construire  (*). 

Deuxième  solution,  par  M.  U.  Gémn,  élève  au  Lycée  de  Bar-le-Due. 

I.  —  L'équation  de  la  parabole  est  : 
y2  =  2px, 
celle  du  cercle  sera  de  la  forme: 

(y  —  mx —  )(y  +  mx  -f  k)  +  \{y2  —  2px)  —  o. 

Égalons  les  coefficients  de  x2  et  de  y1  : 
i  -j-  X  =  —  m2. 
d'où 

X  —  _  (,    -|_   TO>), 

Exprimons  que  le  cercle  passe  au  foyer  de  la   parabole  : 


d'où 


—  mp( — - — |-  k)  =  Àp2  =  o, 


Xp2  4-  —  m*pa 

__2  „     2  +  m 


mp  2m 


(*)  Pour  préciser  le  tracé  de  celte  courbe  on  pouvait  déterminer  les  tangentes 
issues  de  l'origine.  (G.  L.) 


276  JOURNAL    DE  MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES  * 

L'équation  finale  du  cercle  est  donc: 

(y-  mx-  -^-)(y  +  mx  +  p   "  2wm  ) 

—    (l    +  Wi2)(j/2    —    2px)    =   0, 


OU 


x*+y2-p     1     *--£-?  +  -^-(2  +  m2)=°- 


i  4-  m2  p  p2 

— : x Lr-  y  -4-  — 

m2  m3     *         41»" 

Les  coordonnées  du  centre  sont  : 

i  -\-  m?  p 


x  =  P    —Z^-2 >  2/  = 


2ttr  2m0 

Il  faut  éliminer  m  entre  ces  deux  équations. 
La  première  donne  : 

m'  =  —£—. 

2X   —  p 

Portons  cette  valeur  dans  la  seconde  ;  on  en  tire 

2X  —  p 
m  =  —. 

27/ 

Le  lieu  est  donc  : 

(203   —  p)3   =  4pt/*. 

C'est  une  parabole  cubique  qui    a    pour   point   triple   le 
foyer  de  la  parabole   donnée. 
II.  —  La  polaire  d'un  point  x0,  y0  est  : 

ttofs-f  Vof'y   "f   %of\  =    O. 

Pour  l'origine,  elle  se  réduit  a  f':  =  o,  c'est-à-dire  : 
i   4-  m2  ,       il  2  +  W 


m2  m3  2  m2 

ou: 

m\2x  —  p)  -f-  2in(x  —  p)  -f-  21/  =  o.  il  ) 

La  dérivée  par   rapport  à  m  est  : 

3mï(2œ  —  p)  -f-  2(cc  —  p)  =  o. 

Il  faut  éliminer  m   entre  (i)  et  (2).  Dans  la  première  je 

remplace  m2  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde,  et  j'ai  : 

3V 
m  =     .     *       ; 
2{p  — as) 

portant  dans  (2),  jai  le  lieu  : 

27//2(2.r  -  p)  =8(p—  a?)«. 

C'est  bien  une  cubique  unicursale,  car  si  on  transporte  les 
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axes  de    coordonnées  au    point  :   y  =  o,  x  =  p  et  qu'on 
pose  y  =  tx,  on  pourra  avoir  y  et  x  en  fonction  de  t. 

III.  —  J'ordonne  l'équation  du  cercle  par  rapport  à  m. 
m3lxz  +  tf  — px  -\ — )  —  mp   (x  —  —  j  —  py  =  o. 

Je  prends  sa  dérivée  par  rapport  à  m  : 

3m'z(x*  -f  xf  —  px  -f  -i— \  —  p(x j£-\  =  o. 

11  faut  éliminer  m  enlre  ces  deux  équations  pour  avoir  le 

lieu  demandé  : 

Dans  la  première,   je  porte  la  valeur  de   m*  tirée   de  la 

—  3y 

seconde,  et  j'obtiens  :  m  =  — . 

2X  — p 

Portons  cette  valeur  de  m  dans  la  deuxième  : 

2Jlf    [(2X  —   pY  +  4?/2]  =  2p    (20!  —  p)3. 

C'est  une  courbe    du  quatrième    degré   qui    admet   pour 
point  triple  le  foyer  de  la  parabole. 

IV.  — Les  équations  de  deux  cercles  correspondant  à  deux 
droites  rectangulaires  sont  : 

>.n\(2X  —  pf  +  4y2]  —  2mp  (2X  —  p)  —  +py  =  o.  (y.) 
et 

4pym3  —  2m>  (2as  —  p)  -f  [(2£C  —  py  +  4»/2]  =  o.  (p) 
Il  faut  éliminer  m  entre  ces  deux  équations  pour  avoir  le 
lieu  de  leurs  points  de  rencontre. 

Gela  revient  à  exprimer  que  ces  deux  équations  ont  une 
racine  commune;  si  j'appelle  m±,  m2,  m3,  les  racines  de  la 

première,  celles  de  la  seconde  seront ,     ,     ;  on 

>»i  ma         m3   ' 

doit  avoir,  par  exemple  :  mt  =  ,  d'où  mx  m3  =  —  i. 

m3 

Donc  au  lieu  d'éliminer  m  entre  les  équations  (a)  et  (p), 

je  vais  exprimer  que  la  première  (a)  a  deux  racines  mu  m3 

telles  que  vit  m3  = —  i,  c'est-à-dire  qu'elle  peut  se  mettre 

sous  la  forme  : 

m3  [(20î  —  p)2  +  4?/2]  —  2mp  {2X  —  p)  —  $py 

2=  (am*  -f-  6w  —  a)  (Im  -f-  q). 
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En  identifiant  les  deux  membres,  on  en  tire  les  relations  : 

al=(2œ-Py  +4*/2  (i) 

aq  -f-  bl  =  o  (2) 

bq  —  al  =  —  ip  (2X  —  p  |  (3) 

aq  =  4py.  (4) 

La  deuxième  donne:  bl  =  —  ^py. 

La  troisième  donne  :  bq  =  (2X  —  p)a  -f-  4y2  —  2p  (2X  —  p) 

d'où  i  ~  ■  ^ 


q       (2X  —  p)2  -f  +y2  —  2»  {2X  —  p)' 
En  divisant  (1)  par  (4)  membre  à  membre,  on  a  : 
J  _  (2X  —  pY  +  4J/2 

Donc  le  lieu  a  pour  équation  : 

(2x  —  p)2+4y2  _  —  4P!/ 


4PJ/  (2 ^  —  P)a  +  4lf  —  2£  (2*  —  P) 

ou  : 

[(20!   —   p)s    +  4!/2]  [(233   —   P)'    "f  4#2  —  2P  (203  —  p)] 

4-   ibjoy2  =  o. 
Les  ombilics  du  plan  ont  pour  coordonnées  : 

(i,  —  i,  o),     i—  i,  i,  o). 
Si  on  porte  ces  valeurs  de  x,  y,  z,  dans  l'équation  île  la 
courbe,  on  trouve  : 

4    (—  I    -f    !)■=    o. 

Donc  la  courbe  passe  doublement  aux  ombilics  du  plan. 


QUESTION  88 

Solution  par  M.  E.  SiMONOT,  à  la  Faculté  libre  de  Lyon. 


On  considère  une  ellipse  E,  et  le  cercle  A  décrit  ■sur  l<>  petit 
axe  BB'  comme  diamètre.  Sur  BB  il  partir  du.  centre  0,  on 
prend  deux  points  P,  F  tels  que  l'on  ait 

bc 


OP  —  OP': 

il 


par  ces  points  P  et  P'oti  mené  deux  droites  parallèles  et  dans  la 
même  direction  ;  ces  droites  rencontrent  Aùi  deux  points  q  ctq. 
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Trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des  tangentes  à 
A  aux  points  q  et  q'. 

1°    Solution    analytique.  —  Les  droites  Pg,   Pg'  ont  pour 
équations 

Pq        ay  —  bc  =  mx  (1) 

Pq       ay  +  bc  =  mx  (2) 

(oc,   0)  étant  le  pôle  de  Pq,  (a4,  pt)  celui  de  Pg'. 

En  identifiant    les  polaires  de  ces   points  avec  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  il  vient 

bm  ab 

L'équation    quadratique   du  système  des  deux  tangentes 
Ng  est 

[x*  +  y2  —  62j(-/2  -f-  £2  —  62)  —  (ouk  +  jfy  —  62;2  =  o.  (3) 
et  celle  du  sytème  des  deux  tangentes  Ng'  est 
(x2  +  */2  —  62)(x2  -f  â2  —  b%)  —  {xx  -f  (5^  -f  6a)2  =  o.  (4) 
Les  coordonnées  du  lieu  satisferont  à  l'équation 
o.x  -f-  &/  =  o 
obtenue  en  retranchant  (3)  de  (4),  ou  à 
bmx         abu 


c  c 

d'où 

ay 
x 
En  éliminant    y.,  p   et    m   dans    l'équation    (3),    il    vient 
comme  équation  du  lieu, 

(x2  -f-  y2  —  6")(a2J/2  +  62js2,)  —  62c2x2  =  o 
ou 

(x2  -f  y-jib'x*  -f-  ay  —  a262)  =  o. 
En  supprimant  le  facteur  étranger  x-  -j-  y7,  =  o,  on  voit 
que  l'équation  du  lieu  se  réduit  à  celle  de  l'ellipse  E. 

2e  On  peut  arriver   plus    rapidement  au  résultat  par  des 
considérations  géométriques. 
En  eifel,  le  triangle  rectangle  MÛg  donne 

62  =  p  .  OR=P|/    &«   __^lcos*9 

d'où 
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ab  =  cy/a*  —  c2  cos2  ?  =  p  ]/  a2  —  -^f-  =  v/62x2  +  a2*/2 

et  enfin 

b%x%  -f-  a2*/2  =  a262. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue   par  MM.    Richard,  à   Agen; 
Michel,  à  Montpellier  :  Viélajus,  à  Bordeaux;  Bêche,  à  Tulle. 


QUESTION  91 

Solution  par  M.  E.  Fesquet,  Lycée  de  Nimes. 


On  donne  un  point  fixe  O,  et  une  droite  fixe  AB;  pour  chaque 
point  P  de  AB,  on  prend  normalement  à  AB,  PM  =  À  .  OP, 
À  étant  une  constante.  Quel  est  le  lieu  du  point  M,  et  quel  est 
le  problème  simple  de  géométrie  descriptive  que  l'on  peut  regarder 
comme  l'origine  du  problème  actuel? 

L'analyse  conduit  immédiatement  à  l'équation  du  lieu.  En 
prenant  pour  axes  AB  et  la  perpendiculaire  élevée  par  0  sur 
AB,  l'équation  du  lieu  est  : 

y  =  +  l\/x2  -f-  a2 
ou  y2  •-  X«œa  —  o2X2  =  o, 

équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes.  Les  sommets 
réels  sont  sur  Oy. 

Considérons  la  figure  comme  une  épure  de  géométrie  des- 
criptive. Soit  AB  la  ligne  de  terre;  considérons  (O'M,  OP) 
comme  les  projections  d'une  droite;  nous  sommes  ramenés 
à  chercher  le  lieu  des  traces  verticales  de  ces  droites.  Rabat- 
tons OP,  O'M  autour  de  OP;  l'angle  POM  est  l'angle  de  la 
droite  avec  le  plan  horizontal;  or  : 

PMt         PM 
tgPOM1=^pi-  =  -ôp-  =  X. 

Donc  Ig  POMj  et  par  suite  POMt  est  constant;  l'angle 
de  (O'M,  OP)  avec  le  plan  horizontal  est  constant;  il  en  est 
de  même  de  L'angle  de  la  droite  avec  la  verticale  du  point  O. 
La  droite  décrit  donc  un  cône    de    révolution  autour  de  la 
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verticale  du  point  0,  et  le  lieu  des  points  tels  que  M  est 
l'intersection  du  cône  par  le  plan  vertical.  C'est  une  hyper- 
bole, puisque  le  plan  vertical  est  parallèle  à  l'axe  de  révolu- 
tion. 

Cette  remarque  donne  quelques  propriétés  du  lieu.  Ainsi 
pour  avoir  la  tangente  en  M,  il  suffit  de  mener  par  0  une 
perpendiculaire  sur  OP,  et  de  joindre  le  point  d'intersection  a 
de  cette  perpendiculaire  avec  AB  au  point  M.  Gela  résulte 
immédiatement  de  la  construction  de  la  tangente  en  un  point 
de  la  section. 

Pour  avoir  les  asymptotes,  il  suffit  de  mener  par  le  point  0' 
deux  droites  faisant  avec  Oy  le  complément  de  l'angle  POMi . 

Remarque.  —  A  peu  près  toutes  les  épures  de  géométrie 
descriptive  donnent  lieu  à  un  problème  de  géométrie  pure. 
Par  exemple  la  propriété  du  plan  bitangent  au  tore  de  couper 
celui-ci  suivant  deux  cercles,  permet  de  résoudre  immédia- 
tement le  problème  suivant  (*). 

Étant  donnés  deux  cercles  égaux  C  et  C;  on  mène  une 
tangente  commune  intérieure  EF,  et  par  un  point  P  quel- 
conque de  EF  une  parallèle  à  la  ligne  des  centres  C,  C.  Cette 
parallèle  rencontre  chaque  cercle  aux  points  À,  A'  et  B,  B'. 
On  élève  PM  perpendiculaire  sur  EF,  et  on  prend  sur  cette 
droite  deux  longueurs  PM,  PM'  telles  que  l'on  ait 
PM2  =  PA  .  PB 
PM72  =  PAr  .  PB'. 

Le  lieu  des  points  M  et  M'  ainsi  définis  se  compose  de  deux 
circonférences. 

La  solution  analytique  de  ce  problème  pourra  peut-être 
intéresser  les  lecteurs  du  Journal  de  Mathématiques  spéciales. 


Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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QUESTION  94 

Solution   par  M.  Paul   Bourgarel,  élève  de  Mathématiques  spéciales 
à  Antibes, 


(1) 


Démontrer,  au  moyen  des  relations  entre  tes  coefficients  et  les 
racines,  que  la  condition  : 

ABC 
B        G        D 
G        D        E 
exprime  que  les  racines  de  l'équation  : 

Ax1  —  4BX3  +  6Cx2  —  4DX  -f  E  =  o  (2) 

sont  en  proportion  harmonique,  c'est-à-dire  sont   liées  par   la 
relation  : 

2(a(3  +  Y3)=(a-H)(T-H). 
Les  relations  entre  les  coefficients   et  les    racines   nous 
donnent  : 

•  +  Hy  +  s*  — 

6C 
•(3  -\-  -/y  -f-  àî  +  ?Y  +  P*  +  TJ  —  — r- 

A 


a|3y  -j-  a  60  -|-  ayo  -f-  (3yo  =  


(3) 


E 
v ''  A 

Pour  obtenir  la  condition  cherchée,  il  faut  éliminer  x,  p,  y,  8 
entre  la  relation  (2)  et  les  relations  (3). 
Posons 

a  [3  =  M 

yo  =  >f 

a  -f-  (3  ==  p 

y  -f  8  =  q, 

f.es  relations  précédentes  deviennent: 
2  (m  -f-  ??.)  =  pg 
1  4B 
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m  +  pq  -f  n  — 

6G 
A 

mq  -j-  np  = 

A 

mn  = 

E 
A 

peuvent  s'écrire  : 

m  -\-  n  = 

2G 
A 

p+q  — 

4B 
A 
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(4) 

(S) 

M  =4  <6> 

mq-\-pn=—  (7) 

mn  = JL.  (8) 

Nous  sommes  doue  ramenés  à  éliminer  m,  n,p,  q  entfê  les 
relations  (4),  (S),  (6),  (7)  et  (8). 

Dans  (8)  portons  la  valeur  de  n  tirée  de  (4)  et  dans  (6)  por- 
tons la  valeur  de  q  tirée  de  (o);  nous  obtenons  ainsi  les  doux 
équations  : 

Ai»'  —  2Gm  -f-  E  =  o  (9) 

Ap°-  —4Bp  4-4C=o.  (10) 

Puis  dans  (7)  portons  les  valeurs  de  q  et  de  n  tirées  des 
équations  (4)  et  (o);  nous  obtenons  ainsi  : 

2Bm  —  Apm  -f-  Cp  —  2D  =  o.  (11) 

Enfin  dans  l'égalité  (10)  transportons  la  valeur  de  p  tirée 
de  (11);  nous  obtenons  : 

A(B2  —  AC)w2  —  2C(B2  —  AC)»2.  -f  2BCD  —  AD2  —  G*  =  o. 
Eliminons  enfin  m  entre  cette  dernière  équation  et  l'équa- 
tion (9);  l'élimination  est  immédiate  et  l'on  trouve  : 

ACE  —  EB2  —  AD2  +  2BCD  —  C3  =  o, 
c'est-à-dire  précisément  le  développement  du  déterminant  (1). 
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QUESTION  96 

Solution,  par  M.  A.  Leblond,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée 

du  Havre. 


On  considère  une  strophoïde  droite  S  ;  par  le  sommet  de  la 
courbe,  son  point  double,  et  un  point  M  mobile  sur  S,  on  fait 
passer  une  circonférence  A;  enfin  par  M  on  mène  une  paral- 
lèle à  l'asymptote  de  S,  et  cette  parallèle  rencontre  A  en  un 
point  I.   Trouver  le  lieu  de  ce  point. 

Ce  lieu  est  une  circonférence  ;  on  donnera,  après  la  solution 
analytique  de  ce  problème,  une  démonstration  géométrique  du 
résultat  trouvé.  (G.  L.) 

R  +  02 

Soit  la  strophoïde  w2  =  ce2  -=r . 

R  —  x 

Soient  a,  (5  les  coordonées  d'un  point  I  du  lieu  et  a,  y, 
celles  du  point  M  de  la  strophoïde  auquel  il  correspond.  Ex- 
primons que  ces  deux  points  sont,  avec  l'origine  et  le  som- 
met de  la  courbe,  sur  un  môme  cercle,  nous  aurons  : 

+  V2        a        y 

a         (3 

R2      —  R       0 

ou  bien,  en  remplaçant  la  première  ligne  par  le  résultat 
obtenu  en  retranchant  les  éléments  de  la  seconde  de  ceux 
de  cette  première,  puis  en  supprimant  le  facteur  R(y  —  j5): 


a2  +  ^ 


D'où 


+  P2 
R 


=  o 


.'/ 


R  -f  a 

P 


R   +  a 


substituant  dans  la  relation  ?/2  =  a2 

R  —  a 

en  supprimant  les  facteurs  singuliers  a2  et  R  -f-  a  : 
a2    -f  p«  =   R*. 


nous  aurons. 
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SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 

Soient  A  le  sommet  et  B  l'intersection  de  AM  et  de  Oy. 
(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  ligure.)  Supposons  le  point  M 
d'abscisse  positive.  Alors,  on  a  :  AIO  =  OMB  comme  ayant 
même  mesure  et  AOI  =  OBM  par  suite  des  égalités  d'angles 
suivantes  : 
AOI  =  AOM  +  MOI  =  AIM  -f  MAI  =  i8o°  —  AMI  =  OBM 

Les  triangles  OAI,  OBM  sont  donc  semblables  ;  on  le  dé- 
montrerait d'une  façon  analogue  si  M  était  d'abscisse  néga- 
tive. Mais  le  point  M  appartenant  à  la  strophoïde,  OBM  est 
isoscèle,  OAI  l'est  donc  aussi.  Donc  01  =  OA.     c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Simon,  au  collège 
Chaptal;  Callé.  à  Grenoble;  Bourgarel,  à  Antibes  ;  Bêche,  à  Tulle;  Martin, 
à  Nice;  Richard,  à  Agen;  Clément,  à  Rouen;  Beaumenu,  à  Moulins;  Houdry, 
à  Melun. 


QUESTION  97 

.Solution  par  M.  Léon  Clément,  élève  au  Lycée  de  Rouen. 


Soit  M  un  point  d'un  strophoïde  ayant  pour  sommet  0  et  pour 
point  double  0'.  Du  point  0'  comme  centre  avec  O'O  pour  rayon 
décrivons  un  cercle  A.  Si  du  point  M  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  00',  cette  droite  rencontre  A  en  deux  points,  parmi 
lesquels  on  distinguera  particulièrement  le  point  H  qui  jouit  de 
la  propriété  que  MH  =  MO. 

'1°  Reconnaître  l'exactitude  de  cette  proposition  : 

2°  Démontrer  que  si  les  perpendiculaires  à  OM,  au  point  0,  et 
les  tangentes  en  H  à  A  se  coupent  en  T,  TM  est  la  tangente  à 
la  strophoïde  ; 

3°  Démontrer  que  si  l'on  prend  MH  =  MH,  le  lieu  du  point 
H'  est  un  cisso'ide: 

4°  Reconnaître  que  la  tangente  au  point  H'  à  la  cisso'ide  passe, 
elle  aussi,  par  le  point  T;  et  faisant  alors  abstraction  de  la  stro- 
phoïde considérée  d'abord,  déduire  des  remarques  précédentes  une 
construction  de  la  tangente  à  la  cisso'ide.  (G.  L.) 
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1°  Menons  O'M,  et  soit  G  le  point  d'intersection  de  OM 
avec  la  perpendiculaire  0  Y  à  00'.  On  a  CM  =  GO'  ;  par 
suite  GMO'  =  CO'M.  Or  CO'M  =  O'MH  comme  alternes- 
internes. 

Donc 

GMO'  =  O'MH. 

Donc  les  droites  MH,  MO   sont  symétriques  par  rapport 

à  MO'  ,  etparconséquent 
un  des  points  d'intersec- 
tion H  de  MH  avec  la 
circonférence  A  est  tel 
que  MH  =  MO.  Ce  point 
H  est  le  symétrique  du 
point  0  par  rapport  à 
MO'  ;  il  en  résulte  que 
pour  tous  les  points  de 
la  strophoïde  situés  dans 
l'angle  YO'X  et  son  op- 
posé par  le  sommet,  le 
point  H  est  sur  la  par- 
tie de  la  circonférence 
située  au-dessous  du 
diamètre  00'.  Pourlesau- 
tres  points  de  la  courbe, 
x  le  point  H  est  sur  la  par- 
tie supérieure  de  la  cir- 
conférence A. 

2°    Menons    le    rayon 
HO'    et    prolongeons-le 
jusqu'à  sa  rencontre  en 
D  avec  OM.  A  cause  de 
la  symétrie  par    rapport 
a  MO',  les   deux  angles 
MOO',  MHO' sont  évidem- 
ment égaux.  Mais  MHO'  =  HO'Y'  comme  allernes-internes. 
Donc  MOO'  =  HO  Y'.  Ceci  démontre  que  HO'  est  perpendi- 
culaire sur  OM.  Si  donc  on  appelle  u  L'angle  MOX,  on   a  : 
OT  =  HD  =  HO'  +  O'D  =  a   (i   +  sin  »). 
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Or  l 'équation  polaire  de  la  strophoïde,  0  étant  le  pôle  et 
OX  l'axe  polaire,  est  : 

_  a  (i  -f-  sin  o)) 


COS    oj 

La  sous-tangente  d'un  point  de  la  courbe  a  pour  expres- 

sion  -7—.  c  est-a-dire  : 
Pco 

au-}-  sin  co).    . 

Donc  OT  est  la  sous-tangente  du  point  M.  Donc  TM  est 
la  tangente. 

On  peut  déduire  de  là  un 
moyen  assez  commode  d<- 
mener  une  tangente  à  la 
strophoïde  par  un  point 
situé  sur   la  courbe. 

3°  Menons  OH.  OH  : 
OH'  rencontre  la  circon- 
férence A  en  un  pciat  I, 
et  l'asymptote  de  la  stro- 
phoïde en  un  point  K. 
Joignons  le  point  H  au 
point  A  symétrique  de  0 
par  rapport  à  0'. 

De  ce  que  MH  =  MH 
=  MO,  on  en  conclut  que 
l'angle  H'OH  est  droit  ; 
donc  le  point  I  se  trouve 
sur  le  diamètre  HO',  et 
par  suite  AH  est  égal  et 
parallèle  à  01  ;  il  en  résulte 
que  01  =  H'K,  car  ces 
deux  longueurs  sont  égales 
à  AH. 

Le  lieu  du  point  H  est 
donc   une    cissoïde    ayant 
le  point  0  pour  point  de  rebroussement,  et  AK  pour  asymp- 
tote. 

4°  Considérons  deux  points  de  la  strophoïde  M,  Mt  voi- 
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sins  l'uii  de  l'autre.  Soient  H',  H'15  les  points  correspondants 
de  la  cissoïde,  et  H,  H1}  les  points  correspondants  de  A. 

M  étant  le  milieu  de  H'H,  et  Mt  le  milieu  de  Wt  H^  les 
trois  droites  HHl5  Mil15    H'HÎ   sont  concourantes. 

Supposons  que  le  point  Mt  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  M  jusqu'à  venir  se  confondre  avec  lui.  A  la  limite  le 
point  H't  se  confond  avec  le  point  H,  et  le  point  H'i  avec  le 
point  H'.  Donc  la  tangente  en  H  à  la  cissoïde  passe  par  le 
point  d'intersection  T  de  la  tangente  en  M  à  la  strophoïde 
avec  la  tangente  en  H  à  la  circonférence  A. 

Pour  mener  la  tangente  à  la  cissoïde  par  un  point  H'  de  la 
courbe,  on  joindra  au  point  0'  le  point  d'intersection  I  de 
OH'  avec  A.  On  déterminera  le  second  point  d'intersection  H 
de  10'  avec  A.  Au  point  H  on  mènera  la  tangente  à  A,  et 
on  abaissera  du  point  0  une  perpendiculaire  OT  sur  cette 
tangente.  En  joignant  le  point  T  au  point  H'  on  aura  la  tan- 
gente cherchée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Marzarit,  à  Ângoulème. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 
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EXERCICES   SUR  LES  INEGALITES 


M.  de  Longchamps,  dans  son  Traité  d'algèbre  (*),  a  énoncé 
un  certain  nombre  de  questions  sur  des  inégalités  à  vérifier; 
nous  nous  proposons  ici  de  donner  la  solution  de  quelques- 
uns  de  ces  exercices,  qui  sont  la  traduction  de  théorèmes 
dont  on  a  souvent  l'occasion  de  se  servir  en  mathématiques 
élémentaires,  ou  qui  présentent,  dans  la  manière  de  les 
démontrer,  quelque  particularité  les  rendant  intéressants; 
la  plus  remarquable  de  ces  démonstrations  est  due,  comme 
nous  le  dirons  plus  bas,  à  l'un  des  meilleurs  analystes  du 
siècle. 

1.  —  Démontrer  que,  si  al5  a.2,  ...  ap  sont  des  nombres  qui  ne 
sont  pas  tous  égaux,  on  a 

(a*  +  a,  -f  . . .  -f  ap)«  <  p(af  +  al  +  . . .  +  a*). 
On  sait  que  a  et  p  étant  deux  nombres  quelconques  diffé- 
rents, on  a 

(»-$)■>(>. 
Considérons  les    quantités    ax,  a„   ...  ap,  et    faisons  les 
carrés  des  différences  obtenues    en  retranchant  de  chacun 
de  ces  nombres  ceux  d'indices  plus  élevés;  nous  aurons 
S  (a,  —  ai+jy  >  o. 
En  effectuant  ces  carrés,  nous  trouvons 

(*'j  Cours  de  Math  -viatiques  spéciales.  lr9  partie,  Algèbre,  par  H.  6.  de  Long- 
champs.  —  Paris,  librairie  Delagrave. 
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(p  -  i)  a?  +  (p  —  0  <%+  ...  +  (p  ~  i)  «5  —  2^0, 

—  2a1a3  ...  —  20p_i  ap  >  o  ; 

ou,  en  ajoutant  de  part  et  d'autre  la  somme  des  carrés  des 

nombres    donnés,    et    en    faisant   passer    dans    le    second 

membre  les  termes  affectés  du  signe  — ,  il  Tient 

p(aî  +  ai+  ...  +4)  >  (at  +  ax+  . . .  +  ap)\ 
Remarque.   —  Si   tous   les   nombres   aA  a2  ...  ap  étaient 
égaux,  la   somme,    qui  est  positive    dans  le  cas  ordinaire, 
deviendrait  nulle,  et  l'inégalité  précédente  se  changerait  en 
égalité. 

2.  —  Démontrei',  avec  la  même  hypothèse  sur  les  nombres 
alt  aa,  ...  ap,  l'inégalité  absolue 

(ftl_|_  a,+  o..  -fap)2 
<p(2ai  +  2a|-)-  ...  -f-2a£  —  a^,—  a2a3  —  a3a4—  . ..— a^). 
Je  considère  les  p  inégalités  suivantes  qui  sont  bien  con- 
nues 

x%  -f-  a\  -f-  al  —  ccai  —  xa2  —  a^  >  o 

ce2  +  °i  +  °3  —  xa%  —  xaz  —  aias  >  ° 


x*  ~\~  al  +  °i  —  xap  —  xai  —  aPai  >  ° • 
Je  les  ajoute  membre  à  membre,  ce  qui  donne 
pxi  +  ia\  +  ia\  -f  .   .    .  -f  2al  —  2x(at  +  a.,-f  .  .  .  -f-  ap) 
—  avax  —  a2a3  —  .    .    .  —  ap  at  >  o. 
Je  multiplie  parjj,  et  j'ajoute  au  produit,  de  part  et  d'autre, 
l'expression  (at -\- a2 -\-  .    .    .  -f-ap)2; 

l'inégalité  qui  en  résulte  peut  se  mettre  sous  la  forme 
\jpx  —  (a,  -f  a,  +  ...  +  ap)  ]2 

-f-  P(2aj    -f-   2d|   +   .      «      •    ~T~   2(ZP  °ia2   (,2a3     •      •      '    flP  °l) 

>  (ai  +  o2  -f-  .    .    .   -f-  flp  )2. 
Gomme  les  inégalités  dont  nous  sommes  partis  sont  vraies 
quel  que  soit  x,  nous  pouvons  poser 

px  =  ai  -fa2-f  .   .    .  +  ap  ; 
alors  l'inégalité  se  réduit  à  celle  de  l'énoncé. 

Si  les  nombres  alf  a2,  .    .    .  ap  étaient  tous  égaux,  l'inéga- 
lité changerait  encore  en  égalité. 
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3.  —  Démontrer  que  l'on  a  l'inégalité  absolue 
P*2-2a(ai  +  a2+.  .  .  +  ap-p2)  +aï  +  a2-f  .  .  .+ap2 
—  2p(a,  +  a2  -f  .    .    .  +  ap  )  +  p3  >  o. 
Je  vais  démontrer  que,  quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on 
donne  à  a,  le  trinôme  du  second  degré   en  %  conserve  tou- 
jours le  même  signe,  qui  est  ici  le  signe  -j-,  puisque  p   est 
un  nombre  entier  et  positif. 
En  effet,  dans  ce  cas,  la  quantité  sous  le  radical  est 
(«i  +  <h  -f  •  •  •  +  (h  —  p2)2  —  p(«f  +  al  +  •   ■   •  +  <$ 

+  2P2(g,  -M2+  •    ■    •  +aP)  —  P", 
cette  expression  se  rédoit  à 

(«i  +  «2  +  •    •    •  +  aP  )2  -p{a\  -f  a|  +  •    •   •  +  «,)> 
et   l'on  sait,  d'après  l'exercice  (1),    que  cette  quantité   est 
négative.  C'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
le  trinôme  conserve  son  signe. 

On  peut  aussi  mettre  l'expression  sous  une  forme  qui  rende 
évidente  l'inégalité  proposée;  en  effet,  on  peut  grouper  les 
termes  de  la  façon  suivante  : 

a\  —  2pat  +  p2  —  27.(0,  —  p)  -f-  a2 
et  d'autres  termes  analogues.  Sous  cette  forme,  on  voit  que 
l'expression  est  la  somme  de  termes  de  la  forme 

(«i  —  P  —  *)2, 
et  il  est  évident  que  l'on  a 

S  (at  -  p  -  a)2  >  o. 

4.  —  Vérifier  que  les  deux  égalités 

(q  _  qy  _  (p'  _  p)(pq'  _  qp')  —  0 

P(P'~  P)— 2(q— q)=o 
entraînent    nécessairement  :  ou  p  =  pr,  et  par  suite  q  =  q', 
ou  p2  — 4q  —  o,  si  p  —  p'  est  différent  de  zéro. 

Je  remarque  que  si  je  supposais,  à  priori,  p  —  p  =  o, 
les  deux  inégalités  exigeraient,  pour  être  vérifiées,  que  l'on 
eût  q  —  q  =  o.  Je  vais  prouver  que  les  deux  seules  hypo- 
thèses possibles  sont  bien  celles  indiquées  par  l'énoncé. 

Pour  cela,  j'écris  la  seconde  inégalité  de  la  façon  suivante, 
en  retranchant  49  de  part  et  d'autre: 

pp' —  2(9  +  9')  =  p2  —  4q-  (i) 

D'autre  part,    les   deux   égalités  proposées   donnent,   en 
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supposant/;  — p'  différent  de  zéro, 

g  —  g  __  p      ct  g'  —  q  _  m'  —  w  m 
p  —  p       2         p'  —  p        g  —  g 

On  en  tire 

p(q  —  q)  —  2(pq'  —  qp)  =  o 
ou 

ip(g  -f  g)  =  4-p'g-  w 

Cela  posé,  je  multiplie  les  deux  membres  de  l'égalité  (1) 
par  p  ;  j'obtiens 

p*p  —  2p(q  +  g)  =  f  —  4pq, 
ou,  d'après  l'égalité  (2), 

{tf  —  p)  (p8  —  4g)  ==  o. 
On  ne  peut  satisfaire  à  cette  égalité  qu'en  posant 
p  —  p  =  o 
ou  p2  —  47  =  o. 

5.  —  Démontrer  que  si  a,  h,  c,  ...  k,  1,  représentent  des 
quantité*;  gui  ne  sont  pas  toutes  égales,  et  qui  sont  supposées  en 
nombre  p,  on  a 

v— —    ^a  +  b  +  c+.-.+k  +  l 


\ 


abc  ...  kl    < 


P 

(Cauchy.) 

On  sait  que  l'on  a  identiquement 
et  par  suite 

donc,  si  p  =  2,  on  a 

/-r-       a  +  b 
\/ab  <  — ■ — . 

2 

En  second  lieu,  on  a,  pour  quatre  nombres  a,b,c,d,  la  relation 

y/abcd  =  )[\/ab  .  \/  cd 
ct  pur  suite 

a  4-  b         t-  +  d 

!/rr-j       \  "''  -1- \  r,/         j_a L_    • 

y  aoctt  <  ■ > 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  7 

donc 

V  abcd  <  — ! ! ■ — . 

4 
De  la  même  manière,  on  démontrerait  que  l'on  a 

\J abcdefgh  =  \  \J abcd  \  efgh, 

et  par  suite  que  le  théorème  est  vrai  pour  huit  nombres  ; 

en  général,  on  trouverait  qu'il  est  vrai  quand  on  a  2k  nombres. 

Cela  posé,  pour  démontrer  que  le  théorème  est  général, 

Gauchy,  au  lieu  de  démontrer  que,  en  le  supposant  vrai  pour 

p  quantités,  il  est  vrai  pour  p  -\-  i  quantités,  démontre  au 

contraire  que,  en  supposant  ce  théorème  établi  pour  p  -f-  i 

quantités,  on  peut  l'établir  pour/}  quantités. 

On  a  identiquement  

P p+i '  P . 

\jabc...kl=    \  abc  ...  kl  si  abc  ...kl', 

or,  par  hypothèse,  puisque  le  théorème  est  établi  pour  p-j-  i 

quantités,  on  a 

Donc  on  a,  après  réduction, 

P 

p  s/abc  ...  kl  <  a  -f-  b  -f-  c  -f  •  •  •  +  « ;  -f-  ^  ; 
on  en  tire  facilement  la  généralisation  indiquée  par  Cauchy, 
Remarque.  —  La  racine  d'ordre  p  du  produit  de  p  nombres 
s'appelle  quelquefois  la  moyenne  géométrique  de  ces  nom- 
bres. Le  théorème  de  Gauchy  peut,  en  adoptant  cette  expres- 
sion, s'énoncer  ainsi  :  la  moyenne  géométrique  de  p  nombres  est 
toujours  inférieure  à  leur  moyenne  arithmétique.       (A  suivre.) 


SUR  LA  MOYENNE  HARMONIQUE 

Par  M.  Ci.  de  Liongchamps. 


1.  — On  sait  que  Mac-Laurin (*)  a  nommé  moyenne  harmo- 
nique entre  plusieurs  valeurs  données,  xu  x.2,  ...  xp,  celle 

l*)  Mac-Laurin,  Traité  des  courbes  géométriques,  §  28. 
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dont  la  valeur  inverse  est  moyenne  arithmétique  entre  les 
valeurs  inverses  de  ces  quantités. 

Si  l'on  suppose  que  sur  une  droite  indéfinie  A,  et  à  partir 
d'une  certaine  origine  0,  on  porte  des  longueurs 
OAj  =  xt,  0A2,  =  x2,  ...  0AP  =  xpy 
et,  finalement,  une  longueur 

0A  =  œ, 
vérifiant  l'égalité 

—  =  -L  +  -L-+  ...  +—  , 

x  est  la  moyenne  harmonique,  et  le  point  A  ainsi\)btenu  a 
été  nommé  par  Poncelet  (*)  le  centre  des  moyennes  harmo- 
niques. Ce  point  est  aussi  appelé,  quelquefois,  conjugué  har- 
monique du  premier  ordre  relativement  au  point  0. 

Nous  nous  proposons,  ces  définitions  étant  rappelées,  d'in- 
diquer ici  comment  on  peut,  par  une  construction  rapide, 
et  en  supposant  p  assez  considérable,  construire  la  moyenne 
harmonique. 

2. — Nous  rappelleroos  d'abord  la  construction  qu'on  ap- 
plique ordinairement  au  problème  en  question. 

Sur  AiAj  comme  diamètre  on  décrit  un  demi-cercle,  et  du 
point  0  on  mène  à  ce  cercle  une  tangente;  soit  at  la  pro- 
jection du  point  de  contact  obtenu,  sur  A.  On  sait  que  l'on  a 
2  i  i 

"c£~  —  "ÔA7"t"ÔÂ7  * 
Si  l'on  prend  le  point  Oi  milieu  de  Ocq,  on  aura  donc 


i  i  i  i 


00x         (Vi         OA     '     0A2 
En  répétant  la  construction  précédente  pour  les  trois  points 
0,  Oj  et  A3  on  trouvera,  de  môme,  un  point  02,  tel  que 


002         00t    ■    0A3 
On  a  donc 


(•)  Poncelet,  Mémoire  sur  le  centre  des  moyennes    harmoniques;  Jour- 
nal de  Crelle,  t.  III. 
Voyez  nussi  Chastes,  Aperçu  historique,   p.  147. 
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I 
0Ô7 


=  Wr-  + 


+ 


I 


0At     '     OA2 

et  ainsi  de  suite. 
On  trouvera  donc  facilement  un  point  Op_1  tel  que  l'on  ait 
i  i        .        i       .  .i 


00 


-7^-  + 


p-l 


OA, 


OA, 


+ 


En  portant,  à  partir  de  0,  une  longueur  égale  à  p.  00p_i, 
on  aura  le  centre  des  moyennes  harmoniques. 

Si  l'on  réfléchit  à  la  somme  de  lignes  que  nécessite  la 
construction  précédente,  on  reconnaîtra  qu'elle  ne  laisse 
pas  que  de  présenter  quelque  complication  quand  on  suppose 
p  assez  considérable.  Si  nous  ne  nous  trompons,  les  con- 
structions que  nous  allons  maintenant  indiquer  offrent,  sur 
la  précédente,  un  avantage  sensible. 

3.  —  La  première  des  deux  constructions  dont  nous  vou- 
lons parler  repose  sur  ce  théorème  connu  :  Si  l'on  désigne 
par  a  et  b  les  bases  d'un  trapèze  et  par  2X  la  longueur  de  la- 


parallèle  à  ces  bases  menée  par  le  point  de  concours  des  dia- 
gonales :  1°  ce  point  est  situé  au  milieu  de  cette  parallèle  ; 
2°  on  a 

Posons,  pour  abréger  l'écriture, 
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OAj  ==  CC,,    OA2  =  X2,    ....    OAp   =  Xp 

et  sur  des  droites  parallèles  At,  A2,  ...  àp,  portons,  à  partir 
d'origines  arbitrairement  choisies, 

OjAi  =  x±,  0.2A2  =  x2,  03A3  =  x3,   .... 
En  faisant  la  construction  qu'indique  la  figure,  on  a 


puis 


par   conséquent, 


et  ainsi  de  suite. 


•f  =  —  +  - 


c      —    t       i    T~  ' 


Çj  X±  X%  U/3 


4.  —  Cetle  construction  nous  parait  particulièrement 
avantageuse  parce  qu'elle  ne  nécessile  que  l'usage  de  la 
règle. 

A  ce  propos  on  peut  remarquer  que  dans  la  construction 
indiquée  au  paragraphe  précédent,  le  point  que  nous 
avons  nommé  xt,  n'étant  autre  chose  que  le  conjugué  har- 
monique de  0  par  rapport  au  segment  AtA2,  on  peut,  par 
une  construction  connue,  le  déterminer  en  se  servant  seu- 
lement de  la  règle.  Il  faut  ensuite,  conformément  à  ce  que 
nous  avons  dit,  prendre  le  milieu  de  Oxl;  celte  construction 
peut  encore  se  faire  avec  la  règle  seule  ;  il  suffit,  à  cet  effet, 
de  tracer  un  parallélogramme  dont  Oa,  est  une  diagonale  ; 
l'autre  diagonale  passe  par  le  point  cherché.  Mais  cette 
variété  de  la  première  construction  exige,  comme  on  le 
reconnaît  sans  peine,  un  nombre  de  lignes  droites  bien 
supérieur  à  celui  des  droites  que  nous  employons  dans  la 
seconde  construction. 

5.  —  Enfin,  la  moyenne  harmonique  peut,  encore  se  con- 
struire, très  simplement,  en  prenanl  pour  base  le  théorème 
élémentaire  suivant  :  L'inverse  de  la  distance  du  pied  de  la 
bissectrice   de   l'angle  droit   d'un  triangle  rectangle    A.OB    au 

côté  OA  ou  OB  de  ce  trianqle.  est  éuale  à h  -r-. 

OA    r  OU 
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Prenons  un  angle  droit  yOx  et  soit  Os  la  bissectrice  ;  ayant 
porté  sur  l'un  des  côtés  de  cet  angle  la  longueur  OAj  =  xy, 

3 


puis,  sur  l'autre  côté,  les  longueurs  :  OA2  =  ,r2,  OA3=,r3  . . . 
nous  avons  d'abord  : 


OAt     '    OA2  ' 


puis 
d'oii 
et  ainsi  de  suite. 


4-  =  4-  + 


OA3' 
OAt   ~   OA,   ~   OAa 


6.  —  En  terminant  cette  petite  note,  nous  dirons  quelques 
mots  d'une  question  que  l'on  rattache  habituellement  à  la 
précédente;  nous  voulons  parler  de  la  construction  de  la 
moyenne  harmonique  de  carrés. 

Soit  x±,  x2,  ...  xp  des  longueurs  données  en  nombre  p. 
on  dit  qu'une  ligne  x  est  une  moyenne  harmonique  de  car- 
rés par  rapport  à  ces  longueurs,  lorsque  l'égalité 

P   _  _J i L_   ■         ■      ' 

ce2  x\  x\ 

est  vérifiée. 


+  •••  + 
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On  sait  comment  on  ramené  la  construction  de  la  lon- 
gueur x,  définie  par  cette  égalité,  à  celle  de  la  moyenne 
harmonique  qui  vient  de  nous  occuper. 

Sur  une  ligne  OP  (dont  la  longueur  est  arbitraire)  comme 
diamètre,  on  décrit  un  demi-cercle  A,  et  on  prend  des  cordes: 

OAt  =  xy,      OA2  =  x%,  OA3  =  x3, , 

puis,  l'on  projette  les  points  At,  A2,  A3,  . . .  sur  OP. 

Soient  a±,  a2,  a3,  ...  ces  projections;  on  a  : 

#2=0^  •  OP,  x\  =  Oo2   .  OP,  . . .  ; 

Soit  a  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points 
Ou  «2,  a3,  . . . ,  on  a 

Oa         Oai    ~   Oo2    ~    Oo3   ^ 
Soit  A  le  point  qui  est  situé  sur  A  et  qui  a  pour  projection  a, 
on  peut  écrire  : 

Ô~X2  =  OP  .  Oa, 
et,  par  suite, 

i)  .OP  OP  OP 

~zâ~  H — zr t"  •■  ■ 


ou 


OA2  &i  <*% 


1  +-V+.. 


OA2  xï  *■- 

Mais  on  peut  aussi,  et  c'est  la  remarque  que  nous  vou- 
lions faire,  construire  directement,  et  beaucoup  plus  sim- 
plement, la  moyenne  harmonique  de  carrés  en  s'appuyant  sur 
cette  propriété  bien  connue:  l'inverse  du  carré  de  la  hauteur 
d'un  triangle  rectangle  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
inverses  de  côtés  de  l'angle  droit. 

D'après  cela,  ayant  pris  sur  le  côté  Ox  de  l'angle  droit  yOx. 
OAj  =  xt,  puis  sur  Og  : 

0A2  =  a?2,  0A3  =  x3,  ...  ; 

la  longueur  ^  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  A,A„. 
vérifie  l'égalité 

En  rabattanl  'Ct  sur  Ox  eten  joignant  le  point  ainsi  obtenu 
à  A:l,  Ç2  désignant  la  distance  de  0  à  cette  droite, 
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et  par  suite 


I 

•M 

+ 

I 
~X\ 

I 

_L 

I 

+ 

I 

x{ 

xi 

xi 

et    ainsi  de    suite,   ou    trouve  ainsi,  par  uue    construction 
très   rapide,  une  ligne  £  telle  que  l'on  ait 

1=1+14.         -1-1 
rt  ~&     '     /v.2  "  *  *    «      r2  * 

La  ligne  cherchée  x  s'obtient  facilement  quand  on  con- 
nait  £,  puisque  l'on  a 

œ2  _      p 


NOTE  SUR  LE  PROBLEME  DE  PAPPUS 

Par  M.  J.  C'harrion,  élève  de  mathématiques  au  Lycée  Saint-Louis 
(Classe  de  M.  Ed.  Lucas). 


B' 


:  Y-- 


Tracer    une  droite  de    longueur  donnée  AB  passant  par  un 
point    M    Je    2a 
bissectrice     d'un 
angle  droit  AOB.   . 

J'appelle  A'  et 
B'  les  points  de 
rencontre  des 
parallèles  à  OA 
et  OB  menées 
par  M  avec  les 
perpendiculai- 
res en  A  et  B  à 
AB.  C  et  D  leurs 
intersections 
avec  les  côtés  de 
l'angle  droit. 

Lesdeuxtrian-      f-  O  A 
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gles  MAA',  MBB'  sont  égaux,  puisqu'ils  ont  les  côtés 
perpendiculaires  et  que  les  distances  des  points  A  et  B  aux 
bases  MA'  et  AB'  sont  égales. 


Donc  surface  trapèze  AA'BB'  = 


AA4-BB' 


X  AB  =  — AB2. 


Menons  par  Ar  et  B'  les  parallèles  PE  et  PF  aux  côtés  de 
l'angle  droit  : 

DEMA  =  2MAA',  MAPB'  =  2MAB'; 
donc  surface  carrée  OEPF  =  2AABB'  +  OGMD  =  AB2  -f  OD2. 
On  sait  donc  construire  ce  carré,  ce  qui  permet  de  déter- 
miner les  points  A'  et  B'  et  par  ^uite  A  et  B  qui  sont  res- 
pectivement sur  les  circonférences  de  diamètre  MA' et  MB'. 
Si  la  droite  AB  est  dans  l'angle  formé  par  une  des  droites 

et  le  prolongement 
de  l'autre,  la  solution 
est  identique,  à  con- 
dition de  désigner 
par  AA'BB'  l'expres- 
sion wAAr  —  coBB',  w 
étant  le  point  d'in- 
tersection des  droites 
AB  et  A'B'  (fig.  2). 

Remarque.  — Si  on 
se  propose  de  trouver 
une  droite  telle  que 
MA  -f  MB  soit  don- 
né, le  problème  est 
celui  du  premier  cas 
ou  s'y  ramène  immé- 
diatement. 
En  effet,  si  les   points  A    et  B  se  trouvent  l'un  sur  l'un 
des   côtés,  l'autre    sur    le    prolongement  de  l'autre   (fg.  3), 
eu    menant   MA'B'  perpendiculaire  à   AB.  on  a  MA' =  MB, 
MB'=MA. 

Si    M.V   —  MM    est   donné,  le    problème   se    ramène    au 
deuxième  cas  Iraité. 




A*                                       C 

ZE              \                        O 
\ 

/     1 

\ 

/       1 

1                        \ 

/ 

; 

\ 

/        ! 
/         1 

\ 

y> 

i                           a 
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SUR  LE  PROBLÈME  DE  PELL 

Par  -M.  Cl.  de  Longchanips. 


1.  —  Le  problème  de  Pell  est  celui  qui  se  propose  la  réso- 
lution en  nombres  entiers  de  l'équation 

ce2 —  a(/2=i.     (a  entier)  (1) 

Ce  problème  célèbre  a  occupé  un  grand  nombre  de  géo- 
mètres, et  il  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  d'indiquer  ici 
quelques-unes  des  sources  que  l'on  peut  consulter  sur  cette 
intéressante  et  délicate  question. 
Voici  comment  Gauss  (*)  s'exprime  à  ce  sujet  : 
«  La  résolution  de  l'équation  (1)  a  déjà  été  traitée  par  les 
géomètres  du  siècle  dernier.  Fermât  avait  proposé  ce  pro- 
blème aux  analystes  anglais,  et  Wallis  (**)  rapporte  une  solu- 
tion qu'il  attribue  à  Brounker.  De  son  côté,  Ozanam  prétend 
qu'elle  est  de  Fermât;  enfin,  Euler  (***),  qui  s'en  est  occupé, 
dit  que  Pellius  l'a  trouvée  le  premier,  ce  qui  a  fait  donner 
par  quelques-uns  à  ce  problème  le  nom  de  Pellien.  » 

C'est  à  Lagrange  ( :''  '  )  qu'est  due  la  première  solution  rigou- 
reuse du  problème  de  Pell  :  car,  comme  l'ont  fait  remarquer 
Engrange  et  Gauss,  la  démonstration  proposée  par  "Wallis 
n'est  pas  exacte. 

2.  —  Au  problème  do  Pell  on  peut  adjoindre  celui  qui  a 
pour  but  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

ce2  —  ay2  =  —  i .     (a  entier)  (2) 

Lagrange  a  fait  remarquer  que  la  résolution  de  cette  équa- 
tion pouvait  se  ramener  à  celle  de  l'équation  de  Pell  et 
voici  comment  on  peut  établir  ce  fait  remarquable. 


(*)  Recherches  arithmétiques,  par  .AI.  Ch.  I  r.  »'.au<s  (de  Brunswick),  tra- 
duites par  A.  C.  M.  Poullet-Delisle.  Paris,  1807  (p.  195). 

(**)  Wallis,  Algèbre,  ehap.  98,  t.  II  de  ses  œuvres,  p.  418. 

(***)  L.  Euler,  Introduction  à  l'algèbre.  Saint-Pétersbourg,  1770,  2  vol.  in-8°. 

(****)  Mélanges  delà  Société  de  Turin,  t.  IV,  p.  19.  —  Histoire  de  l'Académie 
de  Berlin,  1767,  p.  237.  —  Suppléments  à  l'Algèbre  d'Euler.  —  Éléments 
d'algèbre  d'Euler,  1774,  t.  II,  p.  (324. 
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Le  nombre  x*  -f-  ay*  est  entier;  posons  donc 

x1  +  ay2  =  a.     (a  entier)  (3) 

Les  équations    (2)  et  (3)  donnent  alors,  par  combinaison, 
2£C2  =  a  —  i, 
ia\f~  =  a  -j-  i 
et,  par  suite, 

^.ax2y2  =  a2  —  i . 
Cette  dernière  relation  écrite  sous  la  forme 
a2  —  a  (2xyY  =  i 
est  une  équation  de  Pell,  et  en  posant 

2XIJ  =  [i, 
on  voit  que  si  l'on  sait  résoudre  l'équation 

a2  —  a^  =  i, 
on  obtiendra  les  inconnues  x  et  y  au  moyen  des  relations  : 
x-  —  aif  =  —  i, 
x%  -f-  ai/2  =  a, 
2x7/  =  G, 
qui  sont  compatibles  si  a  et  fi  représentent,  comme  nous  le 
supposons,  une  solution  de  l'équation  de  Pell.  Dans  le  cas 
où  les  équations  précédentes  admettent  une  solution  entière, 
la  résolution  de  l'équation  (2)  se  trouve  effectuée;  sinon  on 
peut  affirmer  qu'il  n'existe  aucune  solution  entière  du  pro- 
blème proposé. 

3.  —  Nous  nous  occuperons  seulement,  dans  cette  petite 
note,  du  cas  où  l'on  suppose  a  =  2,  cas  particulier  qui  se 
rencontre  dans  plusieurs  questions,  et  nous  montrerons  que 
les  équations  : 

x2  —  2\f  =  i,  (A) 

x2  -  2,f  =  -  1  ;  (B) 

admettent  une  infinité  de  solutions  entières. 

La  première  partie  a  déjà  été  démontrée  (*),  et  nous  nous 
occuperons  seulement  de   l'équation   (B)    que  nous    allons 
résoudre  directement,  sans  la  rattachera  l'équation  de  Pell. 
A  cet  effet,  considérons  l'identité 

2  (a*  +  &*)'  =  (a*  —  2<ib  —  b-y  -f  (a-  -f  206  —  &»)"  (C) 

Voy,.,  :  .1.  1882,  p.  193;  el  .1.  1883,  i>.  !'.■">. 
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et  disposons  des  indéterminées  a  et  b  de  façon  que  l'on  ait 
a2—  zab  —  62  =  i. 

On  tire  de  là  

a  =  6±  y/  2&2  —  i  • 
Posons  maintenant 

2&2  —  i  =  u2. 
On  peut  trouver  pour  6  et  pour  m  des    valeurs  entières 
vérifiant  cette  relation,  si  l'on  sait  déterminer  une  solution 
entière   de   l'équation  (B).   Soit  x   y'  cette  solution,   on  a 
donc 

u  =  x,     b  =.  y' 
et,  par  suite, 

a  =  y  +  œ\ 

D'ailleurs,  pour  les  valeurs  de  a  et  de  6,  l'égalité  (G) 
devient 

2(a2  -f-  62)2  =  i  +  (a2  +  206  —  62)2 

et  l'équation  (B)  admet  une  solution  nouvelle  : 

x  =  a2  -f  62,  ?/  =  a2  +  2a6  —  b\ 

Généralement,  cette  solution  est  double,  puisque  a  admet 
deux  valeurs. 

Ainsi,  la  connaissance  d'une  seule  solution  entière  de 
l'équation  (B)  entraîne  celle  d'une  infinité  d'autres  solutions 
qui  se  déduisent  successivement  les  unes  des  autres,  par 
une  sorte  de  calcul  récurrent. 

Or  l'équation  (B)  admet  la  solution  évidente 
y0  =  1 ,  x0  =  1 , 

on  -déduit  de  celle-ci  les  suivantes  : 

»/s  =  169,        x-i  =  239, 


4.  —  Cette  solution  (x2,  y2),  si  l'on  remarque  que  1 69  =  1 3% 
appelle  l'attention  sur  l'équation  biquadratique 

œ*+r=2y*,  (D) 

qui,  outre  la  solution  évidente  x  =  1,  y'  =  1,  admet  aussi, 
d'après  la  remarque  en  question,  la  solution 
x"  =  239,        y"  =  i3. 
Du  reste,  l'équation  (2)  se  rattache  aussi  à  l'équation  de 
Pell,  de  la  manière  suivante. 
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Posons,  par  une  transformation  naturelle, 
x  =  if+X; 
nous  avons  entre  les  inconnues  y  et  X  la  relation 
yi  —  2î/2X  —  X*  —  i  =  o. 
On  en  tire 

if  =  X  ±  /2X2  -f  1 . 
En  posant  alors 

2X2  4- 1  =  u2, 

on  a  à  résoudre  une  équation  de  Pell';  et  les  inconnues  x,  y 
sont  données  par  les  formules  : 

x  =  2X  -f  U, 

y2=x  +  U. 

5.  —  La  transformation  que  nous  venons  d'indiquer  est 
bien  propre  à  mettre  en  lumière  cette  sorte  de  dualité  qui 
lie  les  équations  (A)  et  (B),  et  en  vertu  de  laquelle  la  réso- 
lution de  l'une  peut  se  faire  quand  on  connaît  une  solution 
de  l'autre. 

Considérons,  en  effet,  l'équation  (B)  et  posons 

x  =  y  +  X. 
Nous  avons  alors,  entre  y  et  X,  la  relation 
y2  —  2X2/  —  X2  —  1  =  o  ; 
d'où, 

y  =  X  +  /2X*  -f-  1. 
Ainsi,  connaissant  une  solution  de  l'équation 
2X2  -f  1  =  t\ 
on  aura  immédiatement  une  solution  de  l'équation  (B);  on 
peul   môme  dire  que  l'on  aura  deux  solutions,  parce  que  y  a 
deux  valeurs,  l'une  positive,  l'autre  négative;  et  parce  que 
l'on  peut  prendre  cette  dernière,  en  changeant  son  signe. 

6.  —  En  terminant  cette  note  qui,  comme  celles  que 
nous  avons  rappelées  plus  haut  et  que  nous  avons  publiées 
dans  ce  journal,  a  surtout  pour  but  d'appeler  l'attention  et 
l'intérêt  de  quelques-uns  de  ses  lecteurs  sur  V 'application 
élémentaire  des  identités  à  l'analyse  indéterminée,  nous  com- 
pléterons les  renseignements  que  nous  avons  donnés  sur  le 
problème  de  Pell. 

Cette  intéressante  question  a  fait  récemment  l'objet  d'un 
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travail  de  M.  Brocard  (*),  qui  a  terminé  sa  note  par  quelques 
indications  bibliographiques  que  nous  demandons  la  per- 
mission de  reproduire  ici,  parce  qu'elles  pourront  être  utiles 
à  ceux  qui  voudraient  pénétrer  plus  avant  dans  cette  ques- 
tion dont  l'intérêt  est  loin  d'être  épuisé,  même  après  ce 
qu'en  a  dit  Lagrange. 

Voici  ces  indications  : 

C.  Riciiaud.  Sur  l'équation  X2  —  NY2  =  —  i.  (Journal  de 
Mathématiques  de  Liouville,  t.  IX  1864  ;  t.  X  et  t.  XI). 

S.  Gunther.  Résolution  de  l'équation  indéterminée  y2  —  ax2 
==  bz,  en  nombres  entiers.  (Ibid.  1876.) 

S.  Gunther.  Ziele  und  Resultate  cler  neueren  mathematisch- 
historischen  Forschung.  1876.  Erlangen. 

Ce  dernier  travail,  comme  l'indique  son  titre,  est  surtout 
historique.   M.  S.   Gunther  reporte   aux  Hindous   l'honneur 
d'avoir  poussé  plus  loin  que  Diophante,  l'étude  de   l'analyse 
indéterminée  et  notamment  d'avoir  résolu  l'équation 
ce2  —  ai/2  =  i , 

par  une  méthode  qui,  d'après  Hankel,  n'est  autre  chose  que 
celle  que  Lagrange   a  exposée    en  1769   et  à   laquelle  nous 
avons  fait  allusion  plus  haut. 
Desboves.  Mémoire  sur  la  résolution  en  nombres  entiers  de 

l'équation 

aXm  +  bYm  =  cZn. 

(Nouvelles  Annales  1879;  p.  26o). 

Realis.'  Sur  quelques  questions  se  rattachant  au  problème  de 

Pell.  (Nouvelle  Correspondance  mathématique,  1880,  p.  306.) 

(*)  Nouvelle  correspondance  mathématique,    1878,  p.  161,  193,  228,  337 
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EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  M.  Emile  Eiemoine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
{Suite,  voir  1883,  p.  265.) 


XVI 

Dans  le  triangle  ABC  on  a  pris  le  point  C  sur  AB  et  B'  sur 

Q 

AG,  tels  que  l'angle  G'CB  soit  égal  à  —  et  que  l'angle  BBC  soit 

égal  à  —  .  Démontrer  que  si  CC  =  BB',  le  triangle  ABC  est 

isoscèle. 

Je  suppose  m  positif  et  plus  grand  que  l'unité;  B'  et  C  sont 
alors  respectivement  entre  A  et  C  et  entre  A  et  B. 

Supposons  que  B  ne  soit  pas  égal  à  C,  et  soit  alors  B  ">  C, 
on  a 

angle  BB'A  =  (c  +  ~)  =  (b  +  C  —    m~  *    B 

angle  CC'A  =  (B  +  £)  =  (fi  +  C  -  ^  c) 

d'où,  puisque  B  ^>  C, 

angle  BB'A  <  angle  CC'A 
et  par  suite 

angle  CB'B  >  angle  BC'C. 
Sur  BC  je  décris  un  segment   capable  de  CB'B,  il   coupe 
CC  en  un  point  C,  qui  est  situé  entre  C  et  C,  puisque  l'angle 
BC'C  étant  plus  petit  que  CB'B,  le  point  C  se  trouve  à  l'ex- 
térieur de  ce  segment  capable. 
-Mais  B  >>  C  donne 

JL  >  —  ou  B'BC  >  C^B, 
m         m 

par  suite 

arc  CB'  >  arc  BC, 

ou  en  ajoutant  l'arc  BC, 

arc  CB'C\  >  arc  BC,B', 
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et  comme  il  s'agit  d'arcs  plus  petits  qu'une  demi-circonférence 

corde  CCi  >  corde  BB' 
et  à  fortiori 

CC  >  BB', 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

B  ne  peut  donc  être  plus  grand  que  G  ;  on  démontrerait 
de  même  qu'il  ne  peut  être  plus  petit;  donc  on  a  B  =  G 
et  le  triangle  ABC  est  isoscèle. 

Une  démonstration  analogue  s'applique  au  cas  où  m  est 
négatif,  mais  plus  grand  que  i  en  valeur  absolue. 

Dans  le  cas  où  la  valeur  absolue  de  m  est  plus  petite  que 
l'unité,  que  m  soit  positif  ou  négatif,  le  théorème  n'est  plus 
exact. 

La  démonstration  géométrique  qui  précède  m'a  été  donnée 
par  M.  Moret-Blanc;  j'avais  posé  la  question  dans  les  Nou- 
velles Annales:  M.  Goffart  en  a  publié  dans  le  numéro  de 
novembre  1883  une  solution  par  la  trigonométrie. 

XVII 

Soit  un  triangle  ABC. 
Sur  GB  prolongé  et  dam  le  sens  CB  on  a  pris  A'  tel  que  BA'=:  m .  CB 
Sur  AG  —  AC      —      B'    —    CB'=p.AC 

Sur  BA  —  BA      —      C    —    AG'=q.BA 

On  connaît  les  trois  points  A',  B',  G',  ot  les  rapports  m,  p,  q. 
Trouver  ABC. 

Soit 

la  =  B'G',  h  —  A'G',  lc  =  A'B'  ; 

les  trois  triangles  B'AC',  A'BC\  A'GB'  donnent 

1/  =  ç2c2  +  (p  -f  i)262  -f-  2q  (p  -f-  i)bc  cos  A 
/,/>  =  (q  -f-  i)2c2  +  m2?  -f-  2m  (q  -f-  i)ac  cos  B 
/c2  =  (m  +  i)2a2  -j-p2o2  -f  2» (m  -j-  i)ab  cos  G 

ou  en  remplaçant  cos  A,  cos  B,  cos  G  par  leurs  valeurs  en 

fonction  de  a,  b,  c,  on  a 

-a29(i>+0+&2(P+0  GJ  +  <?+  i)  +  c29(/)  +  9-fi)=fa2 
aim(m  +  q+  i)  —  b2m(q+  i)+c2  (qr-f  ij )(m-\-q  +  i)  =  /b2 
a»  (ro+  i)(p  -{-m-{- 1)  +  b*p  (p  -\- m  +  i)  —  c2p(m+  i)  =  /,- 
On  tire  de  là  : 
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il,      (P+  i)  (P  + 9+  i),      9(P+9  +  i) 

ll,      —  m  (9  +  *),  (9+i)  (»*  +  9+i) 

£,      plp  +  m+i),  — p(m+i) 


—  9(1»  +  0» 

m  (m  +  9  +  i), 

[m  +  i){p  +  m  +  i] 


(P+i)(P  +  9+  i] 
—  m  (9+  i), 
p(p  +  m  i), 


9  (P  +  9+  i) 

(9  +  i)(m  +  9+  i) 

—*>(»+  i) 


etc. 

Les  élèves,  en  donnant  à  m,  p,q  des  valeurs  particulières, 
peuvent  s'exercer  à  déduire  de  ces  formules  des  théorèmes 
particuliers. 

Ainsi,  si  m  =  p  =  q,  les  triangles  ABC,  A'B'G'  ont  même 
centre  de  gravité*  Si  m  =  p  =  q  =  i,  on  a 


+  *+*=-« +•$  +  ©• 


f.4  suivre.) 


QUESTION  96 

Solution  par  M.  Aubry,  élève  au  Lycée  de  Douai. 


On  considère  un  triangle  ABC  inscrit  dans  un  cercle;  la  hau- 
teur CD  menée  sur  AB  ren- 
contre  le  cercle  au  point  E.  On 
demande  de  mener  par  le  point 
E  une  corde  EZ,  rencontrant  AB 
en  X,  BG  en  Y  et  la  circonfé- 
rence en  Z  de  façon  que  XY 
=  YZ.  (R.) 

Prenons    pour     inconnue 
l'angle  EXG  =  a. 

Si  nous  tirons  BZ  et  que  par 
le  point  B  nous  menions  la  pa- 
rallèle BH  à   ZE,  le  faisceau 
(B.  HYXZ)  sera   harmonique. 
Mais  on  sait  que  le  rapport 
annarmonique  de  ce  faisceau  est  exprimé  par 
sin  DJffl       sin  ZBH 
sin  DBA        sin  ZBA 
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Nous  aurons  donc,  en  faisant  abstraction  du  signe 
sin  DBH  sin  ZBA 

sin  DBA    X  sin  ZBH  ~~  ' 
ou,  puisque  DBH  =  a,  DBA  =  B, 

ZBA  =  ZEA  =  —  —  a,  ZBH  =  —  4-  B 

2  2 

sin  a.  COS  a. 


sin  B  cos 


;t-s) 

c'est-à-dire  sin  2a  =  sin  2B. 
On  en  déduit,  en  ne  prenant  que  les  valeurs  inférieures 

à    TZ, 

oc  =  B     ou     oc  = B. 

2 

Il  y  a  donc  deux  solutions  que  l'on  construira  facilement; 

pour  a  = B,  EX  est  perpendiculaire  à  BA  ;  si  a  =  B, 

l'angle  AEY  est  égal  à  l'angle  EAB;  par  suite,  le  point  Y 
se  trouve  sur  la  perpendiculaire  à  AE  menée  par  le  centre 
0  de  la  circonférence. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Nanra,  à  Vitry-Ie-Fran- 
çois;  Poive,  à  Bernay;  Caitucoli,  à  Draguignan;  Youssouflan,  à  Constantinople. 
Toutes  ces  solutions  présentent  le  défaut  de  n'avoir  donné  que  la  première 

solution,  celle  qui  correspond  à  a  = B. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


126.  —  Étant  donnés  deux  cercles  tangents  entre  eux 
au  point  A,  on  mène  de  ce  point  une  transversale  qui  coupe 
le  premier  cercle  au  point  B,  le  second  au  point  B'.  On  joint 
le  point  B  du  premier  cercle  au  centre  0'  du  second  et  le 
point  B'  du  second  cercle  au  centre  0  du  premier.  Les  deux 
droites  BO',  B'O  se  rencontrent  en  un  point  M  dont  on  de- 
mande le  lieu  lorsque  la  transversale  ABB'  prend  toutes  les 
positions  possibles  autour  du  point  A.  —  Discussion. —  Signa- 
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1er  les  propriétés  du  triangle  BB'M.  — Étant  donné  l'angle  0 
que  fait  la  transversale  ABB'  avec  la  ligne  des  centres  dans 
une  de  ses  positions,  ainsi  que  les  rayons  R  et  R'  des  deux 
cercles,  trouver  les  trois  côtés  du  triangle  BB'M  en  fonction 
de  ces  données.  (Aix,  Conc.  acad.  1867.) 

127.  —  On  considère  un  trapèze  ABCD,  dans  lequel  les 
diagonales  ÀC,  BD,  se  coupent  orthogonalemenl  au  point  P. 
Soit  pris  le  point  P',  symétrique  de  P  par  rapport  à  la  paral- 
lèle équidistante  des  hases.  Démontrer  que  les  cercles  P'AB, 
P  CD  sont  tangents.  (G.  L.) 

128. —  Si  l'équation  ce2  —  px-{-  q  =  o  admet  deux  racines 
entières  et  positives  : 
1°  L'expression 

9f9  +  P  +  0(49+  2P  +  O 
36 
représente  un  nombre   entier  décomposable  en  une  somme 
de  q  carrés; 
2°  L'expression 

<?'(<?  +  ?+  0' 
16 
représente  un  nombre  entier  décomposable  en   une  somme 
de  q  cubes; 

3°  Le  nombre  q-(4q-\-  2p  -J-  i)  est  décomposable  en  une 
somme  algébrique  de  4g  carrés.  (Laisant.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IMl'KIMbKU    (SltTRAU    LlKS     1  1IBMINS    DK    FBR.    —    IMI'KIMmit     CHAH. 
IlUB  DEROSKE,  20,    PARIS      —     : 
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EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  M.  Emile  Lemoine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
[Suite,  voir  p.  20.) 


Soit  un  triangle  ABC  : 
Je  divise 


XVIII 


CAj 


BG  en  A,,  A2,  As  de  façon  que 

AB 
GA  en  Blt  B2,  B3  — 

AB  en  Ct,  G2,  C3,  — 


GA2 

m, =  n 


GA., 


AG 
BGt 


=  n, 


P> 


GB 
AB, 


P 


AG 
BG, 


GB 
AB3 

BG. 


AB         '"    AB       ""  AB 

Démontre?'  que  le  triangle  OâOÏO'c  /orme  par  les  lignes  A  A 
BBj,  CCt  est  équivalent  au  triangle  formé  par  les  lignes  AA2 
BB2,  GG2,  et  au  triangle  formé  par  les  lignes  AA3,  BB3,  GC3. 


Si  l'on  remarque  que,  à  cause  de  la  symétrie  de  la  figure, 
le  théorème  est  évident  pour  le  triangle  équilatéral,  on  a 
une  démonstration  immédiate  de  la  question  en  regardant 
le  triangle  donné  comme  la  projection  d'un  certain  tiiaugle 
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équilaléral  de  l'espace;  nous  allons  en  donner  une  démon- 
stration directe,  en  ne  considérant  que  des  lignes  du  plan. 
Soit  0'a  l'intersection  de  BBi  et  de  CGt 

—  O;  —  GCt    —    AA4 

—  O;  —  AAi    —    BBt; 

Soit    S   la  surface  de  ABC,  S'  la   surface   de   0„OôOc  el 
a,  b,  c  Jes  trois  côtés  du  triangle; 
On  a  évidemment 

0;BAt  +  o;AB4  +  OlCkt  +  OlACj  +  0^  +  (XCB, 

=  S  +   2S'. 

Soient  Ar,  K,  H  les  projections  de  A,  0'c,  B1?  sur  CB  ; 
Soit  J  le  point  où  la  parallèle  à  AAj  menée  par  Bt  coupe  CB, 
et  soit  AA'  =  ha 
On  a 

O^BAi  =  —  A,B  .  0,'K. 

AtB  =  a  (i  —  m) 

o;k        AtB 


mais 

donc 

et  par  suite 

mais 

donc 

et 

d'où 


BtH           JB   ' 

BtH          BtC          i 

-  •  n 

AA'           AC 

r 

BJi  =  ha  (i  —  n) 

„,„         aha(i  —  n)(i  —  m 

°Jv  = JB " 

JB  =  JAt  +  A4B  ; 

At  CA, 


AB4  CA 

JAi  =  mna 
JB  =  mna  -f-  a  (i  —  m) 

ha  (i  —  -;^(i  —  mt 
OcK    —         ~"       ; 

mn  -\-  i  —  m 
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et  enfin 

O'BA     =  —   ahJl  ~n)(l  ~"m)' 
c  "  '         2  i  —  m  -f-  mn 

ou 

o;ba,  =  s  (■-")(■-«)'. 

I  —  m  +  ffl/l 

O'cABi    s'obtiendra   en    changeant  ?n  en    i   —  n  et    n  on 
i  —  m,  ce  qui  donne 

0,'ABi  =  S 

d'où 

O'cBA!  4-  0;.AB  =  S 

i  —  m  -f-  m» 

et  par  permutation  tournante 

o; ca,  +  o;ac,  =  s  P«>  +  <>-«>)«-pr 

ï  —  /j  -j—  pm 
et 

■n/)2  -f-(i  —  p)(i  —  /i)2 


»*wi 

ï  —  »i  -j-  wm 

m/i*  -{-  (ï — »)(i  - 

-  m)'2 

O'aBd -\- O'aCB  =S 


ï  —  n  -f-  np 
d'où  enfin 

mn*  -\-  (i  —  n)(\  —  m)' 


s  -f-  os' = s  r 


ï  —  ?/i  -f-  mn 

pm2 -\- (ï — m)(i  —  p)~  np2  +  (ï  — p)(i — n)'2 


,    »p2  +  (ï  —p)(i  —  nyn 

ï  —  n  4-  «jo  J 


+ 

ï  —  7;  4/-  ^M  1  —  »  +  /!p 

La  fonction  entre  parenthèses  reste  la  même  en  changeant 
respectivement  m,  n.  p,  en  n,  p,  m;  c'est-à-dire  si  au  lieu 
de  S'  il  s'agit  du  triangle  S"  formé  par  AA2,  BB2,  GC2,  et 
aussi  s'il  s'agit  du  triangle  S"  formé  par  AA3,  BB3,  GC3  en 
changeant  m,  n,  p  respectivement  en  p,  m,  n. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque  I.  —  Si  les  trois  droites  AA15  BBt,  CC^  se  coupent 
au  même  point,  il  en  est  de  même  de  AA2,  BB2,  CC2  et  de 
AA3,  BB3,  GC3. 

Remarque  IL  —  Dans  ce  cas,  S'  est  nul  et  la  fonction  entre 
parenthèses  doit  être  égale  à  l'unité  :  donc  la  relation 
mnp  =  (1  — m)(i  — n)(i  — p) 
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entraîne 

mn*  -{-  (i  —  n)(i  —  m)2     .    pm2  -f*  (i  —  m)(i  — p)* 
i  —  m  -\-  mn  '  i  —  p  -f-  pm 


np*  +  (i  —  p)(i  —  n)2 
i  —  n  -\-  np 


et  aussi 


nm*  +  (i  —  m)  (i  —  »)*         wp2  -j-  (i  —  p)  (i  —  ?w) 


i  —  n  -f-  mn  i  —  m  -f-  pw 

p/i*  +  (i  —  n)(i  — p)'| 

-] =  i. 

i  —  p  —  pn 

Xous  engageons  les  élèves  à  le  démontrer  directement. 


XIX 

Par  un  point  Oi  pris  dans    le  plan  d'un   triangle  ABC  on 
mène  01k1  —  ;,  parallèle  à  CA,  Al  étant  sur  BC 
Ofii  =  ya        —  AB,  B,        —        GA 

OA  —  Ki        —  30.^        —        AB. 

Construire  le  point  pour  lequel  on  a  ;t  =  m  =  £t. 


Si  œu  »/,,  3,  sont  les  distances  de  Ot  à  BG,  GA,  AB,  on  a 
axi  +  tyi  +  c*t  =  sS.  (1) 

Mais  si  K,  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 

0,  sur  BC,  on  a 

0,K,  =  0^  sin  G 
ou 
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Xl  —  2R  ' 


de  même 


v  -3îi 

2/1  ~  2R  ' 

«    -   ^& 

R  étant  le  rayon  du    cercle  circonscrit  à  ABC,    la    rela- 
tion (1)  devient  donc 

aclt  -f-  ab-f\i  -\-  côCi  =   4SR  =  abc,  (2) 

l'hypothèse  lt  =  v^  =  Çt  =  d  donne    donc 

-  a^° 

ac  -\-  ab  -\-  bc 

ou 

-  =  -+-  +  -. 
d  a    ^  b    ~    c 

Si  par  un  point  0'  quelconque  du  plan  on  mène 

0'A'  =  <■'  parallèle  à  AB 

O'B'  =  V         —         BG 

oxr  =  c        —       GA 

on  verra  de  même  qu'il  existe   entre  (■'  ij'  C  la  relation 

abc,'  -f-  &cV  -(-  acÇ'  =  a 6c,  (3) 

ce  qui  donne  aussi  un  point  particulier  0'  pour  lequel  on  a 

F  =    '  =  C  =  «fa  _  ^ 

ac  -(-  a6  -f-  bc 
M.  Jérabek  a  publié  (Mathesis,  t.  Ier,  p.  191)  une  intéressante 
étude  sur  les  points  pour  lesquels  on  a 

Éi  =  '1i   =  Si  ou  S'  =  l'  =  ?  • 

La  construction  géométrique  que  nous  allons  indiquer  est 
de  la  plus  grande  simplicité. 

Joignons  BOt  qui  coupe  CA  en  (3';  par  S' menons  une  paral- 
lèle à  GB  qui  coupe  AB  en  I. 

Gomme  on  a  01Cl  =  Ovkx,  on  a  p'I  =  |5'G;  le  triangle 
Gp'I  est  donc  isoscèle,  et  par  suite  CI  est '.la  bissectrice  de 
l'angle  AGB. 

De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

Par  le  pied  sur  AB  de  la  bissectrice  de  G,  on  mène  une  parai- 
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lèle  à  CB  qui  coupe  AG  enun  certain  point  qui,  joint  à  B,  donne 
une  droite  sur  laquelle  est  le  point  01# 

Par  le  pied  sur  AU  de  la  bissectrice  de  B  on  mène  une  paral- 
lèle à  AB  qui  coupe  BC  en  un  certain  point  qui  joint  à  A  donne 
une  droite  sur  laquelle  est  le  point  Ox. 

On  obtiendrait  0'  par  une  construction  analogue. 

Les  élèves  peuvent  s'exercer  aux  questions  suivantes  : 

I.  Le  lieu  du  point  pour  lequel 

v-a  ~f~  "li  ~h  Si  =  constante 
est  une  droite. 

II.  Le  lieu  du  point  pour  lequel 

lt  -f-  %  -f-  Ct  ~t~ ?  -f~  ri   ~f~  C  =  constante 
esf  «ne  droite. 

III.  Le  Itètt  du  point  pour  lequel  on  a 

es*  toie  droite. 

IV.  le  /)o/h/  c/o?i/  te*  distances  respectivement  à  BC,  AC,  AB, 

„     ,     c       a       b 

sont  proportionnelles  a  —  .  —  . es£  fe/  qfue 

b       c    '    a 

Êi ~f~  ""l?  H- tî  est  un  minimum. 
Le  point  dont  les  distances  à  BC,  AC;  AB  so/i£  respectivement 

„     .    b       c       a 
proportionnelles  a  —  ,  —  ,  rr—  est  tel  que 
1     r  c       a       b 

£'2  _j_  Yi'ï  _|_  ç'2  esj  un  muùmum, 

et  Von  a  dans  ces  cas  les  relations 

blA  =  ctj1  =  aÇt  et  c;'  =  a>|'  =  bC- 
La  valeur  commune  des  mini  ma  est 

a2b2c2 


b'c2  +  a2c2  4-  a2b2 

JeA 

\  .  Si  /  on  prend  sur  le  côté  AB  un  point  .lr  tel   que  ■■ 
C2  4-  b2 

=  — — et  sur  les  autres  côtés  les  points  Ja  et  Jb  analogues, 

c2  -f-  a- 

oh  a  trois  droites  qui  concourent  au  point  pour  lequel 

l\  +  Vi  +  Ci  +  S'2  +  V2  +  S'2  wl  uw  minimum. 
VI.  La  drotte  gin  joî'/i/  w/i  sommet  à  l'un  des  points  0,  ou  0' 
pour  lesquels  on  a 
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Êi  =  Yil  =  Ci     OU     X  =  V  =  C 

divise  le  côté  opposé  en  deux  segments  qui  sont  proportionnels  à 
deux  des  côtés  du  triangle.  (A  suivre.) 


EXERCICES  SUR  LES  INEGALITES 

[Suite,  voir  p.  3.) 


6.  —  La  moyenne  harmonique  de  p  nombres  est  toujours  plus 
petite  que  leur  moyenne  géométrique. 

On  appelle  moyenne  harmonique  de  p  nombres  a,b,c,  .. . 
k,l,  un  nombre  x  satisfaisant  à  l'égalité  suivante: 

x~  a  ^  b  +  c    r  *  •  *  ^  k  ^  l    ' 
on  en  tire 

P 

x  = 


Ï+T+7+-+T+T 


L'inégalité  à  démontrer  est  une  conséquence  de  la  précé- 
dente; en  effet,  d'après  l'énoncé,  on  doit  avoir 

P 


y'  a6c  ...  M  >> 


l+x+-+4+4 


a         b  k 

or,  d'après  la  proposition  précédente,  on  a 

„ JL+1...  +  1  +  I 

'    a   '  b    "  '     k   '   l  p 

on  en  tire  immédiatement  la  proposition  énoncée. 

7.  —  Démontrer  que  l'on  a,  a  étant  différent  de  b, 

a.+b.>ii±*)l, 

4 
e£  pZws  généralement 

a  +  b  \  k        ak  -f  bk 

<  — — —  , 


2 

(k  étant  un  nombre  entier  positif), 
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Étendre  ce  théorème  à  des  quantités  positives   a,  b,   c,    ... 
k,  1,  en  nombre  p. 

On  a 

a3  -j-  bs  =  (a  +  6)(a2  —  ab  -f  6») 

(a  -f  6)3  =  (o  -f  &)(a2  +  2a&  -f  è2). 

L'inégalité  (1)  revient  à  celle-ci  : 

3(a  +  b)(a—  6)2>o, 
qui  est  évidente. 

Pour  la  seconde  posons 

a  =  x  -j-  a, 

6  =  CC  —  a; 

il  est  évident  que,  quelle  que  soit  la  loi  du  développement 

de  la  me  puissance  d'un  binôme,  si  l'on  a,  m,  n,  p  étant  des 

entiers  positifs, 

(x  -f-  a)k  =  xk  -f-  mjcfc_1a  -f-  njcft-2a2  -f-  px'i-3a3  -(-  <jœfc-V  -j-  .  .  . 
on  aura  aussi 
(x  —  a)fc  =  xk  —  mxk~l  a  -|-  nxfc-2a2  —  pxft-3a3  -|-  qxk~^  —  ... 

Donc 

ak  -\-  bk 

^        =  xk  -f-  nccfc-2a2  -f  ^x*-4  a4  -f  . . . 

2 

et  l'inégalité  proposée  se  transforme  dans  la  suivante  : 

xk  <  xk  -f-  n:rk-2a2  -(-  qxk-ixi  +  . . . 
qui  est  évidente. 

Cela  posé,   considérons  quatre  quantités   a,  b,  c,  d;  nous 
avons 

q+6         c  +  d  N 

a  _|_  &  -j.  c+rf  V  _    '        2 


4 
et  par  conséquent 


(JL±JL\k  j.  / c  +  d  \fc 

/a-L-b-L-c-j-dy         V      2      y    M      2      / 


1    < ! 


mais  nous  avons  vu  que  l'on  a 


c4-d\*         ck-\-dk 

'    < 
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Donc 

a  -f  b  -f_  c  +  d  \*        ak  -f  bk  -f  ck  -f  dk 


4  /  4 

On  prouverait  de  même  que  la  proposition  est  vraie  pour 
8,  1 6,   . . .  2n  quantités  positives. 

Je  dis  que,  si  elle  est  vraie  pour  p-j-  i  nombres,  elle  est 
vraie  pour  p.  On  a,  en  effet,  identiquement 

P  +  i 


a-\-b-\-c-\-...-Jrh  p 


(a  +  6  +  c+...  -HO 


ï>  p  +  i 

a  -f  &  -4-  . . .  -f  h 


a  +  b  +  c  -f  . . .  -f  h 


P 


On  a  donc 

a  +  6  +  c-f...-f-^^ 


P 

=  \ ? 

P  +  ' 

Ou  en  tire,  d'après  l'hypothèse  que  la  proposition  s'applique 
à  (p  4-  i)  quantités, 

fl*4_wu_,JU_      i  ,t  ■  /a4-6-f-c4-...+/t\* 

^+64-c...+v  <  fl+b+c  +- ' /J  +v~ — P ; 


\     p     j  p 

et  par  suite 

a  +  6  -f  . .  .  -f-ft\*       g1--  -f  bk  4-  c':  +  •-.  +  hk 


P 

8.  —  Soient  p  nombres  en  progression   arithmétique,  a,  b, 
..  k,  1;  démontrer  que  l'on  a 

^'ab  . .  .  kl<  —f—,  et  9,^  ;./l>  y/eQ. 

Pour  la  première  partie,  on  a,  d'après  le  théorème  deCauchy, 
„ a+&  +  ...  +  J 

{«<>-/••'<  p  • 

Maison  sait    aussi  que  l'on'a,  dans  uneprogression  arith- 
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métique 

a+    frf  eH.    ..   4  =  JL  («-}-*). 

On  en  déduit  bien  la  proposition  indiquée. 
En  second  lieu,  on  sait  que,  lorsque  la  somme  de  deux 
nombres  est  constante,  le  produit  de  ces  deux  nombres  est 
d'autant  plus  grand  que  la  différence  entre  ces  nombres  est 
moindre  ;  il  en  résulte  que,  dans  uue  progression  arithmétique, 
le  produit  de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes 
est  supérieur  au  produit  des  extrêmes;  on  a  donc 

al  =  la 
bk  >  la 
ch  >>  la 


hc  >  la 

kb  >  la 
la  =  la. 
Donc,  eu  multipliant  ces  inégalités  et  égalités   membre  à 
membre,  il  vient 

{abc  . . .  kl)2  >  (oQp  ; 
et,  en  extrayant  la  racine  carrée  2/)  : 

vpô/;c  . . .  kl  <  \/al. 

Comme  application,  on  a,  en  prenant  lesp  premiers  nombres 
entiers 

\/p<\    1   •  2  ...    p  <  . 

(Celte  double  inégalité  est  proposée    dans  I* Algèbre    de 
Todhunter.) 
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QUESTION  104 

Solution  par  M.  Ch.  Laisant,  élève  à  l'École  Monge. 


On  donne  un  cercle  compris  entre  deux  droites  parallèles  ;  on 
demande  de  mener  à  ce  cercle  une  tangente  telle  que  la  partie 
de  cette  tangente  comprise  entre  les  deux  parallèles  ait  une 
longueur  donnée. 

Soit  une  circonférence  0  comprise  entre  les  parallèles 
MN,  M'N'. 

On  prend  un  point  quelconque  A  sur  la  ligne  MN,  et  avec 
un  rayon  égal  à  la  longueur  donnée  on  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  M'N'  aux  deux  points  B  et  G. 


On  tire  les  lignes  ÀB,  AC,  et  on  leur  mène  à  chacune  deux 
parallèles  tangentes  au  cercle  0. 

On  voit  que  si  la  longueur  donnée  est  plus  petite  que  la 
distance  des  parallèles,  le  problème  est  insoluble. 

Si  la  longueur  donnée  est  égale  à  la  distance  des  paral- 
lèles, le  problème  n'a  que  deux  solutions. 

Si  enfin  la  longueur  donnée  est  plus  grande  que  la  dis- 
tance des  parallèles,  le  problème  a  quatre  solutions. 


36 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 


QUESTION    105 

.Solution  par  M.  Ch.  Laisant,  élève  à  l'École  Monge. 


On  donne  deux  parallèles  MN,  M'N'  et  un  point  P  entre  ces 
deux  parallèles  ;  mener  par  le  point  P  une  droite  rencontrant 
MN  eux,  M'N'  enj,  de  telle  façon  que  Px  —  Py  ait  une  longueur 
donnée  C. 

Par  le  point  P  je  mène  deux  lignes  quelconques  xy,  x'y'; 


u  y  y 

on  reporte  P//  sur  Pas  et  P</  sur  Px',  de  sorte  que  l'on  aper- 
çoive clairement  que 

cci/!  =  Vx  —  P//. 
xy\  =  Yx'—  Py.] 
Il  n'est  pas  difficile  de  démontrer  que  le  lieu  géométrique 
des  points  tels  que  yty\  Bst  une  parallèle  à  MN  et  à  M'N'. 

Gela  posé,  le  problème  est  ramené  à  inscrire  une  droite 
d'une  longueur  donnée  entre  deux  parallèles  et  passant  par 

le  point  P. 

En  effet,  soit  mn  la  nouvelle  parallèle  obtenue.  D'un  peint. 
quelconque  A  pris  sur  MX  avec  un  rayon  égal  à  c,  la  dif- 
férence donnée,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  coupe  mn  en 
deux  points  B,  C. 

On  tire  les  Lignes  AB,  AG,  auxquelles  on  mène  des  paral- 
lèles par  le  point  P,  et  l'on  a  les  lignes  demandées. 

On  voil  que  si  la  longueur  donnée  c  est  égale  à  la  dislance 
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de  MN  à  mn,  il  n'y  a  qu'une  solution,  et  que  si  elle  est  plus 
grande,  il  y  en  a  deux. 

Note.  —  Ces  questions;  un  peu  trop  simples,  peuvent  être 
facilement  généralisées. 

Soient  A  et  A'  les  deux  parallèles,  et  Pun  point  fixe  donné. 
On  peut  proposer  de    mener   par    P  une   transversale   qui 
rencontre  A  et  A'  aux  points  A  et  A'  et  de  telle  façon  qu'il 
existe  entre  PA  et  PA'  une  relation  de  la  forme 
roPA  +  nPA'  =  l, 

l  étant  une    ligne  donnée,  m  et  n   désignant  des  nombres 
donnés  positifs  ou  négatifs. 

En  appelant  h  et  h'  les  distances    du  point  P  aux  droites 
A,  A',  on  a 

PA  h 


PA' 

~~  ir 

et  par  suite 

roPA 

7)1  II 

«PA' 

nh' 

ou  finalement 

PA 

=  /  . 

h 

mh  -f-  nh 

et 

PA' 

—  / 

h 

mlf-\-  nh'  ' 

Le  problème  se  résout  par  la  construction  d'une  quatrième 
proportionnelle. 

On  peut  ensuite  proposer  de  mener  la  transversale  de  façon 
que  l'on  ait 

wPA-  +  «PA2  ==  l\  etc. 

Toutes  ces  questions  sont  bien  connues  ;  leur  solution 
et  leur  discussion  n'offrent  aucune  difficulté. 

(G.  L.) 

Nota.— Les  questions  104  et  10")  ont  étô  aussi  résolues  par  MM.  Chapron. 
à  Versailles;  Caronnet,  collège  Chaptal;  de  Kerdrel,  à  Kéruzoret  ;  Blessel,  à 
Paris;  Berthelot,   à  Orléans;  Bessun,à  Nantes. 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


Besançon. 

On  donne  une  droite  AB ,  de  longueur  za.  Trouver  le 
rayon  x  d'un  cercle  passant  par  les  deux  points  AetB,  de 
telle  façon  que  le  quadrilatère  ABCD,  qui  a  ses  sommets 
aux  extrémités  de  la  corde  AB  et  du  diamètre  CD  perpen- 
diculaire à  AB,  ait  un  périmèlre  donné  4p.  Quelle  serait  la 
valeur  de  x  si,  au  lieu  du  périmèlre,  on  supposait  donnée 
la  différence  entre  la  somme  des  deux  côtés  DB,  DA  et  la 
somme  des  deux  côtés  CB  et  CA? 

—  Un  verre  à  pied,  de  forme  conique,  dont  le  diamètre 
estom25,  au  bord  supérieur,  contient  exactement  1  litre  à 
40  centigrades  ;  il  est  complètement  rempli  par  des  poids 
égaux  d'eau  et  de  mercure.  On  demande  quelle  doit,  être 
l'épaisseur  de  la  couche  d'eau,  sachant  que  la  densité  du 
mercure  est  13,596  à  40  centigrades. 

Bordeaux. 

Session  de  novembre  (série  unique). 

Calculer  la  longueur  y  d'une  droite,  connaissant  la  diffé- 
rence d  des  deux  segments  de  cette  droite  divisée  en  moyenne 
et  extrême  raison. 

—  Étant  donnée  l'expression 

m  cos  0  -f-  n  cos  (0  -f-  x) 
dans    laquelle  m,  n.  0  et  v.  sont    des  quantités    connues,  la 
transformer  en  celle-ci  : 

./•  cos  (0  — |—  -r  1 
et  déterminer  les  valeurs  de  .r  et  de  cp. 

—  Une  masse  d'eau  de  548  kilog.  à  35"  est  mélangée 
avec  210  kilog.  de  glace  à  zéro.  Dire  si  toute  la  glace  sera 
fondue,  et,  dans  le  cas  de  L'affirmative,  calculer  la  tempéra- 
ture à  laquelle  se  trouvera  le  mélange. Indiquer  le  sens  des 
variations  de  volume  qu'éprouveraient  d'une  part  l'eau  à  35°, 
et  de  l'autre  part  la  -hue    après  sa   fusion. 
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—  Expériences  à  l'aide  desquelles  on  établit  la  composition 
de  l'air. 

Marseille. 

Résoudre  et  construire  un  triangle  connaissant  le  péri- 
mètre, la  hauteur  et  le  rapport  des  segments  que  cette 
hauteur  détermine  sur  le  côté  opposé. 


VARIETES 


NOTE  SUR  LA  TABLE  DE  LOGARITHMES 

A    SIX   DÉCIMALES 
CONSTRUITE    SUR   UN   PLAN   NOUVEAU 

Par  M.  Adolphe  Benoist, 

Docteur  en  droit,  membre  de  la  Société  mathématique  de  France. 
(Paris,  librairie  de  M.  Delagrave.) 

Les  tables  de  Gallet,  de  Dupuis,  de  Schron,  de  Bremiker, 
etc.,  dont  on  se  sert  depuis  longtemps  en  France  et  à 
l'étranger,  donnent  les  logarithmes  des  nombres  et  des  lignes 
trigonométriques  avec  7  décimales.  Y  a-t-il  une  raison 
majeure  qui  force  à  évaluer  les  logarithmes  avec  une  si 
grande  approximation?  Faut-il  regretter  que  les  calcula- 
teurs de  tables  n'aient  pas  eu  le  courage  d'aller  jusqu'à 
8,  g...  décimales?  Faut-il  regretter  avec  Terquem  que  L'on 
n'ait  pas  imprimé  les  tables  manuscrites  de  Borda  à  10 
décimales,  déposées  à  l'Observatoire?  Une  table  à  6  déci- 
males n'est-elle  pas  suffisante  pour  tous  les  calculs?  Une 
table  à  5  ou  même  à  4  décimales,  beaucoup  plus  portative 
et  plus  maniable,  ne  convient-elle  pas  à  la  résolution  de  la 
plupart  des  problèmes?  On  peut  répondre  facilemenLà  toutes 
ces  questions,  et  nous  saisissons  de  nouveau  l'occasion  qui 
nous  est  ofl'eiie  de  répéter  encore  aux  lecteurs  du  jourual 
ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier  volume  sur  les  appli- 
cations numériques. 

Commençons  par  rappeler  le  principe  suivant  : 
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Un  logarithme  n'a  pas  plus  de  chiffres  exacts  qu'il  n'y  en  a 
dans  le  nombre,  et  réciproquement. 

Ce  principe  est  évident  :  le  logarithme  d'un  nombre  dépend 
de  ce  nombre  et  s'en  déduit  au  moyen  de  calculs  particu- 
liers ;  or,  les  résultats  d'un  calcul  ne  peuvent  pas  être  plus 
approchés  que  les  données.  On  peut  s'assurer  d'ailleurs  de 
la  justesse  de  notre  conclusion  à  l'aide  des  tables  mêmes. 
Soit  à  trouver  le  logarithme  de  r.  =  3,1415926530. . .  à  l'aide 
des  tables  à  7  décimales;  nous  ferons  le  calcul  suivant: 

•   log  3,i4i5 =0,497.1371 

9  . .    . .  124,2 

2 2,76 

6 0,828 


log  3,1415926  ....  =  0,497.1499 
On  voit  qu'en  regardant  comme  exacte  la  proportion 
d'interpolation,  les  chiffres  9  et  2  donnent  seuls  une  cor- 
rection sur  les  7  chiffres  décimaux  du  logarithme;  la  correc- 
tion venant  du  chiffre  suivant  6  porterait  sur  le  8e,  le  9e  . . . 
chiffre  du  logarithme.  Donc.  7  chiffres  de  r.  font  connaître 
les  7  chiffres  décimaux  de  son  logarithme  ;  en  prenant  71 
avec  une  plus  grande  approximation,  le  logarithme  ne  serait 
pas  différent.  Réciproquement  le  logarithme  0,497.1499 
fera  connaître  -  avec  7  figures,  comme  on  peut  s'en  assurer 
par  le  calcul  suivant  : 

log  t:  =  0,497. 1499 

w.=  3,1415927 1499 

128 
124,2 


3,8 

2,76 

1,04 

On  voit  que  les  deux  premiers  chiffres  9,  2  tirés  du  calcul 

interpolaioire  sont  bons  et  que  le  3a  est  déjà  erroné.  Donc 

la  connaissance  de  7  décimales  dans  le  logarithme  conduit 

ii  la  connaissance  de  7  chiffres  dans  le  nombre. 

On  peut  remarquer  ici  que  le  calcul  interpolaioire  ne  peut 
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pas  donner  plus  de  deux  chiffres  exacts  pour  la  correction, 
d'abord  parce  qu'il  n'est  pas  vrai  de  dire  que  la  variation 
du  logarithme  est  proportionnelle  à  celle  du  nombre,  et 
ensuite  parce  que  les  diiférences  logarithmiques  ne  sont 
connues  qu'approximativement  avec  deux  ou  trois  figures. 

Ces  principes  posés,  il  est  facile  de  dire  quelle  est  la 
meilleure  table  de  logarithmes,  et  de  porter  un  jugement 
motivé  sur  l'œuvre  de  M.  Benoist. 

1°  Dans  la  plupart  des  applications  industrielles,  les 
nombres  donnés  n'ont  pas  plus  de  3  figures  exactes.  Si  l'on 
opère  sur  de  pareils  nombres,  il  suffit  d'une  table  à  3  déci- 
males, qui  tient  sur  une  simple  feuille  de  papier,  ou  mieux 
encore  de  la  règle  à  calcul,  qui  n'est  qu'une  table  graphique 
de  logarithmes  à  3  décimales.  Il  y  aurait  un  grand  avantage 
à  exercer  les  élèves  au  maniement  d'une  pareille  table;  ils 
apercevraient  ainsi  que  l'emploi  des  logarithmes  abrège 
réellement  les  calculs  et  permet  de  résoudre  des  problèmes 
difficiles.  Montrons  la  vérité  de  notre  assertion  par  deux 
exemples. 

Exemple  1.  — Les  dimensions  mesurées  d'un  champ  rectan- 
gulaire sont  B  =55  m,4,  H  =  3jm,S  ;  trouver  son  aire  avec 
autant  d'approximation  que  possible. 

Calcul  direct  par  la  multiplication  abrégie.  Calcul  par  logarithmes. 

log  B  =  i  ,748 
log  H=  1,577 

log  S  ==  3,32o 
S  =  2090  mq 

S  =     2094  mq 
Le  nombre  des  chiffres  certains  ne  dépasse  pas  3;  on  les 
obtient  par  l'emploi    des  logarithmes  à  3   décimales,    avec 
rapiditér 

Exemple  2.  —  Au  bout  de  combien  de  temps  un  capital  placé 
à  intérêts  composés  au  taux  de  5  0/0  sera-t-il  doublé  ? 

11  s'agit  de  résoudre  l'équation  (1,05)*  =  2.  Voici  le  ta- 
bleau des  calculs  : 


B  = 

55,4 

H  = 

8,73 

1662 

388 

44 
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o,3oi 
x  log    (i.oS)  =  loar  2;  x  = =  14°  4m. 

S  0;02I  ^      ^ 

2°  Dans  les  expériences  délicates  de  la  physique,  de  la 
chimie,  de  la  géodésie,  de  la  mécanique,  etc.,  on  parvient  à 
évaluer  les  grandeurs  avec  4  ou  5  figures  exactes.  Dans  les 
calculs  où  entreront  de  pareilles  données  on  se  servira  de 
tables  à  4  ou  5  décimales.  La  détermination  des  5  premières 
figures  d'une  grandeur  mesurée  représente  à  peu  près  le 
maximum  d'approximation  qu'on  puisse  atteindre  dans  les 
applications;  on  peut  donc  dire  qu'une  table  à  5  décimales 
suffit  pour  la  solution  de  tous  les  problèmes  numériques 
qu'on  peut  rencontrer  dans  les  recherches  scientifiques. 
L'astronome  Lalande  ne  s'est  jamais  servi  d'autres  tables 
dans  ses  calculs  d'astronomie,  et  Le  Verrier  avait  en  i852 
proscrit  avec  raison  toute  table  plus  étendue  dans  les  Lycées 
et  collèges  de  l'Empire. 

Cette  mesure  était  excellente.  Les  tables  à  5  décimales 
sont  d'un  petit  format  ;  on  arrive  rapidement  à  en  connaître 
le  mécanisme,  et  l'on  peut  voir  quel  est  l'avantage  de  la  sub- 
stitution des  opérations  logarithmiques  aux  opérations  ordi- 
naires; tandis  que  les  élèves  sont  vite  rebutés  parla  grosseur 
des  tables  à  7  décimales,  la  difficulté  d'apprendre  à  s'en 
servir,  et  la  longueur  des  calculs  auxquels  leur  emploi  con- 
duit, sous  prétexte  d'abréger  les  opérations  de  l'arithmétique. 

3°  Grâce  aux  perfectionnements  de  la  mécanique,  les 
astronomes  sont  en  possession  d'instruments  admirables  qui 
leur  permettent  d'évaluer  les  distances  angulaires  à  moins 
d'une  seconde  d'arc.  On  peut  se  faire  une  idée  de  celte 
précision  en  remarquant  qu'une  seconde  est  l'angle  sous 
lequel  on  voit  un  mèlre  à  la  distance  de  200  kilomètres. 
La  mesure  du  temps  est  d'une  précision  encore  plus 
grande.  Arrivera-l-on  à  une  précision  supérieure?  Pourra- 
t-on  atteindre,  dans  la  mesure  des  augles,  0,1  de  seconde, 
c'est-à-dire  l'angle  sous  lequel  on  venait  un  mèlre  à  la  dis- 
tance de  2000  kilomètres,  ou  5oo  lieues?  C'est  douteux. 
Les  défauts  des  instruments,  les  incertitudes  des  correc- 
tions, sont  au  moins  de  cet  ordre. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  dire  qu'en  astronomie  la  mesuro 
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des  angles  et  du  temps  donne  des  nombres  ayant  jusqu'à 
6  figures  exactes  :  car  un  angle  tel  que  69°54'38"  est 
égal  à  2D1678".  Il  faut  donc  à  un  astronome  des  tables  à 
6  décimales,  et  ces  tables  présentent  la  limite  extrême  de 
l'approximation  dont  on  peut  avoirbesoin.il  n'est  pas  un  seul 
calcul  d'astronomie  qui  exige  l'emploi  de  tables  plus  éten- 
dues. Les  tables  à  7  décimales  sont  donc  parfaitement 
inutiles;  leur  approximation  dépasse  les  besoins  des  cal- 
culs les  plus  rigoureux. 

Nous  louons  donc  M.  Benoist  d'avoir  entrepris  le  travail 
pénible  qu'exige  la  publication  d'un  ouvrage  important,  qui 
manquait  à  la  France,  et  qui  répond  aux  besoins  les  plus 
exigeants  des  astronomes.  L'auteur  a  d'ailleurs  disposé  ses 
tables  de  la  manière  la  plus  commode,  et  il  me  paraît  bon 
de  faire  connaître  les  améliorations  les  plus  saillantes 
qu'elles  présentent  par  rapport  aux  tables  connues. 

En  supprimant  la  7e  décimale  des  logaritbmes,  on  réduit 
la  différence  tabulaire  -à  1  ou  2  chiffres.  Les  calculs  d'inter- 
polation se  font  donc  à  vue.  M.  Benoist  a  su  disposer  les  petits 
tableaux  de  corrections  de  manière  à  rendre  la  recherche 
du  nombre  aussi  simple  que  la  recherche  du  logarithme. 

Les  tables  des  lignes  trigonométriques  sont  à  double 
entrée,  comme  celles  des  logarithmes  des  nombres.  Il  résulte 
de  cette  disposition  d'abord  une  économie  de  place,  et  ensuite 
l'avantage  d'avoir  sur  une  même  page  tout  ce  qui  se  rap- 
porte à  une  même  ligne.  Il  n'y  a  plus  pour  le  calculateur  de 
confusion  possible  dans  la  recherche  du  logarithme  d'une 
ligne  trigonométrique. 

Pour  bien  montrer  que  les  tables  de  M.  Benoist  sont  supé- 
rieures aux  tables  à  7  décimales  habituellement  employées, 
nous  allons  donner  le  calcul  complet  d'un  triangle.  On 
pourra  comparer  le  tableau  des  opérations  avec  celui  que 
nous  avons  donné  dans  le  tome  Ier  du  Journal,  pour  indiquer 
aux  élèves  la  meilleure  disposition  à  prendre,  quand  on  fait 
usage  des  tables  de  Dupuis  ou  de  Schrôn.  Les  calculs  auxi- 
liaires, qui  tenaient  une  place  notable,  se  trouvent  à  peu 
près  supprimés,  quand  on  se  sert  des  tables  de  M.  Benoist. 
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Résolution  d'un  triangle 
Données  (*). 


a  =  22824,32 
b  =  15642,34 
G=8'4°  .  32'  .  i8",4. 

Inconnues. 

A  =  62  .  5o  .  54 
B  =  32  .  36  .  48 

c  =  28891 

Calcul  de  cp. 

b 

tg  o  =  — 
s  '  a 

log  6     =    4,19  4301 

log  a     =    4,41  2o32 


log  tg  o  =     1,78  2269 
tp  =  3 1°  .  12'.  14" 
....      2269 

2249 
20 

45°  =  44  .  59  .  60 

45  —  9  =  1 3  .  47  .  46 


Calcul  de  —  (A  +  B). 

—  (A-f  B)  =  9o—  —  G 
2  2 

90  =  89  .  59  .  60 

—  C.=  42  .  16  .     9,2 


(A+B)  =  47.43  .  5o,i 


Calcul  de  c. 

2  — 

a2  +  ¥  — 

■  2ab 

cos  C 

log  a2   = 

8,82 

4064 

log  b-    = 

8,38  8602 

log  2     = 

o,3o 

io3o 

log  a    = 

4r4! 

2032 

log  b    = 

4»!9 

4302 

log 

cos  G  = 

2>97 

8524 

log2afrcosG=     7,885887 
a2  =  666  904000 
b2  =  244682  000 
— 2abcosQ  —  123  107000 
c2  =  834693  000 
log  r2  =  8,92  i52Ô 
log  c   =  4,460763 
c  =  28891. 


(*)  Composition  donnée  en  4868  pour  le  concours  de  l' Ecole  polytechnique.  — 
Il  est  clair  qu'au  point  de  vue  pratique  ces  données  sont  absurdes;  sur  une 
longueur  de  l'y  kilomètres  on  ne  peut  pas  compter  sur  un  mètre  et  à  fortiori 
sur  un  centimètre;  les  dixièmes  de  seconde  n'existent  pas  dans  les  applica- 
tions. Les  examinateurs  en  proposant  ce  calcul  n'ont  eu  qu'un  but.  ils  ont 
voulu  s'assurer  que  les  élèves  savent  se  servir  des  tables  à  7  décimales.  — 
On  peut  se  demander  néanmoins  quel  intérêt  il  peut  ,\  avoir  à  être  habile 
manipulateur  de  ces  tables  pour  de  futurs  ingénieurs  ou  de  futurs  otlieiers 
d'artillerie,  qui  auront  à  résoudre  des  problèmes  pratiques  où  les  données 
n'auront  jamais  plus  de  3  à  4  chiffres  certains. 
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_  .    .   ,      i     , .         ,,.  Calcul  de  A  et  B. 

Calcul  de  —  (A  —  B). 


i    ,.        ™  4-(A  +  B)  =  47-43.5o,ï 


2 

g--(A-B) 
tg(45—  z)  _L  (A—  B)=  i5      7 


tgT(A+J3)  A  =  62«.5o'.54' 

logtg(45— 9)    =1,390143  B  =  32.  36.  48 


.    .    .  0088 
55 

logtg  —  (A-f-B)  =  o,04  1460 


1 


Vérification. 

a  sin  G 
G  —  — ; — - — 
sm  A 

logtg  —(A  —  B)=i,43   i6o3  jn„„  1 

&  &  2  log  a  =4,41  2032 

_L  (A  —  B)  =  1 5°  .  7' .  V         loS  sin  G  =  1 ,99  8024 

.   _  log  cosin  A  =  o,o5  0707 

.    .    .    ioo3  — 

1 577  ••  •  1,94.9293 


26  log  c  =  4,46  0763 

L'ensemble  du  tableau  de  calcul  ci-dessus  montre  bien 
que  la  plupart  des  calculs  auxiliaires  sont  supprimés  par 
l'emploi  des  tables  à  6  décimales  de  M.  Benoist;  c'est  là 
un  avantage  important  qui  doit  faire  abandonner  définiti- 
vement les  tables  à  7  décimales,  dont  l'approximation  sura- 
bondante rend  sans  profit  le  maniement  laborieux. 

Il  nous  reste,  en  finissant,  à  faire  quelques  critiques  de 
détail  sur  l'ouvrage  que  nous  analysons. 

1°  Les  chiffres  sont  maigres,  et  le  caractère  antique  des 
tables  de  Bremiker  me  parait  préférable  pour  la  lecture. 

2°  Les  blancs  sont  séparés  par  cinq  nombres  serrés;  je 
pense  que  la  disposition  de  Bremiker  qui  les  sépare  par 
3  nombres  seulement  vaut  mieux  pour  la  recherche  rapide 
des  logarithmes. 

3°  Il  eût  été  à  désirer  que  le  volume  des  tables  fût  moindre. 
Je  crois  que  cette  condition  n'était  pas  compatible  avec  la 
disposition  adoptée  par  M.  Benoist. 


46         JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

4°  Nous  ne  pouvons  que  louer  l'auteur  et  l'éditeur  du  soin 
apporté  dans  l'exécution  typographique  de  l'ouvrage.  Il  est 
à  souhaiter  qu'il  soit  rapidement  adopté  par  les  calculateurs 
de  profession,  afin  que  sa  parfaite  exactitude  soit  contrôlée, 
ou  que  l'on  corrige  les  quelques  fautes  qui  ont  pu  se  glis- 
ser dans  la  masse  considérable  des  chiffres  qu'il  renferme, 
malgré  toute  l'attention  apportée   par  l'auteur   au  moment 

de  la  correction  des  épreuves. 

J.  Bourget. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


129.  —  Deux  cercles  égaux  Or  et  0"  sont  tangents  au 
même  point  à  un  cercle  0.  On  mène  la  tangente  commune 
A  A'  aux  deux  cercles  0  et  0',  et  l'on  décrit  les  deux  cercles 
C  et  G'  tangents  à  la  fois  aux  deux  cercles  0,  0',  et  ù  la 
tangente  AA'.  Puis,  sur  la  ligne  00"  comme  diamètre,  on 
décrit  une  circonférence  S.  Si  y  est  le  cercle  tangent  à  la 
fois  aux  trois  cercles  0,  0"  et  S,  le  diamètre  du  cercle  y  est 
moyen  proportionnel  entre  les  rayons  des  cercles  G   et  G'. 

(Perrin.) 

130.  —  Le  volume  compris  entre  deux  sphères  tangentes 
extérieurement  et  le  cône  circonscrit  à  ces  sphères  est 
équivalent  à  la  moitié  du  volume  compris  entre  ce  cône  et  la 
sphère  passant  par  les  deux  cercles  de  contact  du  cône 
avec  les  deux  sphères  données.  (Perrin.) 

131.  — Si  l'on  désigne    par  m  la  somme  des  trois  qua- 

%'é        Z.C        JCU  .,  ,, 

trièmes   proportionnelles  - — ,  ,  — — ,  que  Ion  peut  tor- 

x      y      * 

mer  avec  les  trois  longueurs  x,  y,  z,  la  relation 

4R3  —  /\R*m  -f-  R»f-  —  2xyz  =  o 
sera  vérifiée  dans  un  triangle: 

1°  Si  x,  y,  z  représentent  les  distances  du  point  de  con- 
cours des  hauteurs  aux  trois  côtés,  et  R  le  rayon  du  cercle 
circonscrit; 
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2°  Si  x,  y,  z  représentent  les  distances  du  centre  du 
cercle  inscrit  aux  sommets,  et  R  le  diamètre  du  cercle  cir- 
conscrit. 

La  relation  précédente  se  décompose  en  facteurs  lorsque 
y  =  z.  (Em.  Lemoine.) 

132.  —  Construire  par  la  géométrie  un  triangle  isoscèle 
connaissant,  soit  les  distances  de  ses  sommets  au  centre  du 
cercle  inscrit,  soit  les  distances  du  point  de  concours  des 
hauteurs  aux  côtés.  (Em.  Lemoine.) 

133.  —  Etant  donnés  un  triangle  ÀBC  et  deux  points  A' 
et  A.,  sur  le  côté  BC,  mener  par  ces  deux  points  un  cercle 
qui  coupe  AG  en  B'  et  Bl5  AB  en  G'  et  Ct  de  façon  que  AA', 
BB',  CC'  concourent  en  un  même  point.  On  voit  facilement 
que  AAl5  BBlf  CCX  concourent  aussi.  (Em.  Lemoine.) 

134.  —  On  considère  un  cercle  A  de  centre  0  ;  soit  AB 
un  diamètre  de  ce  cercle,  et  OC  le  rayon  perpendiculaire  à 
AB.  On  prend 

OF  =  FC  =  CH  =  —  ; 

par  le  point  H  on  mène  une  droite  A'  parallèle  à  AB,  et  par 
le  point  G  une  droite  A',  également  parallèle  à  AB.  Cela 
posé,  par  A,  on  trace  une  transversale  mobile,  qui  rencontre 
A  en  M,  et  A*  en  M'.  En  M,  on  mène  la  tangente  à  A,  et  cette 
droite  rencontre  en  I  la  perpendiculaire  abaissée  de  M'  sur 
AB.  Soit  K  le  point  où  M'I  rencontre  A'.  Démontrer:  1°  que 
le  cercle  c  décrit  du  point  I  comme  contre  avec  IK  pour 
rayon  rencontre  MI  en  un  point  dont  le  lieu  géométrique 
est  un  cercle  ;  2°  que  8  passe  constamment  par  un  point 
fixe,  le  point  F.  (G.  L.) 

135.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  et  un  dia- 
mètre AB;  aux  points  A  et  B,  on  mène  les  tangentes  A.  A'; 
soit  M  un  point  pris  sur  la  circonférence  donnée  ;  la  tan- 
gente en  ce  point  rencontre  A  et  A'  en  P  et  P'.  Soit  AT  le 
point  diamétralement  opposé  à  M.  Les  droites  M'P,  1TP' 
rencontrent  AB  aux  points  Q,  Q'  ;  ayant  posé  OQ  =  x,  OQ' 
=  y,  on  demande  de  démontrer  que  ces  quantités  variables 
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x  et  y  vérifient  la  relation 

x  ^  y         R' 
R  étant  le  rayon  de  la  circonférence   donnée.  En  déduire, 
entre  autres  conséquences,  que  si  l'on  porte  OQ'  de  0  en  R 
sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  AB,  la  droite  RQ  passe  par 
un  point  fixe.  (G.  L.) 

136.  —  On  donne  un  cercle  A  et  une  tangente  A'.  Soit  0 
le  centre  du  cercle;  on  mène  par  0  une  demi-droite  qui  ren- 
contre A  en  A,  et  A'  en  A'.  Soit  I  le  conjugué  harmonique 
de  0  par  rapport  à  A  A".  Ayant  projeté  le  point  I  sur  A',  au 
point  B,  on  mène  BA.  Démontrer  que  BA  passe  par  un  point 
fixe.  (G.  L.) 

137.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  Oa:  et  Oy, 
et  une  droite  A  parallèle *à  Ox.  Par  0,  on  mène  une  transver- 
sale mobile  qui  rencontre  A  en  A  ;  de  0  comme  centre,  avec 
OA  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle  qui  rencontre  Or  en  B; 
par  B,  on  mène  une  parallèle  à  Oy,  et  cette  parallèle  ren- 
contre A  en  M.  Démontrer  que  si  l'on  projette  M  sur  Oy 
en  B,  et  0  en  I  sur  AB,  le  lieu  du  point  I  est  une  circonfé- 
rence. (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Géranl, 
E.  VAZE1LLE. 


IWhlHUKKIK    CENTRALE    DES    CHEMINS    l>K    MU.  —    1M  l'IUMUUi:    l'.IIAIX. 
RUE    BERGÈRE,   20,    PARIS.    — 2786-4. 
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EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  H.  Emile  liemoine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
[Suite,  voir  p.  25.) 


XX 

On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC  :  trouver  le  lieu  du  point 
M  tel  que  MC  =  MA  -f  MB. 

Ce  problème  est  fort  connu,  la  solution  que  nous  allons 
en    donner- se  recommande  par  la  plus   extrême    simplicité. 

Il  est  évident  que  pour  le  point  M  on  peut  écrire 
MC .  AB  =  MA .  CB  -f  MB .  GA  : 
car  on  a  simplement  ainsi  multiplié  chaque  terme  de  la 
relation  donnée  par  un  côté  du  triangle  équilatéral  ;  or 
cette  égalité  exprime  que  dans  le  quadrilatère  ABCM  le 
produit  des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  produits  des 
côtés  opposés,  c'est-à-dire  que  ce  quadrilatère  est  inscrip- 
tible.  Donc  le  point  M  se  trouve  sur  le  cercle  circonscrit 
à  ABC. 

XXI 

Soit  un  triangle  ABC  ;  je  projette  les  deux  sommets  B  et  C  en 
B'  et  en  G'  sur  une  droite  passant  par  le  point  A. 

Par  G'  je  mène  une  perpendiculaire  sur  AB; 

Par  B  —  —  —        AG. 

Ces  deux  perpendiculaires  se  rencontrent  sur  la  hauteur  par- 
tant de  A. 

Soient  A',  C(,  B{  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
respectivement  de  A,  G',  B'  sur  AC,  AB,  AG. 
Soit  0  le  point  oii  G'Gt  coupe  AA'; 
SoitO'         —         B'B±        — 
Les  deux  triangles  semblables  OACi,  AA'B  donnent 
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Les  deux  triangles  semblables  0'AB1;  AA'C  donneni 

AC  X  ABi 


~~         AA' 

V) 

AC'C,,  ABB'  donnent 

AC  x  AB'  =  AB  x  A.C, 

(3) 

AB'Bt,  ACC  donnent 

AC  x  AB'  =  AC  X  AB, 

(4) 

La  comparaison  de  (3)  et  (4)  donne 

AB  x  AC,  =  AC  X  AB,  ; 
par  conséquent  les  égalités  (1)  et  (2)  donnent 

AO  =  AO', 
c'est-à-dire  que  0  et  O'  coïncident;  c.  q.  f.  d. 

L'énoncé  de  ce  Ihéoreme  m'a  été  indiqué  par  M.  Jos.  Mar- 
chand, qui  en  a  fait  la  base  d'une  méihode  encore  inédite 
pour  mener  les  plaus  tangents  aux  surfaces  gauches. 

On  pont  évidemment  le  généraliser  ainsi  : 

Si  l'on  projette  en  A',  B',  C,  les  trois  sommets  d'un  triangle 
ABC  sur  une  droite  quelconque  du  plan,  et  si  de  A',  B',  C  on 
abaisse  des  perpendiculaires  respectivement  sur  BG,  AC,  AB,  ces 
Irais  perpendiculaires  se  coupent  en  un  même  point. 

Et  généraliser  encore  cetle  dernière  proposition  par  pro- 
jection. 
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XXII 

Etant  donnés  un  triangle  ABC  et  un  point  0  dans  son  plan, 
déterminer  les  angles  du  triangle  A'BV  tel  qu'il  ait  ABC  pour 
projection  et  que  son  point  de  concours  des  hauteurs  0'  se  projette 
en  0. 

Joignons  OA,  OB,  OC  qui  coupent  respectivement  en  A,, 
Bt,  Ct  les  côtés  BC,  AC,  AB  ;  appelons  l.  m,  n  les  trois  rapports 
CA,  ABt  BC\ 
A,B  '  BAC  '  C±A  ; 
si  l'on  désigne  par  a?,  y,zles  trois  côtés  B'G',  A'C',  A'B';  et  par 
A',  B',  C  les  angles  B A'C,  A'B  G',  A'G'B',  il  est  évident  que  puis- 
que les  rapports  se  conservent  en  projection  l'on  aura,  en  dési- 
gnant par  A'^B'j.G'iles  pieds  des  hauteurs  du  triangle  A'B'C, 
C'A't  _  _  x2  +  \f  —  zn-  __  y  cos  Gf  tgB' 

A',B'  '  "  œ2  -j-  z2  —  g1  ""  s  cos  B'   ~~  tg  C  ' 
A'B'i     _  y1  -\-  z2  —  x2  __  %  cos  A'         tg  G' 
B'iC  ~~  y1  -\-x2  —  z2  ~  '   x  cos  G'  ~  tg  a'  ; 
B'G'j  _  _  z2  -f-  x2  —  t/s     _  ce  cos  B'         tg  A' 
GVA'         ,=*  -J-  y2  — x-         y  cos  A'  '  "  tg  B'  " 
Si  l'on  remarque  que  l'on  a  A'  -f-  B'  -\-  G'  =  1 8o  et  par  suite 

tg  A  +  tg  B'  +  tg  C'  =  tg  A  tg  b'  tg  G', 
ces  équations  donnent 

t~.  y;-  '"»  +  »+i 

&  n 

///«  -J-  m  -J-  i 


m  = 


t-2C' 


On  peut  transformer  ces    valeurs  de  diverses   façons  en 
remarquant  que  l'on  a 

l.  m  .  n  =  i . 

Remarque.  —  En  se  servant  des  équations 

,     a'  +  y"  - z2 
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il  est  évident  que  l'on  peut  trouver  directement  le  rapport 
des  côtés  x,  y,  z. 

XXIII 

A  propos  du  problème  XVII  dont  je  donne  ici  de  nouveau 
l'énoncé  (Voir  le  numéro  de  janvier  1884,  p.  21), 

Soit  un  triangle  ABC  : 

Sur  CB  prolongé  et  dans  le  sens  CB  on  a  pris  A'  tel  que 
BA'=  m   .  CB; 

Sur  AG  prolongé  et  dans  le  sens  AG  on  a  pris  B'  tel  que 
CB'  =  p   .  AC  ; 

Sur  BA  prolongé  et  dans  le  sens  BA  on  a  pris  G'  tel  que 
AG'  =  q  .  BA. 

On  connaît  les  trois  points  A',  B',  G'  et  les  rapports  m,  p,  q. 

Trouver  ABG, 

M.  Laisant  m'envoie  l'élégante  construction  suivante,  très 
facile  à  démontrer  a  posteriori  : 

Je  divise  B'C',  C'A',  A'B'  respectivement  en  A",  B",  C  de 
façon  à  avoir 

BA'  p  CB"  g  A'C"  m 

AIT  ~~  q-\-  i  '      B  A  —   m  +  i  '      C  B  '""  p  -f  i   ' 
les  trois  droites  A'A",  B'B",  G'G"  se  coupent  deux    à  deux 
aux  points  A,  B,  G. 

Il  ajoute  que  la  méthode  des  équipollences  conduit  immé- 
diatement à  cette  construction  et  donnerait  de  même  la 
solution  —  par  des  constructions  de  triangles  semblables 
—  du  problème  plus  général  : 

Sur  les  côtés  d'un  polygone  inconnu  ABGD. . .  on  a  construit 
des  triangles  AA'B,  BB'G,  etc.,  respectivement  semblables  à  autant 
de  triangles  donnés  différents  les  uns  des  autres;  on  connaît  les 
points  A',  Br,  G',  D'...  Trouver  les  points  A,  B,  C,  D,... 
qui  serait  évidemment  bien^  difficile  à  aborder  par  une 
autre  méthode. 

XXIV 

Inscrire  dans  nn  triangle  ABC  un  triangle  A'B'C  tel  que  la 
somme  des  carrés  de  ses  côtés  soit  minima. 

Lemme.  —  On  donne  deux  points  fixes  B\  G'  et  une  droite 
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fixe  CB  ; trouver    sur  cette    droite   le  point   A'    pour  lequel 

C'A'2  -f-  B'A'2  est  un  minimum. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  A  est  la  projection  sur  BC 
du  milieu  y.  de  B'C. 

Appelons  a,  S,  y  les  milieux  de  B'C,  A'C,  A'B';  le  lemme 
précédent  nous  montre  que  les  droites  aA',  SB',  yC  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  à  BC,  AC,  AB,  et  comme  elles 
sont  les  médianes  du  triangle  A'B'C,  elles  se  coupent  en  un 
point  K. 

Or  l'on  sait  que  si  du  centre  des  médianes  antiparallèles 
d'un  triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés 
de  ce  triangle  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  triangle 
formé  par  les  pieds  des  perpendiculaires,  et  réciproquement; 
donc  le  point  K  est  le  centre  des  médianes  antiparallèles. 

Le  triangle  A'B'C  inscrit  à  ABC  et  tel  que 
BV-'+Â^  +  ÂB2 
soit  un  minimum  est  donc  le  triangle  formé  par  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  des  médianes  anti- 
parallèles sur  les  trois  côtés. 

En  désignant  par  S  la  surface  de  ABC,  la  valeur  de  ce 
minimum  est 

12S2 

a2  +  62  +  ca  ' 
XXV 

On  donne  un  triangle  ABC  :  soient  Oa,  Ob,  Oc  Is  centres  des 
trois  cercles  ex-inscrits  à  ce  triangle;  soient  Ha,  Hb,  Hc  les 
points  de  concours  des  hauteur*  des  trois  triangles  CO  B,  BOc  A, 
AObC  : 

4°  Démontrer  que  les  deux  triangles  ABC,  HaHbHc  sont  égaux, 
et  homothé tiques  inverses  ; 

2°  Que  si  X  est  le  centre  d'homothétie  de  ces  deux  triangles, 
0  le  centre  du  cercle  inscrit  de  ABC,  w  le  centre  de  gravité 
de  ABC,  on  a 

Xz         _i_ 

XO  3  ' 

HbC  est  parallèle  à  OA 
HbA  —  OC 
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La  figure  AOGHb  est  donc  un  parallélogramme;  il  en  est  de 
même  de  AOBHc  ;  donc  BCHbHc  est  aussi  un  parallélo- 
gramme. Par  suite 

HcHb  est  égale,  parallèle  et  de  sens  contraire  à  BG 

de  même  H(,Ha  —  —  —  AB 

—        HaHc  —  —  —  CA 

La  première  partie  est  donc  démontrée. 

Le  point  X,  qui  peut  être  considéré  comme  le  centre  du 
parallélogramme  HfHhGB,  est  éviclemmentsurla droite  menée 
parallèlement  à  OA  par  le  milieu  de  BG  ;  il  est  aussi  sur  la 
droite  menée  parallèlement  à  OB  par  le  milieu  de  AG  et  sur 
la  droite  menée  parallèlement  à  OG  par  le  milieu  de  AB. 
Cela  posé,  soient  a,  p,  y  les  milieux   de  BG,  AC,  AB. 

Lc>  deux  triangles  Xxy.  OCA  sont  honiolhétiques  inverses, 
et  le  rapport  d'homothétie  est  1/2;  donc  si  l'on  joint  OX,  Aa, 
ces  deux  lignes  se  couperont  en  ::  et  l'on   aura 

i5r=T-  C-Q-F-D- 

Nous  engageons  les  élèves  à  examiner  les  théorèmes  très 
simples  qu'on  obtient  en  projetant  la  figure  de  façon  que  0 
étant  la  projection  de  0,  A',  B',  C'  celles  de  A,  B,  C;  0'  soit 
le  point  de  concours  des  hauteurs  de  A'B'G'. 

(A  suivre.) 


PLUS  GRAND  commun  diviseur 

ET    PLUS    PETIT    MULTIPLE    COMMUN    DES    NOMBRES    FRACTIONNAIRES 

P  r  M.  I».  Ilarricu,  professeur  mu  Lycée  de  Mont-de-Marsan. 


On  dit  qu'une  fraction  est  divisible  par  uue  autre,  ou  mul- 
tiple d'une  autre,  quand  elle  c>t  égale  au  produit  de  celte 
autre  par  un  nombre  entier. 

Nous  appellerons  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
fractions  la  plus  grande  fraction  irréductible  qui  divise  cha- 
cune des  fractions  données;  phis  petit  multiple  commun  de 
plusieurs  fractions,  la  plus  petite  fraction  liTéductible  qui  soit 
divisible  par  chacune  de  ces  fractions. 
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Nous  désignerons  toujours  par  -—,  -r»  »  ^  -    •    .les  frac- 
J  x        b      b        b 

tions  irréductibles  égales  respectivement  aux  fractions  —  , 

EL  — 

B7"'  IF*    '    ' 
Enfin  nous  emploierons  toujours  les  notations  : 

D  (a,  b,  c,  .    .    .),    m  (a,  b,  c,   .    .    .) 
pour  désigner  le  plus    grand    commun  diviseur  et    le  plus 
petit  multiple  commuu  des  nombres  a,  b,  c,  .    .    . 

Lemme.  —  Pour  qu'une  fraction  irréductible  —  soit  divi- 
sible par  une  fraction  irréductible  —,  il  faut  et  il  suffît  que  x  soit 

Y 
un  diviseur  de  a,  et  (3  un  multiple  de  b. 

a  x 

La  condition  est  nécessaire,  car  si  — -  est  divisible  par  — , 

b  P 

on  a 

a  x 

t  =  -  • î; 

d'où 

açj  =  bxq. 

Il  en  résulte  que  x  divise  ap,  mais  il  est  premier  avec  p, 
donc  il  divise  a;  de  même  b  divise  o|3,  mais  il  est  premier 
avec  a,  donc  il  divise  S. 

La  condition  est  suffisante,  car  si  on  a  en  même  temps 

a  =  xq 

V  =  bq' 

on  a 

ap  =  xbqq' 
d'où 

a  x 

T=--T  ■  W- 

Théorème  I.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  de 
plusieurs  fractions  irréductibles  est  une  fraction  irréductible, 
qui  a  pour  numérateur  le  plus  grand  commun  diviseur  des  numé- 
rateurs, et  pour  dénominateur  le  plus  petit  multiple  commun  des 
dénominateurs. 
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Soient  les  fractions  irréductibles  —  .   —,   tt  ,. . .,  et  soit 

b   '    b       b 

—  une  fraction  irréductible  qui  divise  chacune  des  fractions 

doDnées.  Il  résuite  du  lemrae   que  a  est  un   diviseur  com- 
mun des  numérateurs,  et  (3  un  multiple  commun  des  déno- 

minateurs;    —  aura  donc  sa  valeur  maxima  lorsque  a  sera 

le   plus  grand  commun  diviseur  des  numérateurs,  et    S  le 
plus  petit  multiple  commun  des  dénominateurs. 
On  a  donc 

Tï  (a       —      —  \—    D  (a'  a'  a"'  '  '  '  ^  Mï 

\b    '  b'  '  a","-)~    m  (b,  b'  b",...)  '         {  } 

_  ,  ,  .    , .     ... .      a      a       a" 

hn  remplaçant  les  fractions  irréductibles  —  ,   —  ,    —  ,... 

A       A'       A" 
par   les  fonctions  égales  —  ,   —  ,   w»'"     l'égalité    (1) 

devient 

D  (-   èL   il     \  -  D(q-^  "'•••■>      m 

\B  '    B'  '    B )  m  (b,  b',  6\...)  '      K  J 

D'oii  la  règle  suivante  : 

Pour  avoir  le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
fractions,  on  les  réduit  à  leur  plus  simple  expression,  et  l'on 
divise  ensuite  le  plus  grand  commun  diviseur  des  numéra- 
teurs par  le  plus  petit  multiple  commun  des  dénominateurs. 

Corollaire  I.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  des  inverses 

de  n  nombres  entiers  est  égal  à  l'inverse  du  plus  petit  multiple 

commun  de  ces  nombres. 

Car  en  appliquant  le  théorème  I    aux  fractions  irréduc- 

1         i  ' 

tibles    —,  —  ,  — -  ,.  -  •  on  a 
a       a        a 

D  Va*   T  '     7"  '•••)  =       m(r/.6,  c,...)      *       (3) 

Corollaire  II.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  de 
plusieurs  fractions  irréductibles  est  égal  au  plus  grand  commun 
diviseur  des  numérateurs  multiplie  par  le  plus  grand  commun 

diviseur    des  inverses  des  dénominateurs. 
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Eq  effet,  la  formule  (3)  donne  " 

T 

m  (b,    b',  //',...) 


*(t'F..T-:-0 


et,  en  portant  celle  valeur  dans  l'égalité  (I),  on  a 

I)(f?•î:•••')=D(M>'"4I,(i4'7•")i, 

Théorème  II.  —  Le  plus  petit  multiple  commun  de  plu- 
sieurs fractions  irréductibles  est  une  fraction  irréductible  gui 
a  pour  numérateur  le  plus  petit  multiple  commun  des  numéra- 
teurs, et  pour  dénominateur  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
dénominateurs. 

En  effet,  soil  —  une    fraction   irréductible    divisible  par 

chacune  des  fractions  irréductibles  données;  a  sera  un  mul- 
tiple commun  des  numérateurs,  et  3.  un  diviseur  commun  des 

dénominateurs  ;  —  aura   donc  sa  valeur  minima  lorsque  a 

jj 

sera  le  plus  petit  multiple  commun  des  numérateurs,  et  p  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  dénominateurs. 
Donc 

fada"  \  _     m(a,  a  ,  a" ,  . . .) 

M  KT'  lT,Tr,"-)=  D(6,  b',  b\  ...)'       (4) 
En  remplaçant  les  fractions  irréductibles  par  les  fractions 
égales,  ou  a 

/A      À'      À"  \         m(a,  a,  a',  ...)  .„ 

m[iî'^'W--)=  D(M-,f,...r    (0) 

Corollaire  I.  —  On  a 

111  (T'  T<  T<  ■  ■  ■)  =  D(a,b,'e,  ...)■         (6) 
Corollaire  II.  —  On  a 

m(pïï-F'---)=n'(a'a''a','--)-m(T'T7'17'---)(') 

Même  démonstration  que  pour  les  corollaires  du  théo- 
rème I. 
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Théorème  III.  —  Toute  fraction  qui  en  divise  séparément 
plusieurs  autres,  divise  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  les  fractions  irré- 
ductibles :  car  si  une  fraction  en  divise  séparément  plusieurs 
autres,  la  fraction  irréductible  qui  lui  est  égale  divise  les 
fractions  irréductibles  respectivement  égales  à  ces  autres,  et 
réciproquement. 

Reprenons  la  formule 

/a       a      a"  \_     D(a.  a,  a".  ...) 

\P  17"' "F'  "•)—   m(o,  b',  b",  ...)' 

Si  une  fraction  irréductible  —  divise   chacune   des    frac- 

P 
lions,  son  numérateur  a  divise  tous  les  numérateurs  et  par 
suite  divise  D(a,  a',  a",  ...);  d'autre  part,  son  dénominateurs 
est  un  multiple  de  tous  les  dénominateurs,  et  par  suite  un 
multiple  de  m(b,  b',  b",  ...).  Donc,  d'après  le  lemme,  la  frac- 
tion irréductible  —  divise 
P 

D(a,a,a",  ...) 


m(b,  b',  b".  . 


C.    Q.    F.    D. 


Corollaire. —  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plusieurs 
fractions  ne  change  pas  quand  on  remplace  deux  ou  plusieurs 
de  ces  fractions  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

En  effet, en  formant  les  groupes 

±  jL  — 

b'  b"      b"    "9 

On  voit  que  toute  fraction  irréductible  qui  divise  les  frac- 
tions du  premier  groupe,  divise  aussi  celles  du  deuxième,  el 
réciproquement.  Donc  les  deux  groupes  ont  le  même  plus 
grand  commun  diviseur. 

On  pourrait  encore  démontrer  ce  théorème  par  les  iden- 
tités de  la  manière  suivante  : 
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<■ 


r 

a 

a" 

\        V(a,  a',  a",  ...) 

T 

-yr,  • 

")—   m(b,  b',b",...) 

D[D(a,a),a',..  ] 

m  [m  (b,  b'),  b",  . . .] 

-  D  (a,  a')     a" 

=  D 

Lm  (b,  b')'  b'"  '" 

=  D 

C.    Q.  F.    D. 

Théorème  IV.  —  Toute  fraction  qui  est  un  multiple 
commun  à  plusieurs  autres,  est  un  multiple  de  leur  plus  petit 
multiple  commun. 

Corollaire.  —  Le  plus  petit  multiple  commun  de  plusieurs 
fractions  ne  change  pas  quand  on  remplace  deux  ou  plusieurs 
de  ces  fractions  par  leur  plus  petit  multiple  commun. 

Même  démonstration  que  pour  le  théorème  III. 

Théorème  V.  —  Le  produit  du  plus  grand  commun  divi- 
seur de  plusieurs  fractions  par  le  plus  petit  multiple  commun  de 
leurs  inverses  est  égal  à  l'unité. 

En  effet,  on  a 

D(a,a\  a" ) 


B77"' 


d'où 


D 


T>(±    *- 
\  B  '   B' 

.     /B      Br      B"  \ 

/A      A'      A"  \  /  B 

Vb~'  b7"'  "F7  '  m  \T'  Â7"'  "P"'  '")~ 


m  (b,  b' ,  b",  . . .) 
m  (b,  b',b",  ...) 
D  (a,  a',  a",  . . .) 

B'      B" 


(8) 
(A  suivre.) 


QUESTION  98 

Solution  par  M,  Ferdinand  Taratte,  élève  au  Lycée  d'Evreux. 


Dans  un  cercle  dont  le  centre  est  C,  on  mène  deux  diamètres 
rectangulaires  AB  et  EF.  On  demande  de  trouver  sur  l'arc  BF 
un  point  X  tel  que  si  l'on  mène  les  lignes  AX,  BX.  EX,  dont  la 
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dernière  rencontre  GB  en  Y,  on  ait 


AX.BX  =  GY.XE. 

Supposons  le  problème  résolu.  On  a  donc 

AX 


(Reidt.) 
EX 


CY  BX 

MaislesdeuxtrianglesEAX 
et  BXY  étant  semblables,  on  a 
AX  EX 

XY  ~~  BX  * 
Donc  CY=XY et  le  triangle 
GYX  est  isoscèle;  mais  il  en 
est  de  même  de  CEX,  et 
angle  XCF 
d'où 


2GXE  =  2BGX 


E  XGF=6o°. 

Un  fera  donc  sur  GF  au  point  G  un  angle  de  6o°  et  on 
aura  ainsi  le  point  X. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Aubry,  à  Douai  ;  Yous- 
soufian,  à  Constantinople;  Porée,  à  Bernay;  Naura,  ù  Yitry-le-François;  Bour- 
garel,  à  Antibes  ;  Voignies,  à  Commercy. 


QUESTION  103 

Solution  par  M.  Aubry,  élève  au  Lycée  de  Douai. 


On  considère  un  triangle  OPQ.  Soit  A  un  point  pris  sur  PQ, 

A.'lesymétriquedeApari%appcrt 
au  milieu  de  PQ,  A'  le  symé- 
trique de  A'  par  rapport  au 
point  0. 

La  droite  AA"  rencontre  OP 
au  point  R.  Démontrer  que  la 
médiane  AS  du  triangle  RAP 
est  parallèle  à  QO.     (G.  L.) 

Soit  M  le  milieu  de  PQ,  et 
par  suite  celui  de  AA';  si  nous 


0 


?.        A       M       A' 

joignons  ce    point  au  sommet  0,  OM  sera  parallèle  à   AA 
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et  nous  aurons  la  relation 


b'1 


d'où 


PO 
PM 

PO 


PR 

PA  '' 

PR 


devient 


2PM         2PA  " 

En  remarquant  que  PQ  =  2PM,  et  PR=  2PS,  cette  relation 

PO      _  PS_ 

~PQ~  ~~  PÂ~' 
Ce  qui  démontre  le  parallélisme  de  AS  et  de  QO. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Mathieu,  à  Nantes;  JJour- 
garel,à  Antibes;  Guilloz,  institution  Sainte-Marie,  à  Besançon;  Martin,  à  Nice; ; 
Chapron,  à  Versailles;  Taratte,  à  Évreux;  Vigaiïé,  à  Toulouse. 


QUESTION  106 

Solution  par  M.  Aubry,  élève  au  Lycée  de  Douai. 


Deux  cercles  se  coupent  en  A  et  B.  On  demande  de  mener 
par  le  point  A  une  droite  rencontrant  l'un  des  cercles  en  x, 
Vautre  en  y,  de  façon  que,  si  l'on  tire  Bx  et  By,  on  ait 

Bx2  -f  By2  ==  d2. 


Soient  0  et  0'  les  centres  des  cercles  donnés;  tirons  00'  et 
joignons  Bx,  By,  BO,  BO'.  Les  angles  x  et  0,  y  et  0'  sont 
égaux  comme  ayant  des  mesures  égales.  Il  s'ensuit  que  les 
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triangles  Bxy  et  BOO'sout  semblables  et  donnent  la  proportion 
Bx  _     BO 
"%~  ~~  BOT  ' 

On  pourra  donc  déterminer  le  point  y,  par  exemple.  Par  le 
point  B  on  mènera  une  perpendiculaire  à  BO',  BC  =  BO,  on 
joindra  CO'  et  on  portera  sur  cette  droite  une  longueur 
CD  =  d.  On  projettera  le  point  D  en  H  sur  BO',  et  de  B  comme 
centre  avec  BH  pour  rayon  on  décrira  un  arc  de  cercle  qui 
en  général  coupera  le  cercle  0'  en  deux  points. 

Si  l'on  a  BH  <  2Rr  ou,  en  ayant  égard  à  la  similitude  des 
triangles  BGO'  et  DHO',  CD  <  2CO'  ou  d  <  2  y/R2  +  R'«,  il  y 
aura  deux  solutions.  

Si  BH  =  2R',  ou  d  =  2  y/R2  -f-  R'2,  il  n'y  a  qu'unesolution. 
Enfin  le  problème  est  impossible  si  d  >  2y/R2  -f-  R'2. 

BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


Caen. 

Trouver  deux  angles  x  et  y  tels  que  l'on  ait 

tgx  +  tgy=  1  ;      tg  (x -f  y)  =  -|-. 

—  Calculer  le  diamètre  d'une  sphère  d'or  valant  un  million 
de  francs.  On  admet  que  l'or,  à  volume  égal,  vaut  3o  fois 
plus  (pie  l'argent,  que  celui-ci  vaut  200  francs  le  kilogramme 
et  qu'un  décimètre  cube  d'argent  pèse  iok,5oo. 

—  Résoudre  l'équation 

cos  2X  —  cos  6x  =  sin  3x  -f-  sin  5x. 

—  Résoudre  un  triangle  rectangle,  connaissantrhypoténuse 
a,  et  sachant  que  ce  triangle  est  équivalent  à  un  carré 
dont  le  côté  est  k  ;  application  :  0  =  1;  k  =  0,46. 

—  Calculer  au  bout  de  combien  d'années  et  de  jours  sera 
décuplée  une  somme  placée  à  intérêts  composés  au  taux  de 
4  0/0  ;  les  intérêts  se  capitalisent  au  bout  de  chaque  année. 

Clermont-Ferrand. 

Étant  donné  un  hexagone  régulier,  ou  joint  les  sommets 
de  deux  en  deux;  on  obtient  ainsi  deux  triangles  équilalô- 
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raux  ABC,  A'B'C  On  suppose  le  triangle  A'B'C  transporté 
perpendiculairement  au  plan  ABC,  et  parallèlement  à  lui- 
même  ;  on  joint  alors  les  sommets  AA,  A'B,  BB',  B'C,  CC, 
GA.  1°  h  désignant  la  distance  des  plans  des  deux  triangles 
et  a  le  côté  de  l'hexagone,  on  demande  d'évaluer  le  volume 
du  solide  défini  par  la  condition  précédente  ;  2°  calculer  h 
par  la  condition  que  toutes  les  faces  soient  des  triangles 
équilatéraux,  et  évaluer  le  volume  correspondant. 

—  Partager  un  cône  en  deux  parties  équivalentes  par  un 
plan  parallèle  à  la  base. 

—  Entre  quelles  limites  varie  la  fraction 

3x2  —  5x  4-  5  _ 

1 y 

2X2  —  3x  -f-  4 

—  Étant  donné  un  triangle  équilatéral  ABC,  on  prend  sur 
le  côté  GA  une  longueur  CB'  égale  à  a,  et  sur  le  côté  AB 
une  longueur  AC'  égale  aussi  à  a  ;  on  mène  la  ligne  B'C', 
qui  rencontre  le  prolongement  de  CB  en  un  point  A';  cal- 
culer la  longueur  BA\  En  désignant  para  le  côté  du  triangle, 
on  fera  le  calcul  en  supposant  a  =  10,  x  =  6. 

—  Trouver  dans  quel  rapport  un  plan  partage  le  volume 
d'une  sphère,  connaissant  le  rapport  de  la  distance  du  centre 
de  la  sphère  au  rayon. 

—  Somme  des  cubes  des  n  premiers  termes  d'une  progres- 
sion géométrique. 

—  Trouver  la  somme  des  n  premiers  nombres  impairs  et 
aussi  la  somme  des  n  premiers  nombres  pairs. 

—  Partager  un  cône  en  deux  parties  équivalentes  par  un 
plan  parallèle  à  la  base. 

—  Évaluer  la  somme  des  nombres  impairs  de  3i  à  1 1 5 . 

—  Si  l'on  inscrit  dans  un  demi-cercle  un  demi-polygone 
régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés,  et  qu'on  lui  circons- 
crive un  demi-polygone  semblable,  la  surface  engendrée  par 
la  demi-circonférence  tournant  autour  de  son  diamètre  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  surfaces  engendrées  par 
les  deux  polygones. 

—  Variations  de  la  fraction 

x2  —  x  -f-  3 
2x-  —  3x  -j-  4  ' 
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—  Étant  donnée  la  relation 

sin  h  4-  sinrp  sin  3 

cos  x  = ! , 

cos  cp  coso 

dans  laquelle  on  a    h  =  33°  57'  7", 9  ; 

?  =  27°5'; 

S  =  i3°38'  ii',i, 
calculer  l'angle  x. 

—  Dans  un  plan  vertical,  on  donne  deux  points  A.  et  B 
fixes,  la  distance  horizontale,  AG  =  d,  des  deux  points,  leur 
distance  verticale  BG  =  h.  Aux  deux  points  A  et  B  est  atta- 
ché un  fil  de  longueur  h  ;  ce  fil  supporte  une  poulie  mobile 
P,  dont  le  rayon  est  négligeable,  et  dont  la  chape  porte  un 
poids  Q.  On  demande:  1°  de  construire  géométriquement 
la  position  d'équilibre  du  fil  ;  2°  d'exprimer  sa  tension  au 
moyen  des  données;  3°  de  calculer  cette  tension  lorsque 
cl  =.  8m,25  ;  h  =  4J4;  /  =  12,42;  Q  =  1,937. 

—  Aux  trois  sommets  d'un  triangle  équilaléral  sont 
appliquées  trois  forces  parallèles  et  de  même  sens,  dont  les 
intensités  respectives  sont  1,  2,  3.  Trouver  la  résultante 
de  ces  forces  et  son  point  d'application.  Gonsidérer  le  cas 
où  la  force  3  est  contraire  aux  deux  autres. 

—  Inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  a  un  triangle  isoscèle 
tel  que  la  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur  ait  une  lon- 
gueur donnée  l. 

—  La  surface  d'un  secteur  circulaire  est  5"12  ;  son  angle 
au  centre  est  490  ;  on  demande  à  moins  de  o'",ooi  le  rayon 
de  la  base  d'un  cône  circulaire  droit  dont  ce  secteur  est  le 
développement  de  la  surface  latérale  sur  un  plan.  Volume 
de  ce  cône. 

—  Gonnaissant  dans  un  triangle  le  périmètre  et  les  angles, 
on  demande  de  calculer  sous  forme  logarithmique  les  trois 
côtés  et  la  surface. 

—  La  hauteur  d'un  cône  est  i5  m.;  le  rayon  de  sa  base 
7  m.  ;  on  demande  à  quelle  distance  de  la  base  il  faut 
mener  un  plan  parallèle  pour  que  le  volume  du  tronc  de 
cône  soit  i5o  mètres  cubes.  Surface  latérale  de  ce  tronc  de 
cône. 

—  Former   l'équation  du    second  degré  qui    admet    pour 
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5  .  / 

racines  2  et ;  ou  qui  admet  pour  racines  -f-  y  —  1   et 

,  7 

—  Le  volume  d'un  cône  est  — -  de  mètre  cube  ;    le   rayon 

de  sa  base  est  1  mètre.  Calculer  la  surface  latérale. 

œ2+  1    B 


—  Entre  quelles  limites  varie  la  fraction    , 

H  (x  —  i)2 

—  On  donue  la  somme  l  de  l'hypoténuse  et  de  la  hauteur 
d'un  triangle  rectangle;  entre  quelles  limites  peuvent  varier 
la  surface  et   le  périmètre  de  ce  triangle  rectangle? 

Dijon. 

Deux  points  fixes  A  et  B  étant  donnés  sur  l'un  des  côtés 
d'un  angle,  déterminer  sur  l'autre  côté  un  point  M,  tel  que 
la  somme  MA2  -f-  MB2  soit  égale  à  une  quantité  donnée. 
Discussion. 

—  Calculer  l'angle  aigu  B  d'un  triangle  rectangle  dans 
lequel  on  connaît  l'hypoténuse  a,  et  la  longueur  S  de  la 
bissectrice,  soit  intérieure,  soit  extérieure,  issue  du  sommet 
de  cet  angle  B. 

—  Angle  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  la  ligne  de 

terre,  et  sont  dans    un    plan  passant   par   cette    ligne    de 

terre. 

Lyon. 

Deux  triangles  semblables  ont  leurs  bases  homologues 
dans  un  rapport  donné,  par  exemple  de  2  à  3.  Après  avoir 
fait  tourner  ces  triangles  chacun  autour  de  sa  base,  on  pro- 
pose de  dire  clans  quel  rapport  sont  respectivement  les  sur- 
faces et  les  volumes  engendrés. 

—  Calculer  la  valeur  de  l'angle  dont  le  cosinus  est  donné 

par  la  formule 

2 

cos  x  = ;— ,  avec  x  =  5y°  5 7'  57'. 

tg  %  -j-  cotg  a 

Montpellier. 

On  donne  la  surface  et  la  diagonale  d'un  parallélépipède 
rectangle.  Calculer  ses  dimensions,  sachant  qu'elles  sont  en 
progression  arithmétique,  ou  en   progression  géométrique- 
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NOTICE  SUR  VICTOR-ALEXANDRE  PUISEUX 


Victor-Alexandre  PUISEUX  naquit  à  Argenteuil  près  de 
Paris,  le  16  avril  1820.  Son  père,  receveur  des  contributions 
indirectes,  fut  appelé  trois  ans  après  à  Longwy  en  Lorraine, 
et  en  1826  à  Pont-à-Mousson.  C'est  au  collège  de  cette  ville 
que  le  futur  membre  de  l'Institut  fit  ses  premières  études. 
Les  dispositions  extraordinaires  que  le  jeune  élève  montrait 
pour  les  sciences  déterminèrent  ses  parents  à  l'envoyer 
finir  ses  études  à  Paris  :  à  l'âge  de  14  ans,  il  vint  occuper 
une  petite  chambre,  rue  Saint-Jacques  :  c'est  là  qu'il  se 
livrait  au  travail  avec  une  incroyable  ardeur,  ne  connaissant 
guère  d'autres  distractions  que  de  longues  promenades  à 
pied  et  de  fréquentes  visites  à  son  frère  aine  qui  était  déjà 
élève  de  l'École  normale  (section  des  Lettres).  L'année 
suivante  il  entra  comme  élève  boursier  au  collège   Rollin. 

En  1836,  âgé  seulement  de  16  ans,  Victor  Puiseux  termi- 
nait ses  Mathématiques  spéciales,  et  sollicitait  une  dispense 
d'âge  pour  se  présentera  l'École  normale.  M.  Cousin,  alors 
Ministre,  la  lui  refusa;  mais  il  regretta  sa  décision,  en  le 
voyant,  cette  année  même,  obtenir  le  premier  prix  de  phy- 
sique au  grand  Concours.  On  lui  offrit  alors  de  le  nommer 
élève  de  l'École,  par  décret  spécial  ;  mais  il  refusa  à  son 
tour,  déclarant  qu'il  voulait  entrer  à  l'École  par  la  grande 
porte.  Un  an  après,  le  prix  de  Mathématiques  spéciales 
constatait  de  nouveau  sa  supériorité,  et  les  portes  de  l'École 
s'ouvraient  devant  lui  ;  il  s'y  maintint  toujours  au  premier 
rang.  Après  ses  trois  années  d'études,  reçu  le  premier  à 
l'agrégation  des  sciences,  il  obtint  de  passer  encore  une 
année  à  Paris,  oîi  il  perfectionna  ses  études  mathématiques 
en  même  temps  qu'il  était  chargé  d'une  Conférence  aux 
élève-  de  l'Ecole  normale. 

Envoyé  comme  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
ail  collège  royal  de  Rennes,  il  y  fit  un  stage  de  trois 
ans,  puis  il  fut  chargé  d'une  chaire  de  Mathématiques    que 
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l'on  venait  de  créer  à  la  Faculté  de  Besançon.  C'est  à  cette 
époque  qu'il  enrichit  le  Journal  de  Liouville  de  notes  remar- 
quables par  la  rigueur  des  méthodes  et  l'élégance  des  dé- 
monstrations. 

Dans  le  tome  VII  de  ce  journal,  sous  le  titre  de  Géométrie,  il 
établit  par  une  analyse  élégante  et  habile  que  l'hélice  est  la 
seule  courbe  dont  la  courbure  et  la  torsion  sont  invariables 
dans  tous  les  points.  Bientôt  après,  étudiant  le  mouvement 
d'un  point  matériel  pesant  sur  une  sphère,  il  justifiait  par 
le  calcul  une  circonstance  particulière  qui  se  présente 
dans  les  oscillations  du  pendule  conique  et  dont  la  théorie 
générale  n'avait  pas  encore  rendu  raison.  Dans  les  volumes 
suivants  du  même  recueil,  il  traitait  diverses  questions  de 
mécanique  relatives  à  la  cycloïde,  aux  courbes  tauto- 
chrones  ;  dans  le  tome  XI,  il  donnait  pour  la  première  fois 
l'expression  générale  de  la  somme  des  puissances  semblables 
des  termes  d'une  progression  arithmétique.  Eu  môme  temps 
que  d'autres  géomètres,  il  s'occupa  dans  le  tome  XII  du 
beau  théorème  de  Gauss  :  «  Si  l'on  déforme  une  surface 
flexible,  le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux,  en 
chaque  point,  nesl  pas  altéré  »  ;  il  en  donna  une  démon- 
stration directe,  très  simple,  tirée  de  considérations  classiques 
et  élémentaires. 

Appelé  en  1849  à  l'École  normale  en  qualité  de  Maître 
de  conférences,  il  propagea  dans  plusieurs  générations  de 
jeunes  professeurs  les  saines  traditions  de  rigueur  et  de 
clarté  dont  il  offrait  lui-môme  le  plus  parfait  modèle.  En 
1853  il  fut  appelé  comme  astronome  à  l'Observatoire,  qu'il 
quitta  en  18o9,  pour  se  consacrer  tout  entier  à  l'ensei- 
gnement et  à  ses  travaux  personnels.  Il  avait  été  pendant 
quelques  années  suppléant  de  Sturm  et  de  Leverrier  à  la 
Faculté  des  sciences,  de  Binet  au  Collège  de  France  ;  en  18o7, 
il  remplaça,  comme  professeur  titulaire  de  Mécanique  céleste 
à  la  Sorbonne,  l'illustre  Cauchy,  dont  il  avait  été  l'élève, 
l'admirateur  et  l'ami.  En  1868,  il  devint  membre  du  Bureau 
des  Longitudes  et  quitta  définitivement  l'enseignement  de 
l'École  normale. 

Il  avait  publié  plusieurs  travaux  importants,  surtout  celui 
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relatif  à  la  théorie  des  fonctions,  qui  fit  sensation  et  lui  valut 
les  éloges  de  Cauchy  et  sur  lequel  M.  Ch.  Hermite,  un  des 
juges  les  plus  compétents,  a  prononcé  le  jugement  suivant 
(Comptes  rendus,  t.  XXXII,  p.4o8).  «  Les  propositions  données 
par  M.  Puiseux  sur  les  racines  des  équations  algébriques 
considérées  comme  fonctions  d'une,  variable  z  qui  entre  ration- 
nellement dans  leur  premier  membre,  me  semblent  ouvrir  un 
vaste  champ  de  recherches  destinées  à  jeter  un  grand  jour  sur  la 
nature  analgtique  de  ce  genre  de  quantités.  »  Et  M.  Hermite 
montrait  en  effet,  dans  un  travail  extrêmement  remarquable, 
combien  la  théorie  de  M.  Puiseux  éclairait  celle  de  la  réso- 
lution des  équations  algébriques  et  de  la  division  de  l'argu- 
ment dans  les  fonctions  elliptiques.  Il  fit  paraître  des 
mémoires  relatifs  au  mouvement  des  corps  solides  de 
révolution,  à  la  théorie  de  la  Lune. 

Tous  ces  remarquables  travaux  avaient  depuis  longtemps 
attiré  sur  V.  Puiseux  l'attention  de  l'Académie  :  présenté 
comme  candidat  par  la  section  de  Géométrie,  il  ne  fut,  par 
suite  de  la  guerre  franco-allemande,  élu  qu'en  4871.  Tous  les 
concurrents  se  retirèrent  spontanément,  et  par  une  exception 
aussi  rare  que  glorieuse,  il  recueillit  l'unanimité  des  suf- 
rages,  «  sans  une  seule  voix  dissidente  ni  une  seule  abstention  », 
comme  l'a  dit  M.  J.  Bertrand. 

Signalons  encore  ici  divers  travaux  de  V.  Puiseux  (Journal 
de  Liouville,  t.  XIII)  :  Du  mouvement  d'un  solide  de  révolution 
posé  sur  un  plan  horizontal  ;  même  journal,  t.  XVII  ;  Solu- 
tion de  quelques  questions  relatives  au  mouvement  d'un 
corps  solide  pesant  posé  sur  un  plan  horizontal. 

En  1872,  il  publia  dans  les  Annales  scientifiques  de  l'Ecole 
Normale  (t.  Ier,  2me  série)  un  beau  Mémoire  intitulé  :  De 
l'équilibre  et  du  mouvement  des  corps  pesants  en  ayant 
égard  aux  variations  d'intensité  et  de  direction  de  la  pesanteur. 

Mentionnons  égalementun  autre  Mémoire  sur  la  convergence 
des  séries  qui  se  présentent  dans  la  théorie  du  mouvement 
elliptique  des  planètes,  et  deux  autres  :  Sur  le  développement 
i  n  séries  des  coordonnées  des  planètes,  et  de  la  fonction 
perturbatrice  (Journal  de  Liouville,  t.  XVI  de  la  [n  série 
et  t.  V  de  la  8°). 
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Appelé  par  la  confiance  de  l'Académie  à  faire  partie  de 
la  commission  dite  «  du  passage  de  Vénus  »,  il  fut  réel- 
lement l'âme  des  premières  résolutions  par  les  calculs 
immenses  auxquels  il  se  livra  pour  marquer  les  régions  où 
l'on  pourrait  observer  le  phénomène,  et  pour  éclairer  la  com- 
mission sur  le  choix  qu'il  convenait  de  faire  entre  elles  :  il 
construisit  des  cartes,  indiqua  quelles  localités  convenaient 
le  mieux  pour  observer  par  la  méthode  de  Halley,  quelles 
stations  il  fallait  plutôt  choisir,  si  on  voulait  utiliser  la 
méthode  de  de  Lisle.  C'est  a  lui  que  l'on  doit  encore  les  pre- 
mières réductions  du  calcul  des  observations  faites  par  les 
envoyés  français  dans'  les  diverses  stations. 

Disons  un  mot  d'un  autre  Mémoire  de  lui  publié  (1877- 
1878,  2e  partie,  p.  1)  dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique 
de  Bruxelles  :  «  Note  sur  les  polygames  qui  sont  à  la  fois  inscrits 
dans  un  cercle  et  circonscrits  dans  un  autre  cercle.  »  Dans  ce  petit 
travail,  Puiseux  reprend  par  une  voie  simple  et  élémentaire 
un  problème  traité  autrefois  par  Jacobi,  et  lié  intimement  au 
problème  de  multiplication  de  l'argument  dans  les  fonctions 
elliptiques.  Il  donne  une  méthode  ingénieuse  pour  déterminer 
directement  les  degrés  de  polynômes  entiers  qui  jouent  un  rôle 
important  dans  la  question,  et  en  déduit  un  assez  bon  nombre 
de  conséquences  curieuses. 

Dans  ces  derniers  temps,  malgré  les  souffrances  cruelles,  sou- 
vent intolérables,  que  lui  causait  la  maladie  qui  l'a  emporté, 
il  avait  accepté  la  tâche  ingrate  de  surveiller  la  nouvelle  édition 
des  œuvres  de  Laplace,  entreprise  sous  les  auspices  de  l'Aca- 
démie des  sciences  ;  5  volumes  sont  aujourd'hui  publiés. 

Nous  avons  parlé  du  savant;  quant  au  professeur,  nul  plus 
que  lui  n'apporta  la  rigueur  et  la  clarté  dans  son  enseigne- 
ment; tous  ceux  qui  l'ont  entendu  peuvent  l'attester.  V.  Pui- 
seux n'était  pas  seulement  mathématicien  :  intelligence  par- 
faitement équilibrée,  il  s'intéressait  sérieusement  à  une  foule 
de  questions.  Dès  sa  première  jeunesse,  il  avait  cultivé  avec 
bonheur  les  langues  étrangères  et  la  botanique.  Ces  aptitudes 
variées  le  désignèrent  à  la  sortie  de  ses  éludes  à  l'attention 
du  célèbre  naturaliste  Auguste  Saint-Hilaire,  dont  il  suivait 
alors  assidûment  les  cours.  Puiseux  accepta  avec  empresse- 
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ment  la  proposition  qui  lui  fut  faite  d'accompagner  son 
maître  en  Norwège,  où  ils  entreprirent  l'exploration  bota- 
nique du  pays;  ils  poussèrent  jusqu'à  Erontheim;  la  saison 
avancée  ne  leur  permit  pas  d'aller  plus  loin.  V.  Puiseux  eut 
toujours  un  goût  extraordinaire  pour  les  voyages,  surtout  les 
voyages  dans  les  montagnes.  Les  Alpes  avaient  particuliè- 
rement ses  préférences:  vingt  fois  il  les  parcourut,  non  pas 
seulement  en  simple  touriste,  comme  on  pourrait  le  croire, 
mais  en  véritable  explorateur.  En  1848,  il  fut  le  premier  qui 
atteignit  le  sommet  de  la  pointe  des  Eciins  (4,103  m.)  (voir 
VThymper,  Scrambles  amongst  theÀlps);  il  fut,  on  le  com- 
prend, un  des  premiers  fondateurs  du  Club  alpin  français. 

Cbez  Victor  Puiseux  l'homme  privé  n'était  pas  moins 
di^ne  de  servir  de  modèle  que  le  savant  :  étranger  à  l'es- 
prit d"intrigue,  à  l'ambition  personnelle,  son  indifférence 
pour  les  honneurs  allait  jusqu'à  l'apathie.  Il  pensait  que 
c'est  au  pouvoir  à  distinguer  le  vrai  mérite  et  non  point  à 
celui-ci  à  venir  s'offrir.  À  l*un  de  ses  amis  qui  venait  le 
féliciter  sur  sa  nomination  au  grade  d'officier  de  la  Légion 
d'honneur,  il  fit  cette  réponse  si  modeste  et  si  simple  :  «  Oh! 
dit-il,  ces  distinctions  ne  me  sont  agréables  que  par  le  plai- 
sir qu'elles  font  à  mes  amis.  »  La  simplicité,  la  douceur, 
la  régularité  de  sa  vie  ont  frappé  tous  ceux  qui  l'ont  appro- 
ché :  il  ne  connaissait  d'autre  bonheur  que  le  travail,  la 
contemplation  des  beautés  de  la  nature,  les  joies  pures  de  la 
famille.  V.  Puiseux  avait  épousé  en  1849  la  fille  de  M.  Jean- 
net,  alors  proviseur  du  lycée  de  Versailles  :  six  enfants 
complétèrent  cette  union  basée  sur  les  sentiments  les  meil- 
leurs et  les  plus  élevés.  Il  eut  la  douleur  de  voir  quatre  d'entre 
eux  et  leur  mère  le  précéder  dans  la  tombe.  Deux  fils  seule- 
ment, deux  fils  dignes  de  lui.  survivent  aujourd'hui,  et 
gardent  pieusement  la  mémoire  de  ses  vertus.  Eux  seuls 
pourraient  témoigner  à  quel  point  sa  tendresse  paternelle  a 
été  ingénieuse  et  persévérante.  Doué  d'aptitudes  presque 
universelles,  il  dirigeait  leurs  études,  leurs  voyages,  leurs 
amusements.  Aucun  devoir  n'était  indifférent  à  la  conscience 
de  Puiseux  :  aimant  profondément  son  pays,  on  le  vit  en 
juin  1848,  récemment  nommé  à  la  Faculté  de  Besançon, 
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quitter  la  toge  de  professeur  pour  le  fusil  de  garde  natio- 
nal et  se  rendre  à  Paris  pour  y  concourir  à  la  défczzo  de 
l'ordre  social.  Il  fit  plus  encore  en  1870:  laissant  dans  le 
Midi  ses  jeunes  enfants  qu'il  accompagnait  en  voyage  de 
vacances,  il  vint  s'enfermer  dans  Paris  assiégé  et  donner  à 
tous,  dans  les  postes  pénibles  et  périlleux  des  remparts, 
l'exemple  de  la  fermeté  et  de  l'abnégation. 

Victor  Puiseux  était  un  homme  de  convictions  profondé- 
ment chrétiennes,  mais  il  y  joignait  la  tolérance  la  plus  par- 
faite. A  l'école  il  s'était  lié  avec  Pierre  Olivain,  entré  depuis 
dans  la  Compaguie  de  Jésus  et  tombé  en  1871  sous  les 
balles  de  la  Commune.  Ensemble  ils  donnaient  aux  œuvres 
de  charité  une  partie  de  leurs  jours  de  congé  ;  ensemble  ils 
fondèrent  une  des  Conférences  de  Saint- Vincent  de  Paul  de 
Paris,  aujourd'hui  encore  jeune  et  vivante,  composée  en 
grande  partie  d'élèves  des  Écoles  et  qui  gardent  fidèlement 
le  souvenir  de  ses  fondateurs. 

Enfin,  pour  conclure,  une  bonté  inépuisable,  une  charité 
active  étaient  comme  l'àme  de  sa  vie.  Il  venait  à  peine 
d'avoir  la  joie  de  marier  son  fils  aîné,  quand  la  mort  est 
venue  le  prendre,  le  9  septembre  1883,  à  Frontenay  (Jura), 
dans  la  famille  de  sa  belle-fille,  et  où,  fidèle  aux  convic- 
tions de  sa  vie,  il  a  donné  aux  siens  le  consolant  spectacle 
d'une  mort  vraiment  chrétienne. 

Un  vieil  ami  et  camarade  d'école. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


138.  —  Soit  yOx  un  angle,  A  un  point  pris  sur  Ox;  par 
le  point  A  on  mène  une  droite  AB,  et  par  le  point  0  une 
droite  OP,  telle  que  l'angle  PO(/  soit  égal  à  l'angle  BAa\ 
Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection  de  AB 
et  de  OP  lorsque  l'angle  BAx  varie.  (L.  Lévy.) 

139.  —  Mener  par  un  point  donné  A  une  droite  dont  les 
distances  à  deux  points  donnés  aient  une  somme  donnée. 
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Discuter  en  faisant  varier  la  position  du  point  A  dans  le 
plan.  (L.  Lévy.) 

140.  —  Si  d'un  point  de  la  circonférence  de  diamètre  AB, 
pour  centre,  on  décrit  une  circonférence  tangente  à  AB,  les 
tangentes  à  cette  circonférence  issues  des  points  A  et  B 
sont  parallèles.  (L.  Lévy.) 

141.  — Construire  un  triangle  sachant  que  la  bissectrice 
coupe  deux  circonférences  données  sous  des  angles  donnés, 
et  que  les  côtés  adjacents  passent  par  les  centres  des  deux 
circonférences.  (L.  Lévy.) 

142.  —  Soient  ABC  un  triangle,  Ole  centre  du  cercle  cir- 
conscrit; par  0  je  mène  une  droite  quelconque,  qui  coupe 
respectivement  BC,  GA,  AB,  en  m,  »,  p.  Soient  m',  ri,  p',  les 
symétriques  de  m,  n,  p,  par  rapport  à  0  ;  démontrer  que  les 
droites  km',  Bri,  Gp'  se  coupent  sur  le  cercle  circonscrit  à 
ABC.  —  Généraliser  le  théorème  par  projection  et  en  déduire 
la  constraction  par  points  d'une  ellipse  dont  on  connait  le 
centre  et  trois  points.  (E.  Lemoine.) 

143.  —  On  considère  un  cercle  A  et  deux  diamètres  rec- 
tangulaires AB  et  CD  ;  d'un  point  M  mobile  sur  A,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  MP,  sur  AB.  Par  le  point  P  on  mène 
des  parallèles  aux  droites  CA  et  CB  et  l'on  joint  MC.  Cette 
droite  MC  rencontre  les  parallèles  en  question  aux  points 
R  et  Q.  Trouvez  le  lieu  décrit  par  le  milieu  de  RQ. 

Ce  lieu  est  un  cercle.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 


IMIMIIMERIE   CENTRAL!'.   UT.^   CIIKMINS   l»K   FER.  —  WPRIMtRlE  CIIAIX. 
RUE  BERGERE,  20,   PARIS.    —  CD52-A. 
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SUR  LA  QUESTION  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

DONNÉE 
AU    CONCOURS   D'ADMISSION    A    L'ÉCOLE    FORESTIÈRE,    EN    1883 

Par  M.  Picquet,   répétiteur  à  l'École  polytechnique. 


Étant  donné  un  parallélogramme  ABCD,  dont  les  côtés  AB, 
AC  sont  fixes  déposition,  mais  variables  quanta  leurs  longueurs, 
de  telle  sorte  que  le  sommet  D  décrive  une  droite  fixe  EF,  trouver 
le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  H  des  hauteurs  du 
triangle  ABC. 

A  chaque  point  D  de  la  droite  EF  correspond  ainsi  un  point 
du  lieu;  établir  cette  correspondance  pour  les  différentes  régions 
de  la  droite  EF  dans  le  cas  général,  et  spécialement  dans  le 
cas  où  l'angle  A  est  un  angle  droit. 

La  première  partie  de  la  question  avait  élé  donnée  à  l'inten- 
tion de  tous  les 
candidats;  elle  a 
en  effet  été  traitée 
par  un  grand  nom- 
bre d'entre  eux 
avec  plus  ou  moins 
d'élégance,  suivant 
qu'ils  possédaient 
ou  non  l'usage  des 
déterminants. 

Prenant  pour 
axes  de  coordon- 
nées obliques  les 
côtés  AB,  AG  du 
p  arallélogramme 
et  désignant  leur  angle  par  6,  si 

ax  -f-  by  -\-  c  =  o 
est  l'équation  de  la  droite  EF,  et  si  a  et  (3  sont  les  coordonnées 
variables  du  point  D,  on  voit  immédiatement  que  les  bau- 
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teurs  CH,  BH  ont  pour  équations 

x  -f-  (y  —  S)  cos  0  =  o, 
(x  —  a)  cos  ô  -j-  y  =  o. 
On  a  de  plus 

ax  -f-  65  -f-  c  =  o. 
Éliminant  y.  et  (3  entre  ces  équations,  on  a 
o       —  cos  0       œ  -f-  y  eos  0 

—  COS  6         O  £CC0S8-)-y      =o 

a  b  c 

ou,  en  supprimant  le  facteur  cos  6, 

œ(fl  cos  0  -f-  6)  -f-  y  (a  -f-  b  cos  0)  -f-  c  cos  6  =  o, 
équation  qui  représente  une  ligne  droite  PQ. 

La  seconde  partie  de  la  question,  destinée  à  différencier 
les  candidats,  n'a  établi  entre  eux  aucune  distinction,  attendu 
que  personne  ne  l'a  traitée;  et  l'objet  de  cette  note  est  de 
leur  indiquer  la  marche  qu'ils  devaient  suivre.* 

Si  le  point  D  vient  en  E,  le  point  H  vient  au  point  Q,  ou 
la  perpendiculaire  élevée  en  A  à  l'axe  ky  rencontre  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  E  sur  l'axe  Xx.  De  même  si  D  vient 
en  F.  H  vient  au  point  P  où  la  perpendiculaire  AP  à  l'axe  \-r 
rencontre  la  perpendiculaire  abaissée  de  F  sur  l'axe  A//. 
C'est  ce  qu'il  est,  d'ailleurs,  facile  de  vérifier  par  le  calcul. 
La  droite  demandée  est  donc  la  seconde  diagonale  du  paral- 
lélogramme APGQ  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires  aux  axes 
et  dont  deux  sommets  opposés  sont  le  point  A  et  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs  G  du  triangle  AEF  :  et  l'on  voit  alors 
aisément  que  si  le  point  D  décrit  successivement  les  seg- 
ments oo  E,  EF,  F  oo,  sur  la  droite  donnée,  le  point  H  décrit 
respectivemenl  les  segments  oo  P,  PQ,  P  ce.  sur  la  droite 
trouvée. 

Si  l'angle  0  devient  droit  et  si  l'on  applique  encore  au 
point  D  la  construction  qui  donne  le  point  11.  pour  tout 
point  1)  de  la  droite  donnée,  on  trouve  l'origine  A:  cepen- 
dant, si  l'on  fait  cos  0  =  o  dans  l'équation  de  la  droite  PQ, 
elle  devient 

bx  -f-  ay  =  o 

qui  représente  La  droite  menée  par  l'origine  symétriquement 
par  rapport  à  la  perpendiculaire  à  EF.  Dr,  si  l'on  applique 
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à  un  point  quelconque  de  cette  droite  la  construction  inverse 
qui  permet  de  déduire  le  point  D  du  point  H,  on  trouve  que 
le  point  D  correspondant  est  à  l'infini.  Si  donc  on  trouve  une 
droite  et  non  pas  seulement  l'origine,  cela  tient  à  ce  que  le 
point"  à  l'infini  sur  la  droite  donnée  donne  lieu  à  une  inii- 
nilé  de  points  H  à  dislance  finie,  tandis  que  tous  les  points 
à  distance  finie  ne  fournissent  que  l'origine. 

Il  est  facile  d'ailleurs  de  se  rendre  compte  de  la  direction 
particulière  trouvée  dans  ce  cas  pour  la  droite  PQ.  Le  qua- 
drilatère inscriptible  BCIJ  donne  en  effet 
AJ  x  AG  =  AI  X  AB, 
d'où 

AJ        _AÇ_ 

~ÂTX  AB    ~  lm 

-       AJ 
Mais,  lorsque  0  tend  vers  —,   — ^—  tend  vers  le  coefficient 

2       AI 

augulaire  de  ]a  droite  qui  joint  l'origine  à  un  point  du  lieu  ; 

AG 

est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  ioint  l'ori- 

AB  °  *      J 

gine  au  point  correspondant   de    la   droite  donnée;  ce   qui 

prouve  que  le  produit  des  coefficients  angulaires  des  droites  qui 

joignent  l'origine  à  deux  points  correspondants  tend  vers  l'unité. 

Supposant  le  point  D  à  l'infini  sur  EF,  on  en  conclut  alors 

pour  la  droite  PQ  la  direction  indiquée  par  le  calcul. 


EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ELEMENTAIRES 

Par  M.  Emile  Leinoinc,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
(Suite,  voir  p.  49.) 


XV  VI 


On  donne  un-  triangle  ABC:  lieu  des  points  0  tels  que  si  par  0 

on  mène 

OAr  parallèle  à  BG  et  terminé  en  Ac  sur  AG, 

OG         —  AB  —  Ca  sur  AG, 

on  ait  • 
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GCa        i 

AAC    _    ' 
1  étant  un  rapport  donné. 

Soit  K  le  point  du  lieu  situé  sur  BG  ;  k  le  point  de  AG 
tel  que  Kk  soit   parallèle  à  AB; 

Soit  H  le  point  du  lieu  situé  sur  AB  ;  h  le  point  de  AG 
tel  que  H/i  soit  parallèle  à  BC  ; 

Soit  a  le  point  du  lieu  situé  sur  AG. 

La  réciproque  du  théorème  des  transversales  montre  faci- 
lement que  H,  K,  <j.  sont  en  ligne  droite,  je  dis  que  cette 
droite  est  le  lieu  cherché.  En  effet  :  soit  Oun  point  de  cette 
droite,  OAc,  OGa  les  lignes  construites  comme  l'indique 
l'énoncé. 

On  a 

CG„         ;j.G  -f-  [i.Ca 


A  A,    "  "    uA  -f-  [jA,.    ' 

mais  <j.  étant  un  point  du  lieu  on  a  facilement 

/ 


,c  =    ,  +  .  .  /, 

ri  A    —           l              h 

Soif 

l  +     I 

on   a 
mais 

alors 

j.b 

u.Ga  =  ]  .  ijA  =  — — 

u.Ac        0<j. 

donc 

|*Ae 

=  j 

.  ,j.h  =  /(A/i  —  A|x)  = 

j.b 


De  (I),  (2),  (3),  (4),  substitués  dans  (a),  on  tire 


CCq        =  /+    I  W+     I 

AA,    '  _i .     ,       j.b 


(«0 


(3) 


(4) 
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Le  point  0  jouit  donc  de  la  propriété  considérée;  on  dé- 
montre immédiatement  que  tout  point  qui  n'est  pas  sur  la 
droite  HKy.  ne  jouit  pas  de  cette  propriété:  le  lieu  est  donc 
la  droite  ÏÏK;j„  c.  q.  f.  d. 

Appelons  L  cette  droite. 
Nous  laissons  aux  élèves  à  démontrer: 
1°  Que,  quel  que  soit  1,  la  droite  HKy.  passe  par  le  symétrique 
de  B  par  rapport  au  milieu  de  AC. 
2°  Que,  si  par  0  on  mène  une  parallèle  à  AC  coupant  BC  en  Bc 
—  —  AB      —        —      Gb 

_  _  AG      —      AB      Ba 

__  _  BG      —        —     Ab 

BBC 

et  que  l'on  cherche  le  lieu  des  points   0  tels   que  ■    n  ■   =  m, 

m  étant  un    rapport  donné,    lieu  qui  est  une   droite   que  nous 

AAh 
appelons  M  ;  et  le  lieu  des  points  0  tels  que  ■  =  n,   n  étant 

un  rapport  donné,  lieu  qui  est  une  droite  que  nous  appelons  N  : 
les  (rois  lieux  L,  M,  N  concourront  en  un  même  point  si  l'on  a 
l.m.n  =  i . 

XXYII 

Étant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  dans  son  plan  un  point 
tel  qu'en  menant  par  ce  point  des  parallèles  aux  trois  côtés,  les 
longueurs  de  ces  parallèles  comprises  entre  les  côtés  du  triangle 
soient  proportionnelles  aux  carrés  des  côtés  auxquels  elles  sont 
parallèles. 

Première  solution.  —  Soient  Ac,  Ab  les  points  où  la  paral- 
lèle à  BG  menée  par  0  coupe  AG  et  AB; 

Soient  Ba,  Bc  les  points  où  la  parallèle  à  AG  menée  par  0 
coupe  AB  et  GB; 

Soient  Gb,  Ga  les  points  où  la  parallèle  a  AB  menée  par  0 
coupe  CB  et  AG. 

On  a  par  l'énoncé 

ACA(,  BcBa  CaC(, 


o*  62  c2  f 


mais  on  sait  que 
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A  A,.  B,B,      ,     G0C 


donc 
ou 

par  suite 


BC        '       AC      '      AB 
az  -f-  bz  -f-  cp  =  2 


A,,  A, 
BfB, 

C„  Ci, 


P 

lr 

V 
c- 


V 

II  est  facile  de  démontrer  que  la  distance  d'un  sommet  à  la 
parallèle  menée  par  ce  point  au  côté  opposé  est  égale  au 
diamètre  du  cercle  inscrit;  par  conséquent  ce  point  est  celui 
que  nous  avons  désigné  par  co,  et  dont  nous  avons  étudié 
les  propriétés  (voir  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  1883, 
page  49  et  suivantes). 

On  peut  démontrer  aussi  le  théorème  suivant  : 

Les  trois  triangles  CwxB,  Gu^A,  AwxB  sont  respectivement 
proportionnels  à  p  —  a.  p  —  b,  p  —  c. 

Il  y  a  d'autres  points  qui  répondent  ù  la  question. 

Aiusi   nous  sommes  partis  de  l'égalité 

A,  A,,  B„B,.  C„C), 

t  — m — r 


BC       '       AC      '      AB 

mais  si  nous  étions  partis  de  L'égalité 

B„B,  A  A 


AC       '       A 15  BC 

nous  aurions  trouvé 


p  —  a 
yj.  représentant  la  valeur  commune  des  i  ipports 
A,  A,  B„B,  C„C„ 

//*      ~~      l>*      ~  ~c~-     ' 
"ii  trouverait  ainsi  un  poinl  pour  Lequel  m  aurait 
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A, 

R 

Bc 

i  ' 

= 

n- 

P 

o2 

a 

1j 

r 

P 

c2 

a 

p  —  a 

On  verrait  facilement  que  la  distance  d'un  sommet  à  la 
parallèle  menée  par  ce  point  au  côté  opposé  est  égale  au 
diamètre  du  cercle  ex-inscrit  de  rayon  r„,  par  conséquent 
(loc.  cit.)  ce  point  est  celai  que  nous  avions  étudié  en  le 
désignant  par  u>„ ,  etc.  Les  quatre  points  tûit  wa ,  wb ,  o>n  sont 
donc  tels  si  par  chacun  de  ces  points  on  mène  des  paral- 
lèles aux  trois  côtés,  les  parties  de  ces  parallèles  comprises 
entre  les  côtés  du  triangle  sont  proportionnelles  aux  carrés 
des  côtés. 

Deuxième  solution.  —  Proposons-nous  de  déterminer  géo- 
métriquement le  point  ii»!  d'une  autre  façon  que  par  les 
constructions  indiquées  (loc.  cit.). 

On  a 

UL/„  Kja  ^b  C<Ua  O7  O/, 


d'oii 


D'après  le  problème  XXVI  fe'esl  le  cas  de  l  =  — j  ,    le 

point  û>4  appartient  à  une  droite  facile  à  déterminer  ;  pour 
la  construire  il  faut  prendre  sur  CB,  à  partir  de  O  dans  le 
sens  GB,  la  longueur  CAt  =  AB  et  joindre  At  au  symétrique 
de  B  par  rapport  au  milieu  de  AC. 

Le  point  o^  appartient   encore  à  uue   autre    droite   ana- 
logue qui  est  le  lieu  des  points  caractérisés  par  l'égalité 

A  A,,         _a_ 
BB„    "~    b' 
Il  est  donc  déterminé. 


AO            AB 

u«         b         - 

c 

AAC          A,,  A, 

AA£ 

ou      b     = 

A6Ae 

AO             BO 

a      ' 

OOa           Oa  L& 

A  A,          AbAc 

a          c- 
c           a2 

a        c 

c         a 
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Une  méthode  semblable  s'applique  à  la  construction  des 
points  co„ ,  u>i,,  toc. 

XXVIII 

Soit  M  un  point  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC,  soit 
un  angle  droit  ayant  son  sommet  en  M  et  dont  les  côtés  coupent 
BG  en  at,  a2,  tels  que  le  milieu  de  la  droite  ata2  soit  aussi  le 
milieu  A'  de  BG,  je  dis  que  la  droite  Ma^  coupera  AG  en  bl5  AB 
en  cls  que  la  droite  Ma2  coupera  AG  en  b2,  AB  en  c2  de  façon 
que  les  milieux  de  b^,  0,02  coïncident  respectivement  avec  les 
milieux  B'  et  G'  de  AG  et  de  AB. 


Démontrons  par  exemple  que  C'c,  =  C'c2,  ou,  puisque 
r.Mr,  est  rectangle,  que  MG'c,  est  isoscèle,  ou  enfin  que 
angle  C'CjM  =  angle  CMc^ 

On  a 

GV,M  =  r,Br;,  -f  Ba^  =CB'A'  +  Bo.c,  ; 
c'est-à-dire    que,  si   p   et  a  sont  les  points  où  Mat  et  BG 
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coupent   le    cercle    des   neuf  points,    l'angle  C'c^I   a  pour 
mesure    —  G'MA'  -4 MA'  -I px. 

2  2  2 

L'angle    C'Mct   a   pour   mesure  —  CM  +  —  MA'p  ou 
—  G'MA'  -f  —  A'p. 

2  2 

Maiscomme  par  hypothèse  dans  le  triangle  rectangle  a^la^ 
on  a  t^A'  =  A'M,  les  2  angles  A'axM,  atMA'  sont  égaux;  donc 

leurs  mesures  — MA'-j px  et  —  A'p  sont    égales. 

La  mesure  deC'Mc,  est  donc  —  C'MA'-I MA'  -J px, 

2  2  2 

c'est-à-dire  la  même  que   celle   de  C'qM.  Ces  deux  angles 

étant  égaux,  le  théorème  est  démontré. 

XXIX 

Soit  un  triangle  ABC  ; 

Soient  la  le  plus  court  chemin  entre  un  point  0  de  son  plan  et 
le  sommet  A.  après  avoir  touché  BC,  lb  le  plus  court  chemin  entre 
0  et  B  après  avoir  touché  AC,  lc ,  etc.  ; 

Trouver  :  1°  Le  point  0  pour  lequel  la  -\-  lb  +  lc  est  un  mi- 
n  imum  ; 

2°  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  somme  \2a  -f-  1^  -j-  1^  est 
égale  à  un  carré  donné; 

3°  Le  point  pour  lequel  cette  somme  de  carrés  est  minima. 

Ces  questions  paraissent  fort  complexes,  mais  une  remarque 
très  simple  va  en  donner  la  solution  immédiate. 

Soient  A,  B',  G'  les  symétriques  des  sommets  par  rapport 
aux  côtés  opposés;  on  a  évidemment 

la    =    OA 

lb  =    OB' 

h  =  OC' 
de   sorte  que  le   point  0  pour    lequel   la  -j-  lb  -f-  lc  est  un 
minimum   est  le  point  pour  lequel  la  somme  des  distances 
aux  trois  points  A',  B',  C  est  minimum  ;    c'est  comme  l'on 
sait  le  point  d'où,  l'on  voit  les   trois  côtés  de  A'B'C    sous 
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le  même  angle  si  aucun  des  angles  de  ce  triangle  n'est  su- 
périeur à  123  degrés,  etc.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels 
la  -j-  lb  -j-  l2c  est  égal  à  un  carré  donné  est  une  circon- 
férence qui  a  pour  centre  le  centre  de  gravité  du  triangle 
ABC.  ce  centre  de  gravité  est  le  point  du  plan  pour 
lequel  la  .somme  Ç  -|-  l\  -f-  l\  est  minimum. 

Nous  engageons  les  élèves  à  discuter  ces  problèmes. 

Le  minimum  de   la  -\-  h  +  k  est  : 


î 


2T  y/  3     +-1    jG»  -f  b>  +  <-  -f-  (-+-) 

T,  S,  R  représentant  la  surface    de  ArB'C,    la   surface    de 
ABC  et  le  rayon  de  cercle  circonscrit  à  ABC; 
Le  minimum  de    II  -j-  l'I   -f-   il    est  : 

-l.  [«  +  *  +  * +(4-y\. 

PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR 

ET    PLUS    PETIT    MULTIPLE    COMMUN    DES    NOMBRES    FRACTIONNAIRES 
Par  M.  I*.  Barrieu,  professeur  au  Lycée  de  Mont-de-Marsan. 

(Suite,  Voir  p.  54.) 


Théorème  VI.  —  Si  l'on  multiplie  ou  si  l'on  divise  plu- 
sieurs fractions  par  un  même  nombre,  entier  ou  fractionnaire, 
leur  plus  grand  commun  diviseur  et  leur  plus  petit  multiple  com- 
mun sont  multipliés  ou  divisés  par  ce  nombre. 

a      a' 
Considérons   d'abord    les    fractions  irréductibles  — - ,  — -, 

b       b 

—pr   .,.,  et  voyons  ce  que  devient  leur  plus  grand  commun 

diviseur  quand  on  multiplie  tous  les  numérateurs  par  un 

nombre  premier  a. 

Si  le  facteur  premier  a  n'est  contenu  dans  aucun  des  déno- 

,  ,       c  ex       c'a       a'x 

ininaleurs,  les  fractions ,  — —  ,  — — -,    .    .    .   sont  irreduc- 

0         0  0 

tibles. 
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Mais  le  facteur  premier  oc  a  été  introduit  dans  tous  les 
numérateurs;  donc  le  plus  grand  commun  diviseur  des  numé- 
rateurs est  multiplié  par  oc,  tandis  que  le  plus  petit  mul- 
tiple commun  des  dénominateurs  n'a  pas  changé.  Le  plus 
grand  commun  diviseur  des  fractions  est  donc  multiplié 
par  oc. 

Si  au  contraire  le  facteur  premier  oc  entre  dans  un  ou  plu- 
sieurs des  dénominateurs,  les  fractions  -7-,  —rr-,  —n~~>  •  •  • 

b        b         b 

réduites  à  leur  plus  simple  expression,  conformément  à  la 
règle  du  n°  1,  n'auront  plus  x  facteur  commun  des  numéra- 
teurs, et  d'autre  part  l'exposant  de  a  aura  diminué  d'une 
unité  dans  tous  les  dénominateurs.  Le  plus  grand  commun 
diviseur  des  numérateurs  n'aura  donc  pas  changé,  tandis 
que  le  plus  petit  multiple  commun  des  dénominateurs  aura 
été  divisé  par  oc.  Donc  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
fractions  sera  encore  multiplié  par  oc. 

Ainsi  dans  tous  les  cas,  en  multipliant  tous  les  numéra- 
teurs par  le  facteur  premier  oc,  on  multiplie  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  fractions  par  oc. 

Si  maintenant,  après  avoir  réduit  à  leur  plus  simple  expres- 

0.x      a'x      a"  x 
sion  les  fractions  -7-,  -77—,  -  , ..  -,   .    .    .   ,  nous  multiplions 
0        b         b 

de  nouveau  tous  les  numérateurs  par  x,  ou  par  tout  autre 
facteur  premier,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  frac- 
tions sera  de  nouveau  multiplié  par  x,  ou  par  cet  autre  fac- 
teur premier,  et  ainsi  de  suite. 

Il  résulte  de  là  que,  si  nous  multiplions  tous  les  numéra- 
teurs par  les  facteurs  premiers  qui  composent  un  entier  p, 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  fractions  sera  multiplié 
par  p. 

On  démontrerait  de  même  que  si  l'on  multiplie  tous  les 
dénominateurs  par  un  entier  q,  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  fractions  est  divisé  par  q. 

On  a  donc 

/_«p_      ap^      aTp_         \_.P.n/l      fl'       o'  \ 

\bq    '    b'q    '    b"q    " "j  ~~   q         \b   '    b'    ' b"   "  "  ) 
et,  en  remplaçant  les   fractions  irréductibles  par  les  frac- 
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tions  égales  : 

^fA.P    A'.  P    A".  P  \_     ~P_        /A    A    A  \ 

DV¥7Q'B'.Q'B  .  Q  '  '")—  Q*D\B'Br,Br'  -"J-^ 

C.  Q.  F.  D. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  l'identité 
/A.P"    A'.P   A".P  \        P        /A    A'   A"  \ 

m  liTn»TF7r,TÏr7r,---    =  77-™ TT»  TFnïr ,  ■  •  •  )•    (10) 


.B.Q'B'.Q'B  .0   ;  "'/        Q"      \B'B"B 

Corollaire  I.  —  Si  Von  divise  plusieurs  fractions  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  les  quotients  ainsi  obtenus  sont 
premiers  entre  eux. 

En  effet,  d'après  la  définition  même  du  diviseur,  ces  quo- 
tients sont  entiers,  et  de  plus  leur  plus  grand  commun 
diviseur  est  l'unité  puisqu'il  est  égal  au  plus  grand  commun 
diviseur  des  fractions  divisé  par  lui-même. 

Corollaire  II.  —  Si  Von  divise  le  plus  petit  multiple  com- 
mun de  plusieurs  fractions  par  chacune  d'elles,  les  quotients 
ainsi  obtenus  sont  premiers  entre  eux. 

En  effet,  posons 

/  A       A'       A" 

;i"  ~~  m  \B   '   B'    '   B" 

nous  avons  d'après  le  théorème  VI 

,  .jlB      i*B'      aD"  \  _.   /B      B'      B" 

D(-    -._,_,...J  =  lu.D(^ 


±5'       1T  \ 


/A      A'       A"  \.     .  _ 


=    I  C.  Q.  F.  D. 

Théorème  VII.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plu- 
sieurs fractions  est  égal  à  un  nombre  quelconque,  entier  ou  frac- 
tionnaire, divisé  par  le  plus  petit  multiple  commun  des  quotients 
obtenus  en  divisant  ce  nombre  par  chacune  des  fractions. 

En  effet,  on  a  d'après  le  théorème  VI  : 

K  .  Ii      K  .  B'      K  .  B"  \ 


A  A'  A 

=  K  .  m 


VT'  A    '   A"  '  '    '  '  ) 
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K 


d'où 


1   B  '   B'  '  B" 


1   B  '  B'  '  B' 


(Voir  théorème  V) 


K 


K  .  B     K  .  B'    K  .  B" 


m 


A  A'      '     A' 


(H) 


Corollaire  I.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  plu- 
sieurs fractions  est  égal  à  un  multiple  commun  quelconque  M 
divisé  par  le  plus  petit  multiple  commun  des  quotients  obtenus 
en  divisant  M.  par  chacune  des  fractions. 

Car  en  faisant  K  =  M  dans  la  formule  (11)  on  a 

V  B  '   B"   B"  *  '  ' 


m 


M  .   B      M  .  B'     M  .  B 


A       '      A' 


Corollaire  II.  —  Le  plus  grand  commun  diviseur  den  frac- 
tions est  égal  à  leur  produit  divisé  par  le  plus  petit  multiple 
commun  des  produits  obtenus  en  combinant  ces  fractions  (n —  i) 
à  (n  —  i). 

A      A'      A" 
Car,  en  prenant  pour  K  le  produit  P  =  — - .  -=- .  -tj— ■  ,  .  .  . 

DO  B 

on  a 

A      A'      A" 


I) 


B  '  B'  ;  B"  '  "  '  7  /  P  .  B      PJ'      P  .  B" 

m 


A      ' 

A' 

P 

P       P 

P 

T'T7 

;T"  ' 

B      B' 

B* 

A" 


(13) 


Théorème  VIII.  —  Le  plus  petit  multiple  commun  de  plu- 
sieurs fractions  est  égal  à  un  nombre  quelconque,  entier  ou  frac- 
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tionnaire,  divisé  par  le  plus  grand  commua  diviseur  des  quotients 
obtenus  en  divisant  ce  nombre  par  chacune  des  fractions. 
En  effet,  on  a,  d'après  le  théorème  VI, 
'K  .  B     K  .  B      K  .  B 


D 


A  A'      '      A" 


=  K.Dl4     B'      B" 


/_B     _B_    JT_  \ 


K 


m 


A_    _A_     A 

B  'IT'W 


d'où 

/  A    _A_     A"  \__  K 

m  \  B  '   B"   B77"'   •  '  ')  -      /K.B      K.B'      K.B'  \  {U) 

D[    A    '      A'     '      A"     "") 

Corollaire  I.  —  Le  plus  petit  multiple  commun  de  plu- 
sieurs fractions  est  égal  à  un  multiple  commun  quelconque  M 
divisé  par  le  plus  grand  commun  diviseur  des  quotients  obtenus 
en  divisant  M  par  chacune  des  tractions. 

Car,  pour  K  =  M,  l'identité  (14)  devient 

(±JLJL      \-  M m, 

\B  '   B  '    B'  '   •••;—       /M.B      M.B'     M.B'  \{    > 


A    '      A     '     A" 


Corollaire  II.  —  Pour  qu'un  multiple  commun  à  plusieurs 
fractions  soit  le  plus  petit,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  divisant  ce 
multiple  par  chacune  des  fractions  les  quotients  obtenus  soient 
premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble. 

En  effet,  l'égalité  (15)  montre  que  pour  que  l'on  ait 

il  faut  et  il  suffit  que 

M.B      M.B'     M.B" 


"(- 


A     '      A     '     A"    '    • 

M.B      M.B' 
ou,    en   d  autres    termes,   que    les    quotieuts  — - — , — j-j — 

A  A 

MB' 

— -7—,  .•■   soienl  premiers  outre  eux. 
A 
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Corollaire  III.  —  Le  plus  petit  multiple  commun  de 
n  fractions  est  égal  à  leur  produit  divisé  par  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  produits  obtenus  en  combinant  ces  fractions 
(n  —  i)  à  (a  —  i). 

Eu  effet,  eu  prenant  pour  K  le  produit 


B    '     B'    '    B 


on  a 

A      A'      A" 


m 


K   '     '  T\(  P'B         P-B'         P-B" 

p 

D 


P 

P 

P 

A' 

A7"' 

A"' 

B 

B' 

Tr 

Théorème  IX.  —  Le  produit  de  n  fractions  est  égal  au 
plus  petit  multiple  commun  des  produits  obtenus  en  combinant 
ces  fractions  i  à  i  multiplié  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  produits  obtenus  en  les  combinant  (n  —  i)  à  (n  —  i). 

Eu  effet,  considérons  les  produits  obtenus  en  combinant 
n  fractions  i  à  i;  le  produit  P  des  n  fractions  est  évidem- 
ment un  multiple  commun  des  produits  ainsi  obtenus;  et  les 
produits  obtenus  en  divisant  P  par  chacun  d'eux  sont  les 
produits  desn  fractions  combinées  (n  —  i)  h.  (n  —  i).  Si  donc 
nous  convenons  de  désigner  par  m  (Cn),  D  (CJ,)  le  plus  petit 
multiple  commun  et  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
produits  obtenus  en  combinant  n  fractions  i  à  i,  nous  au- 
rons, d'après  le  théorème  VIII  : 

.    _  P 

d'où 

P  =  ro  (G').  D  (Cr1).  (17) 

Théorème  X.  —  Pour  qu'un  diviseur  commun  à  plusieurs 
fractions  soit  le  plus  petit,  il  faut  et  il  su(]it  qu'en  divisant 
chacune  des  fractions  par  ce  diviseur,  les  quotients  obtenus 
soient  premiers  entre  eux  dans  leur  ensemble. 
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Eu    effet,   soit  8  un    diviseur   commun    quelconque    des 

A       A      A" 
fractions   -^5-»-^-,  -777--  •••  Nous  avons,  d'après    le  théo- 
13       J3        B 

rème  VI, 

/A  A    A' 

/    A       _A_       L*  \         dU'B-B-" 

^VbX  '  b\o'  '  b.o ;  ~~  a 

/\.  A'   A"  \ 

Donc  pour  que  S  =  D  (~ .-,—,,...  J,  il  faut  et  il  suffit 

que 

/  A      A'      A"  \ 

Vb.8'B'.8'B".S'  •"•  )~ 

A      A'       A' 

ou,  en  d'autres  termes,  que  les  quotients  — — ■ ,  rr:,  ^sr-s,  •  •  • 

^  D.O     B.C.     B    .0 

soient  premiers  entre  eux. 

Théorème  XI.  —  Si  l'on  élève  plusieurs  fractions  à  la 
puissance  p,  leur  plus  grand  commun  diviseur  et  leur  plus  petit 
multiple  commun  sont  élevés  à  cette  puissance. 

En  effet,  si  les  fractions  -,  —, ,  ...   sont  irréductibles,   les 
;  b   0 

fractions  — ,  -rr-,   ...  le  sont  aussi,  et  l'on  a,  en  appliquant 
bp    bp 

à  ces  fonctions  le  théorème  I, 

,*_      a>         v        D(fli».  a».  . . .  N 

\bP  '   b'p'       J       m[b*,b'P,...  J  K 

JD(«,«',...)f 

\m(b,b',...)\p 

~(  }\b  '    b'  ' 

et,  en  remplaçant  les  fractions  irréductibles  par  les  fractions 
égales, 

/  A?      A'p         \        (  _  /  A       A'  \  /'' 


On  démontrerait  de  môme  que 


(A?      A'<  \       j      /A 

\W~W")—  \     \B  ' 


A' 
B'  ' 


(19) 
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Conclusion.  —  De  l'étude  précédente  il  résulte  que  les 

propriétés  du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit 

multiple  commun  sont  les  mêmes  pour  les  nombres  entiers 

et  pour   les   nombres   fractionnaires.  On  pourra  donc  faire 

usage   de   ces  propriétés   sans   s'occuper  de   la  nature  des 

nombres    sur  lesquels  on  opère.  —  En  particulier,  quelles 

que  soient  les  valeurs  entières  ou  fractionnaires  aux  lettres 

a.  h,  c,  ...  on  aura  toujours  les  identités  suivantes  : 

D  [a,h.c,  ...)  =  D[V[a,b),c,  ...]  m  [a,b,c,  ...)  =  m[m[a,b),c,  ...] 

D  (a,b,c,...)  .m  JL,JL_L    . )= ,       TO(a,&,c,...)-D(— ,-L—  ,...)  =  i 
a      o      c       /  \a    o    c        J 

D  [ak,bk,ck,  ...)  =  K  .  D(a,&,e,  ...)         m  (ak,bk,ck,  . ..)  =  K  .  m[a.b,c,  ...) 
V(a,b.c,...)  = .,      ',    „ m(a,b,c,...)  =  - 


/M     MM  \  '  '  '  '       '  /M    M    M  \ 


D  (a.b.c, . .  .)= mla.b.c, . .  .)  = 

i  »  •  >      i           /ppp           \  l  '  •  '       '      ^/PPP            \ 

ml— ,—,  —  ....  D— ,—,  —  ,... 

\  a    b    c          /  \  a     6     c           / 

D  {aP,bP,cP,  ...)  —  {  D(a,6.c,  ...)  )p  m  [ar,bP,cP,  ...)  =  j  m(aI6,cf  ...)  jp 

p  =  d(c;o  .  m(c;:-4). 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


Besançon. 


On  donne  un  cercle  en  papier  très  mince  et  très  flexible, 
de  rayon  OA  =  i.  Dans  ce  cercle,  on  découpe  un  secteur 
AOB  avec  lequel  on  forme  un  cône  de  révolution  en  réunis- 
sant les  rayons  extrêmes  OA,  OB.  On  demande  :  1°  quel  est 
en  degrés,  minutes  et  secondes  l'angle  AOB  quand  AB  =  i, 
et  quelle  est  alors  la  surface  du  secteur;  2°  les  expressions 
générales  de  la  surface  latérale,  de  la  surface  totale  et  du 
volume  du  cône,  ainsi  que  la  position  de  son  centre  de  gravité  ; 
comment  varient  ces  expressions  avec  l'arc  AB.  Calculer  les 
valeurs  pour  AB  =:  i . 

—  On  donne  un  rectangle  ABCD;  on  fait  tourner  le 
triangle  ADC  autour  de  la  diagonale  AC  jusqu'à   ce   qu'il 
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vienne  enD'AC,  en  faisant  un  angle  x  avec  ABC.  On  demande 
d'exprimer  en  fonction  de  x  :  1°  le  volume  du  tétraèdre  ABCD'  ; 
2°  la  surface  totale;  3°  la  distance  du  sommet  D'  au  centre 
de  gravité  de  la  base  opposée. 

—  Un  trapèze  ABB  A',  dont  les  angles  A'  et  B'  sont  droits, 
est  défini  par  les  trois  dimensions  AA'  =  a;  BB'  =:  b;  B'A' 

•      ..     ,  MA'  a 

=  c  ;  on  preni  sur  A  B  un  point  M  tel  que  -  =  —  ;  on 

MB  o 

tire  MA  et  MB;  calculer  la  surface  du  triangle  ABM  et  le 

volume  engendré  par  ce  triangle  en  tournant  autour  de  A'B  . 

Déterminer  ensuite  les  trois  quantités  a,  b,  c,  de  façon  :  1°  que 

l'angle  AMB  soit  droit;  2°  que  la  surface  ABM  soit  égale  a 

m%\  3°  que  le  volume  engendré  par  le  triangle  soit   égal  à 

Lille. 

l'n  corps  du  poids  de  j5  kilog.  tombe  d'une  hauteur  de 
im,3o  sur  un  sol  qui  oppose  à  la  continualion  de  son  mou- 
vement une  résistance  constante  de  5ooo  kilog.  Jusqu'à  quelle 
hauteur  s'y  enfoncera-t-il? 

Marseille. 

Résoudre  et  construire  un  triangle  rectangle  connais- 
sant le  périmètre  et  la  hauteur  abaissée  sur  l'hypoténuse. 
Discussion. 

—  On  a  un  triangle  ABC  d*une  surface  de  1 6  mètres  carrés  ; 

on  prend  sur  la  base  AC  un  point  D  tel  que  AD  =  ,    et   on 

tireBD;  sur  la  droile  DB,  ou  prend  un  point  E  loi  que  DE 

=  ;  puis   on    mène   AE,    EC.    Calculer   la    surface    des 

4 
triangles  AEG,  AEB,  BEC. 

Montpellier. 

Ou  donne  dans   un  Iriangle  la  surface  S.  l'angle    <:,    et 

l'on  <,ii!  que  <l  -f-  b  —  r  =  /,'  ;  calculer    1rs  côtés  S,  />,  C  et  les 

angles   \.  B, 
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Toulouse. 

Par  les  extrémités  de  deux  rayons  OB.  OC  d'une  cir- 
conférence donnée,  on  mène  les  tangentes  BA,  C'A,  qui  se 
coupent  en  A.  Exprimer  en  fonction  du  rayon  R  et  de  la 
projection  BE  de  l'arc  CFB  sur  OB  les  volumes  des  corps 
engendrés  :  1°  par  le  segment  BCFG;  2°  par  le  triangle  BOC; 
3°  par  le  triangle  curviligne  BFCA,  lorsque  ces  trois  figures 
tournent  autour  de  OB.  Cas  particulier  oh.  BE  est  égal  à  BO, 
c'est-à-dire  où.  l'angle  BOC  est  droit.  On  représentera  BE 
par  a. 

Grenoble. 

Étudier  la  variation  de  la  fraction 
x"2  —  i 


ox'2  —  -J.JC 
et  déterminer  en  particulier:   1°  les  maxima  et  minima  de 
cette  fonction;  2°  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fonction 
est  négative. 

Nancy. 

Soit  ABC  un  triangle  rectangle  isoscèle,  l'angle  B  étant 
droit;  par  le  point  A,  on  mène  dans  le  plan  du  triangle  la 
droite  AD,  qui  fait  avec  AB  l'angle  x;  on  demande,  en  fonc- 
tion de  x,  le  volume  engendré  par  le  triangle  tournant 
autour  de  AD.  —  Discussion. 

Dijon. 

Résoudre  l'équation 

sin  5x  =  sin  jx. 

—  Deux  cercles  variables  sont  respectivement  inscrits 
dans  un  angle  donné  et  sont  opposés  au  sommet,  et  la 
somme  de  leurs  aires  reste  égale  à  la  constante  S.  Cela  posé, 
on  demande  d'exprimer  en  fonction  de  x  et  de  S  la  valeur 
de  la  dislance  mutuelle  de  leurs  centres  quand  elle  est 
minima. 
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VARIETES 


Nous  donnerons  très  prochainement  à  nos  lecteurs  une  analyse 
de  l'ouvrage  important  dont  M.  Maximilien  Marie  vient  de  faire 
paraître  les  quatre  premiers  volumes,  sur  /'Histoire  des  sciences 
mathématiques  et  physiques.  En  attendant,  nous  reproduisons 
ici  une  partie  relative  à  la  troisième  période,  cTHipparque  à  Dio- 
phante,  sur  l'algèbre  des  géomètres  grecs. 

Voici,  il  nous  semble,  comment  l'algèbre  pouvait,  dès 
l'antiquité,  être  instituée  dans  son  office  essentiel,  qui  est 
de  donner  le  moyen  de  formuler  des  lois,  sans  qu'il  fût  néces- 
saire pour  cela  de  recourir  à  l'intervention  d'aucun  artifice 
étranger. 

Proposition  I. 

On  obtient  le  rapport  de  deux  grandeurs  de  môme  espèce 
au  moyen  des  opérations  qui  en  fournissent  la  plus  grande 
commune  mesure. 

Si  deux  grandeurs  A  et  B  ont  pour  plus  grande  commune 
mesure  une  grandeur  M,  et  que  cette  plus  grande  commune 
mesure  y  soit  respectivement  contenue  a  fois  et  b  fois,  A  est 

a  fois  la  6me  partie  de  B,et  le  rapport  de  A  à  B  est~.     En 

même  temps,  le  rapport  de  B  à  A  est  — . 

Si  les  opérations  instituées  pour  obtenir  la  plus  grande 
commune  mesure  entre  A  et  B  devaient  se  prolonger  indé- 
finiment, comme  il  arrive  lorsque  l'on  compare  la  diagonale 
d'un  carré  à  son  côté,  les  deux  grandeurs  A  et  B  seraient 
incommensurables,  el  leur  rapport  ne  pourrait  pas  être  for- 
mulé exactement. 

Définition.  —  Le  rapport  de  deux  grandeurs  A  et  B  esl  dit 
égal  «à  celui  de  deux  autres  grandeurs  G  et  D,  lorsque  Les 
deux  séries,  finies  ou  indéfinies,  d'opérations  instituées  pour 
obtenir  la  plus  grande  commune  mesure  entre  A  et  B  d'une 
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part,  entre  G  et  D  de  l'autre,  fournissent  la  même  suite  de 
quotients,  de  sorte  que  deux  restes  de  mêmes  rangs  soient 
toujours  respectivement  contenus  le  même  nombre  de  fois 
dans  les  restes  précédents. 

Proposition   II. 

Si  l'on  arrêté  successivement  les  opérations  de  la  recherche 
de  la  plus  grande  commune  mesure  entre  deux  grandeurs  A 
et  B  après  la  première,  après  la  seconde,  etc.,  et  que  l'on 
prenne  les  expressions  approchées  du  rapport,  en  considé- 
rant successivement  comme  nuls  le  premier  reste,  le  second, 
etc.,  ces  expressions  sont  alternativement  trop  petites  ou 
trop  grandes, 
lui  effet,  supposons  que  l'on  ait  trouvé,  par  exemple 

A  =  2B  -f-  R, 

B  ==  3R  +Rlf 

R  =  4Rl+R„ 

R1=2R2+R3, 
R2=5R3  +  R,; 

négligeons  le  reste  Rt,  et  concevons  la  grandeur  A'  qui. 
comparée  à  B.  donnerait 

A'  =  2B  +  R', 
B  =  3R'-f-  R't, 
R'  =  4R'1+R'„ 
R'1==2R'2+R'3, 
R'2=5R':i. 
C-:s  égalités  donnent  successivement 

R',  =  ioR'3  +  R'3=  riR'3J 
R'  =44R'3  +  5R'3  =  49R'8J 
B    =  i47R'3  +  "-3=  i58R'3) 
A'    =3i6R's  +49R'3  =  365R'S. 
A'  vaudrait  donc  365   fois  la   i58°  partie  de  B. 
Négligeons  maintenant  le  reste  R3,  concevons  la  grandeur 
A",  qui  comparée  à  B  donnerait 

A"  =  2B  -f  R", 
B    =  3R"  +  R  *1? 
R"  =  4R",  -f  RV 
R\  =  2R", . 
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On  tirera  de  ces  égalités 

R7  =  qR"2, 

B   =  29R",, 

A"  =  67R"2  ; 

67 

de  sorte  que  le  rapport  de  A  a  B  serait . 

29 

Mais,  ,si  l'on  s'était  servi  des  égalités  primitives,  le  calcul 

étant  identiquement  le  même,  on  aurait  trouvé 

A  =  365R3  +  67R. 

et  B=  i58R3 -J-29R.  : 

365R3  +  67Rt 

or.  le  rapport  — — - — ■ '— -, 

08R3  -j-  2gRt 

étant  formé  des  rapports 

365R3  _,    bjR, 


et 


i58R3        29Rt 

ajoutés  termes  à  termes,  est  compris  entre  les  deux  :  la 
valeur  exacte  du  rapport  est  donc  comprise  entre  deux  de 
ses  valeurs  approchées  consécutives. 

Cela  posé,  la  première  valeur  approchée  du  rapport  fournie 
par  l'annulation  du  premier  reste  R  serait  évidemment  trop 
petite;  donc  la  seconde  serait  trop  grande,  la  troisième  trop 
petite,  etc. 

Plus  généralement  les  valeurs  approchées  du  rapport 
fournies  par  l'annulation  des  restes  de  rangs  impairs,  sont 
trop  petites  et  les  autres  trop  grandes. 

Proposition  III. 

Toutes  les  valeurs  approchées  du  rapport  sont  irréduc- 
tibles, puisque  chacune  d'elles  est  fournie  par  les  nombres 
de  lois  que  deux  grandeurs  commensurahles  contiennent 
respectivement  leur  plus  grande  commune  mesure. 

Proposition  IV. 

Considérons   trois    valeurs     approchées    consécutives    du 
rapport,  et,  pour  cela,  supposons  que.  si  l'on  eût  continué 
néral ions  commencées  sur  A  et  B.  on  eût   trouvé 
R3  =  ÔR4  +  R5  ; 
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la  troisième  valeur  approchée  du  rapport  que  l'on  obtien- 
drait en  négligeant  R3,  se  formera  en  remplaçant  R3  par 
6R4  dans  l'expression 

365R.3  -f  6;Rt 

i5SR3  +  29R4  ' 

365  x  6R4  +  67R4 

ce  qui  donnera        — — — '-—-  , 

H  i58  X  oR4  +  2gR4 


ou 


365  X  6  -}-  67 


t  58  X  6  +  19   ' 

d'où  résulte  la  règle  suivante  : 

Si  -7 ,    et  — 

n„_,         Qn         QB_, 

représentent  trois  valeurs  consécutives  approchées  du  rap- 
port, el  si  a  désigne  le  nombre  de  fois  que  le  dernier  reste 
employé  est  contenu  dans  l'avant-dernier, 

Pn  +  1  P  '/„  -f-  P„_i 

Qn  +  l     "    "     Q«On  +   Qn-1  ' 

Proposition  V. 

On  conclut  de  là,  par  des  opérations  portant  simplement 
sur  des  nombres  entiers,  que  la  différence  entre  deux 
valeurs  consécutives  approchées  du  rapport, 

Pn      ,    P«  —  1 

et 


Q„        Q— 


est  toujours  , 

V      •    Vn-l 

qu'elle  va  donc  toujours  en  diminuant  ;  que.  par  conséquent, 
une  valeur  approchée  de  rang  impair  est  moindre  qu'une 
valeur  approchée  de  rang  pair;  que  les  valeurs  approchées 
de  rang  impair  vont  en  augmentant  et  les  autres  en  dimi- 
nuant ;  enfin  que  l'erreur  commise  en  prenant  une  valeur 
approchée  du  rapport  pour  sa  valeur  exacte,  décroit  indéfi- 
niment lorsque  le  rang  de  cette  valeur  approchée  croit 
suffisamment. 
(M.  Marie,  Histoire  dss  Sciences  math,  et  phys.,  tome  Ier.) 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


144.  —  Soil  ABC  un  triangle,  A.'  et  À."  les  pieds  sur  BG 
des  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle  A  ;  B'  et  B", 
C  et  C"  les  points  analogues  sur  AG  et  sur  AB.  Soient  %'  et  x* 
les  symétriques  de  A'  et  A"  par  rapport  au  milieu  de  BG  : 
fj'  et  p'  les  symétriques  de  B'  et  B"  par  rapport  au  milieu  de 
AG  ;  y'  et  y*  les  symétriques  de  C'  et  C"  par  rapport  au  milieu 
de  AB.  Démontrer  : 

1°  Que  les  trois  circonférences  décrites  sur  A'A".  B'B",C'C" 
comme  diamètres  ont  même  axe  radical  ; 

2°  Qu'il  en  est  de  même  des  trois  circonférences  décrites 
sur  7.V.  VV,  -/•/'  comme  diamètres  ; 

3°  Que  ces  trois  dernières  circonférences  se  coupent, 
se  touchent  ou  ne  se  coupent  pas,  suivant  que  ABG  est 
acutangle,  rectangle  ou  oLlusangle  ;  lorsqu'elles  se  tou- 
chent, le  point  de  contact  est  le  point  symétrique  du  som- 
met de  l'angle  droit  par  rapport  au  milieu  de  l'hypoténuse  ; 

4°  Lorsqu'elles  se  coupent  ou  se  touchent,  les  distances 
d'un  point  d'intersection  ou  du  point  de  contact  aux  trois 
sommets  sont  proportionnelles  aux  côtés  opposés; 

.")"  Les  axes  radicaux  des  deux  groupes  de  trois  circon- 
férences se  coupent  au  rentre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC.  (E.  Lemoinc.) 

145.  —  Démontrer  qu'une  corde  A,  normale  à  une  para- 
bole P,  est  égale  à  qualre  fois  la  portion  de  la  tangente  A' 
parallèle  à  A,  cette  portion  étant  comptée  depuis  le  point 
de  contact  jusqu'au  point  de  rencontre  de  A'  avec  la  direc- 
trice. (G.  L.) 

Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 
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EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  M.  Emile  Lemoine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
{Suite,  voir  p. -25.) 


XXX 


Dans  un  triangle  ABC  déterminer  un  point  0  tel  que  si  par 
ce  point  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés,  les  longueurs 
des  segments  des  côtés  compris  entre  les  parallèles  soient  pro- 
portionnelles à  des  longueurs  données  q,  r,  s. 

En  adoptant   les   notations  du  problème  XXVII   on   doit 

avoir 

BCA6  AcCa  AcBa 


q                 r 
Première  solution.  —  Posons 

s 

AcAb   =:  CC, 
BaBc  =  y, 
CaCb  =  z; 
la  condition  du  problème  devient 

a  —  x          b  —  y 

c~z             m 

q                     r 

(1) 

et  comme  l'on  a  d'ailleurs 

X  +  X  _l  X 

a            b            c 

=  2,                     (2) 

on  obtient  immédiatement  x,  y,  z  et  le  problème  peut  être 

considéré  comme  résolu. 

Deuxième  solution. —  Je  fais  un  triangle  quelconque  O'BéCb 
semblable  à  OBcCb,  c'est-à-dire  à  ACB. 

Par  0'  je  mène  une  parallèle  à  B'CC6  et  sur  cette  parallèle 
je  prends  A'c  et  A'b  tels  que  si  la  parallèle  à  O'Bé  menée  par 
k'c  coupe  0'C6  en  C'a,  et  que  la  parallèle  à  0'C6  menée  par 
Ab  coupe  O'Bé  en  BÔ,  on  ait 

BcCb  q  BcCé  q 

A'cG'a  r  A'bB:   ~~  ~ 
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ces  deux  parallèles  se  couperont  en  A',  et  il  n'y  aura  plus 
qu'à  prendre  dans  ABC  le  point  0  homologue  de  0'  dans 
A'BC. 

Dans  ces  deux  solutions  nous  avons  admis  implicitement 
que  ce,  y,  z  sont  positifs  ;  mais  en  leur  supposant  des  signes 
quelconques,  il  y  a  d'autres  points  du  plan  qui  répondent 
à  la  question,  et  nous  engageons  les  élèves  à  faire  l'inté- 
ressante discussion  qui  permet  de  les  trouver  tous  et  de 
fixer  leurs    positions. 

XXXI 

Construire  un  triangle  connaissant  les  longueurs  la,  lb,  lc  des 
segments  compris  entre  les  côtés,  des  parallèles  aux  trois  côtés 
menées  par  le  centre  du  cercle  inscrit  à  ce  triangle. 

Ce  problème  est  la  question  863,  que  j'ai  posée  dans  les 
Nouvelles  Annales,  en  1868.  Voici  une  solution  par  le  calcul; 
la  solution  insérée  même  année,  page  451,  était  une  solution 
géométrique. 

Soient  x,  y,  z  les  trois  côtés  BC,  AG,  AB;  il  est  facile  de 
calculer  la,  h,  h  en  fonction  de  x,  y,  z;  on  trouve 


la  = 

h  = 
lc  = 

en  posant 
on   lire  de   lii 


x(y  +z)                   z         y 

yz         xz 

i 
xy 

y(x  +  z)                   x         z 

x-\-y  +  s       i  --:    i    ■ 

yz          xz 

i 
xy 

z(x  +  y)                  y        x 

yz         xz 

i 
xy 

^-  +  —  +  —  =  K 

ijz         xz        xy 

±  =  —  (lb  +/c-/fl); 

X  2 
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=  («c    ~T   ca  —  h)  ] 

y         2 
—  =  —    (/.+  (b-lc); 
substituant  dans  la  valeur  de  K,  on  en  tire 


2lblc    +    2Uc    -)-   2Ub    —II  —  Il  —  Il     ' 

d'où 

J_      2Uç  +  2Uc  +  2/J6  —  /„*  —  /„'  —  /e»    \ 
2  Z6   -f  /     —   Jfl  (1) 

?/  =  etc.  \ 

On  traiterait  d'une  façon  analogue  le  cas  où  l'on  donnerait 

les  longueurs  l'a,  l'b,  l'c  des  parallèles  menées  par  le  centre  du 

cercle  ex-inscrit  tangent  au  côté  BC,  etc. 
On  aurait  ainsi 

i     *44  +  a44-a44  +  4i  +  41  +  4" 


(2) 


etc. 


./: 

2 

I 

2     . 

I 

2 

I 

2 

ions  qu 

4  +  /; 

+< 

4+4+4 

y 

4  +  4-4 

e  si  l'on  pose 
A.=  i(/c  +/,  - 

2 

-4), 

B  =  -i  (la  +  *c  —  M, 
C  =    1  (Z,    +   /8    -Zc), 


On  peut  mettre  les  formules  (1)  sous  la  forme 
AB  +  AC  -hCB    ._-,„,     CB 


a;  = 


=  B  +  C 


A  '          '       A   ' 

AB  +  AC  +  CB  AC 

2/  = g -A+G  +  -—, 

et  faire  une  remarque  analogue  pour  les  formules  (2). 
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XXXII 

Dans  une  ellipse  la  projection,  sur  les  rayons  vecteurs  partant 
des  foyers  de  la  partie  de  la  normale  comprise  entre  le  point  de 
la  courbe  et  le  grand  axe,  est  constante. 

Soit  M  le  point  de  la  courbe;  MM'  la  normale  sur  M  ter- 
minée en  M'  sur  le  grand 
axe  ;  F  et  F'  les  deux  foyers  ; 
(o  le  centre  du  cercle  inscrit 
au  triangle  F'MF;  K  et  P 
les  projections  de  co  et  de  M' 
sur  F'M;  2a,  26,  2c,  le  grand 
axe,  le  petit  axe  et  la  dis- 
tance focale,  on  a 
MK  Mco 

MP    ~~   MM'  ' 

Mais  comme  Fto  et  F'w  sont  les  bissectrices  des  angles 
en  F  et  en  F'  des  triangles  M'FM,  M'F'M,  on  a 


Me 


>M' 


MF 
M'F 


MF 

IFf7 


d'où 


Me 


MF 


MF' 


MM'  "  '   MF  -f-  M'F          MF'  -J-  M'F'  ' 

d'où  encore 

Mco                       MF  +  MF' 

2a 

MM'  ~~   MF  -f-  M'F  -f  MF'  +  M'F' 

2a  -f-  2c 

On  a  donc 

MK             a 

MP   "  "   a  4-  c  ' 

(1) 

Mais  MK  est  la  tangente  menée  de  M  au  cercle  inscrit, 
c'est  donc  la  moitié  du  périmètre  du  triangle  MF'F  dimi- 
nuée de  FF'  ou 

—  (2tt  -f-  2c)  —  2C 


ou 


a  —  c  ; 
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ou  a  enfin  alors  de  (1) 

Mp  _    (a  —  c)(a  +  c)   =  V_ 

a  a  ' 

Ce  qu'il  fallait  établir. 

Une   démonstration   tout   à   fait    analogue    s'applique    à 

l'hyperbole  et  à  la  parabole. 

XXXIII 

Nous  allons  énoncer  ici  quelques  propriétés  du  triangle 
dans  un  ordre  où  leur  démonstration  est  assez  facile,,  et  nous 
engageons  les  élèves  à  prendre  ces  énoncés  comme  exer- 
cice. 

Soit  ABC  un  triangle  quelconque; 

A'.  A",  At  respectivement  les  pieds  sur  BC  de  la  bissectrice 
intérieure  de  CAB,  de  la  bissectrice  extérieure  du  même  angle  et 
le  point  symétrique  de  A  par  rapport  au  milieu  de  BC  ; 

B',  B",  Bt,  G',  G",  Cn  les  points  analogues  par  rapport  aux 
autres  côtés. 

Soit  0  un  point  du  plan, 

Cn  le  point  où  la  parallèle  à  AB  menée  par  0  coupe  AC, 
Ba        —  —  AC      —  —    AB. 

1°  Démontrer  que  si  Von  a 

CaC         b*_ 

BaB  ~~cT' 

le  point  0  appartient  soit  à  la  droite  AtA',  soit  à  la  droite  ktA."  ; 

2°  Démontrer  que  les  trois  droites  A-^A.'.  BXB',  C^C  se  coupent 
en  un  même  point  w; 

5°  Que  les  droites  AtA ",  B^",  C^C  se  coupent  en  un  même 
point  cdc;  les  droites  AtA',  B,B',  Cfi''  en  wb;  les  droites  A^', 
BjB",  C1C  en  o)a: 

4°  Que  les  droites  Awa,  Bcob,  Co)c  se  coupent  en  I; 

5°  Que  les  distances  de  w  aux  trois  côtés  BG,  AC,  AB  sont 

respectivement  proportionnelles  àb  -f-  c ,     a  -f-  c , 

a  b 

a  -f-  b ;  celles  de  coa  aux  mêmes  côtés,  à  —  (  b  -f-  c-\ ), 

c  —  a-) — — ,    b  — a-] :  celles  del,  à 


a  (ab  -+-  ac  —  bc)  ' 
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b  (ab  -f-  bc  —  ac;  '      c  (ac  -j-  cb  —  ab)  ' 

6°  Que  si  par  le  point  03  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés, 

les  parties  de  ces  parallèles  comprises  entre  deux  côtés  du  triangle 

,    »  77-2  abc  .    .  . 

sont  éqales  entre  elles  et  a  — ; — ; — — ,'  soit  1  cette  lon- 

ab  -f-  ac  +  bc 

gueur; 

7°  Que  les  points  wa,  <ob,  wc  jouissent  de  la  même  propriété 

que  le  point  10,  les  longueurs  étant  alors  respectivement  pour  coa, 

2  abc 

'*»"'    ab  +  ae-bc   =  '"  e'C  ; 

(Les  points  co,  coa,  u>b,  o>c  sont  des  points  sur  lesquels 
M.  J.  ISeuberg  a  publié  une  note  en  1881.  (Voir  Mathesis, 
1881,  page  149.) 

8°  Que  si  nous  formons  le  triangle  qui  a  pour  hauteurs  a,  b, 
c,  les  diamètres  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits  à  ce  triangle 
seront  les  longueurs  1,  la,  Jb,  !  : 

9°  Exprimer  les  distances  de  w,  ioa,  œb,  oyc  aux  trois  côtés 
du  triangle  en  fonction  des  hauteurs  de  ABC,  par  exemple  la 

dislance  de  <o  à  BC  est  :  ba  --- — — 7— — ,   _     ,  etc.  ; 

ba  -f-  h„  -f  bc 

10°  Ce  qui  montre  que  l'on  peut  construire  ou  calculer  les  côtés 

d'un  triangle  connaissant  les  trois  distances  d'un  des  points  w, 

coa,  (ob,  wc  aux  trois  côtés; 

(problème  peu  commode  à  aborder  directement  d'une  autre 
façon.) 

11°  L'on  peut  calculer  ou  construire  les  trois  côtés  de  ABC 
connaissant  trois  des  longueurs  1,  la,  lb,  lc,  qui  ont  entre  elles 

la  relation   -—  =  — 1 — \-  -—,  et   remarquer  plusieurs 

1  Ja  lb  le 

formules  entre  autres  ;  a  =  ■ — -— -. 

lb    +    le 

12°  Si  l'on  a  la  relation  :  ab  =  ac  -f-  bc,  w  est  sur  BA  au 
pied  de  lu  bissectrice  de  l'angle  ACB,   o>0  est  rejeté  à   l'infini, 

<•.,  el  wb  sont  respectivement  sur  AC  et  BC  aux  pieds  des  hissée- 
extérieures. 
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XXXIV 

Construire  un  quadrilatère  ABCD  connaissant  les  quatre  côtés 
AB,  BC,  CD,    DA  et   l'angle   que 
les   deux  côtés  opposés  AD  et  BG 
font  entre  eux. 

Par  A  je  mène  une  parallèle 
à  BG; 

Par  C  je  mène  une  parallèle  à 
CAB; 

Ces  deux  parallèles  se  coupent 
en  E. 

Je  joins  ED 

Dans  le  triangle  DAE  je  con-    £T 
nais. 

1°AD; 

2°  AE  =  BG  comme  côtés  opposés  du  parallélogramme 
ABGE; 

3°  L'angle  compris  DAE  qui  est  l'angle  que  les  deux 
côtés  opposés  AD  et  BG  font  entre  eux. 

Je  puis  donc  le  construire. 

Je  connais  alors  les  trois  côtés  du  triangle  DEC;  je  le 
construis  et  je  n'ai  plus  qu'à  terminer  le  parallélogramme 
AECB.  (A  suivre.) 


NOTE  D'ALGEBRE 


La  fraction  rationnelle 


ax  -f-  6 


mérite,  pour  beaucoup  de 


a'x  -f-  b' 

raisons,  un  chapitre  spécial  dans  le  cours  d'algèbre  élé- 
mentaire ;  nous  savons  que  déjà  plusieurs  professeurs  se 
font  un  devoir  d'exposer  avec  détail  les  propriétés  spéciales 
de  cette  fonction  simple;  etnousnous  proposons  simplement 
de  reproduire  ici  le  programme  de  cette  discussion,  en  insis- 
tant spécialement  sur  ce  fait  que  les  seules  connaissances 
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préalablement  exigées  sont  :  la  notion  des  grandeurs  néga- 
tives, et  la  discussion  de  la  fonction  linéaire  à  une  seule 
variable. 
Cela  posé,  voici  le  programme  de  la  discussion  : 

(a)  Si  ab'  —  ba  n'est   pas   nul,    l'expression    rationnelle 

ax  +  b 

— — — T7-  est  variable  avec  x; 
ax-\-  b 

(b)  En  désignant  par  y  cette  expression,  chaque  valeur  d'oc 
produit  une  valeur  d'y,  finie  ou  infinie;  et,  inversement, 
chaque  valeur  finie  ou  infinie  que  l'on  donne  à  y  produit 
une  et  une  seule  valeur  d'x;  il  est  utile  de  dire  que  x  et  y 
se  correspondent  homographiquement ; 

(c)  La  fonction  y  peut  s'écrire  sous  la  forme 

K.    *=«, 

X —  a 

ce  qui  montre:  que  la  fonction  a  un  zéro  et  un  infini,  que 
le  passage  par  zéro  est  accompagné  d'un  changement  de 
signe;  que  le  passage  par  l'infini  est  aussi  accompagné  d'un 
changement  de  signe;  que  ces  deux  changements  de  signe 
sont  en  sens  inverse  l'un  de  l'autre  :  si  l'un  se  fait  de  -f-  à 
— ,  l'autre  se  fait  de  —  à  -}-; 

(d)  La  fonction  ne  présente  d'autre  discontinuité  que  son 
passage  par  l'infini;  dans  chacun  des  deux  intervalles  où  la 
fonction  est  continue,  la  différence  y2  —  yt  garde  le  même 
signe,  tant  que  xt  —  a:,  garde  le  même  signe;  en  d'autres 
termes,  la  fonction  y  a  un  seul  sens  de  variation,  pendant  que 
x  va  en  croissant  de  —  oo  à  -f-  oc. 

Il  en  résulte  que  la  fonction  y  prend  une  fois  et  une  seule 
fois  toute  valeur  positive  ou  négative,  et  peut,  dans  un  grand 
nombre  de  questions,  représenter  utilement  sous  la   forme 

al  -f-  6 

a'I  +  6' 
toute  grandeur  qui  doit  parcourir,  sans  omissions  ni  répé- 
titions, toute  l'échelle  numérique,  positive  et  négative. 

(e)  Enfin  la  relation 

ax  +  b 
y~    ax  +  b 
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peut,  par  une  division,  s'écrire 

7/  -  B'  +         k 


x  —  a 
ou 

(y  —  6')  (x  —  y.')  =  h 
d'où  l'on  conclut  immédiatement,  en  coordonnées  obliques  ou 
rectangulaires,  indifféremment,  que  les  variations  de  la  fonc- 
tion y  sont  représentées  par  un  tracé  hyperbolique. 

Nous  ajouterons  un  seul  mot:  les  variations  de  la  fonc- 
tion y  mise  sous  la  forme 

a  -f-  mi 

~rp~ 

donnent  un  exemple  heureusement  choisi  pour  la  discussion 
des  solutions  négatives,  en  traduisant,  par  les  variations 
de  a,  le  déplacement  continu  d'un  point  sur  une  droite  indé- 
finie. 

Le  programme  que  nous  venons  de  rédiger  sera  suivi  de 
plusieurs  autres  sur  des  questions  de  mathématiques  élé- 
mentaires ;  nous  avons  surtout  pour  but  de  montrer  com- 
ment, selon  nous,  ces  diverses  questions  doivent  être  trai- 
tées, sans  troubler  l'ordre  simple  et  logique  des  idées,  de 
manière  à  préparer  nos  jeunes  lecteurs  à  l'étude  des  mathé- 
matiques supérieures;  les  principes  et  les  règles  de  l'ensei- 
gnement doivent  être  les  mêmes  partout;  les  applications 
seules  doivent  changer  et  s'étendre  de  plus  en  plus,  à  me- 
sure qu'on  avance  dans  l'étude  des  sciences  mathématiques. 
Il  faut,  dès  l'origine,  faire  pénétrer  dans  les  jeunes  intelli- 
gences la  conviction  qu'il  y  a  en  tout  des  lois,  des  méthodes 
générales  de  recherche  et  de  raisonnement,  que  les  ficelles 
sont  méprisables  quand  elles  ne  résultent  pas  d'une  appli- 
cation intensive  des  principes.  Dans  les  sciences  mathéma- 
tiques, surtout  dans  renseignement  et  l'étude  de  ces  sciences, 
l'imagination  joue  un  rôle  utile  et  nécessaire,  mais  en  subor- 
donnant son  influence  à  celle  des  méthodes  générales;  ce  qui 
suppose  d'abord  que  ces  méthodes,  dites  générales,  ne  doivent 
jamais  comporter  d'exceptions. 

E.  V. 
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QUESTION  5 

Solution  par  M.  Madiot,    élève  de  l'Institution  Sainte-Marie  de  Besançon. 


A  tout  triangle  ABC  on  peut  inscrire  deux  triangles  ayant 
leurs  côtés  perpendiculaires  à  ceux  de  ABC.  Ces  deux  triangles 
sont  inscriptibles  dans  une  circonférence  ayant  pour  centre  le 
centre  des  médianes  antiparallèles  de  ABC. 


Traçons  dans  le  triangle  donné  une  droite  8<p  perpendi- 
culaire à  l'un  des  côtés,  à  BC  par  exemple,  et  par  les  points 
o  et  o  menons  des  perpendiculaires  respectivement  aux  deux 
autres  cotés. 

Nous  formons  ainsi  un  triangle  e&p,  homolhétique  à  l'un 
des  triangles  demandés,  et  le  point  G  est  un  centre  de  simi- 
litude. 

La  droite  Cs  rencontrant  en  E  le  côté  AB,  il  n'y  a  plus 
qu'a  mener  des  droites  ED  et  EF  parallèles  à  e8  et  à  s<p,  puis 
à  tirer  DF. 

La  circonférence  circonscrite  au  triangle  DEF  coupe  eu 
I)',  E',  F'  les  côtés  du  triangle  donné.  Les  angles  EDE , 
FEF,  DFD'  étant  droits,  les  points  E  et  E',  F  et.  F',  D  et  D< 
sont  deux  à  deux  diamétralement  opposés  et  le  triangle  D'K  F 
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a  ses  côtés  égaux  et  parallèles  à  ceux  de  DEF;  il  a  par  con- 
séqueul  ses  côtés  perpendiculaires  à  ceux  de  ABC. 

On  a  DE'E  ==  DFE  comme  angles  inscrits  dans  un  même 
segment. 

Mais  EFD  =  ABC,  puisque  ces  angles  ont  leurs  côtés  per- 
pendiculaires. 

On  a  donc  DE'E  =  ABC. 

Les  droites  BC  et  EE'  sont  donc  antiparallèles  par  rapport 
à  l'angle  A,  d'où  il  suit  que  le  centre  0  de  la  circonférence 
étant  sur  le  milieu  de  EE'  appartient  à  une  droite  antipa- 
rallèle à  la  médiane  relative  aux  côtés  BC  par  rapport  à 
l'angle  A. 

Comme  du  reste  ce  point  appartient  de  même  à  des  anti- 
parallèles à  chacune  des  deux  autres  médianes,  il  se  trouve  à 
leur  intersection  commune. 


QUESTION  43 

Solution  par  H.  Puig,  élève  au  Lycée  de  Montpellier. 


Trouver  le  maximum  du  produit  xmyn,  sachant  que  les  va- 
riables positives  x  et  y  sont  liées  par  la  relation 

XPyq  -j_  XP'  yq'   =   K. 

Supposons  que  l'on  élève  les  quantités 
xPif.,  xpy,  xmyn, 
respectivement  aux  puissances  X,  À',  y.,  vérifiant  les  condi- 
tions 

pÀ  -f-  pT  =  m-j. 

ql  -f-  q'X  =  n(*.  (1) 

On  sera  alors  ramené  à  trouver  le  maximum  du  produit 

xmV"  t/*1*, 
ou 

(xryrfx  (œ»y)V. 
de  facteurs  dont  la  somme  est  constante.  On  sait  que,  alors, 
on  devra  avoir 
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X      =      X'     ' 

Or  les  quantités  X  et  X'  vérifiant  les  équations   (1),  on    en 

lire 

X  X' 


(2) 
(3) 


pn  —  mq  qm —  np 

Donc  on  aura  pour  la  condition  de  maximum 
xpyq  xP'yq' 

p'n  —  mq  qm  —  np 

ou 

xp-p'  y'q~q' 

p'n  —  mq  qm  —  np 

De  l'équation  (2)  on  tirera 

xpyq  xp'yq' K 

p'n  —  mq'  qm  —  np  n(p  —  p)  —  m(q  —  q) 

et.  par  logarithmes,  on  en  tirera  x  et  y. 

Si  l'équation  donnée  était  homogène,  c'est-à-dire  si  l'on 
avait 

P  —  P'  =  4  —  9. 
x 
on  tirerait  de  l'équation  (o)  le  rapport  — ;  posons 


x 

y 


Alors  on  aurait 


P+|Y         K  P+.Y        K 

•L'  =  a     F     ai  +  a*    ;  y=       Y    a*  +  a''    * 
Dans  le  cas  oîi  l'on  aurait 

p'n  —  mq'  =  o,  pn  —  mq  =  o, 

le  rapport  de  x  à  y  se  présenterait  sous  la  forme  — ;  dans  ce 

cas.  il  faudrait  chercher  le  maximum  d'une  expression  de  la 
forme 

(x^yY, 
sachant  que  l'on  a 

(acfy)'  +  (<xPy)*  =K, 
11    y    aurait  pour  chaque  valeur  du  produit  ari/  que  l'on 
pourrait  tirer  de  cette   équation,  une   valeur  de  la  quantité 
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considérée;  mais   le  maximum  dépendrait   de   celui  de   la 
quantité 

et  les  conditions  données  ne  permettent  pas  de  déterminer  ce 
maximum. 


QUESTION  72 

Solution  par  M.  PxtJl  Bûurgarel,  à  Antibes. 


Résoudre  le  système 

xy(x  -f-  y)  =  ab(a  -j-  b), 
(x  —  y)(x  -f-  2y)(2X  -{-  y)  =  (a  —  b)(a  -f  2bj(2a  +  b). 

Je  remarque  d'abord  la  solution  évidente 

x  =  a,    y  =  b. 
Je  pose  ensuite 

x  =  at,     y  ■=  bt, 
t  étant  une  inconnue  auxiliaire. 
La  première  équation  devient    alors 

L\a  +  b)ab  =  abia  -f-  b) 
ou 

/3  —  I  z=  o. 
On    remarque  que  la    deuxième    équation  devient    aussi 
ts —  i  =o.    Par  conséquent,  nous   avons    pour  t  les  trois 
valeurs  ; 

i      ,      i\  3  i  à/3 

2  2  2  2 

et  par  suite,  pour  x  et  y  les  trois  valeurs  : 

f         i     .     i/3  "1  r         1  i\/3  l 
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QUESTION  79. 

Solution  par  M.  Paul  Bourgarel,  à  Antibes. 


Mener  dans  un  triangle  une  transversale  tangente  au  cercle 
inscrit  au  triangle  et  détachant  un  triangle  de  surface   donnée. 

Soit  ABC  un  triangle   et  0  le  cercle    inscrit  au   triangle. 

Supposons  le  problème  résolu.  Soit  MN  la  tangente  deman- 
dée, P  le  point   de  contact   et  —  m2  la  surface  donnée. 

Posons 

AM  =  x,  AN  =  y,  BAC  =  x. 
Nous  aurons  tout  d'abord 

xy  sin  oc  =  m2.  (1) 

On  a  aussi 

MN2  =  ce2  -|-  if  —  2xy  cos  x. 

Or 

MN  =  MQ  -f-  NR  =  2AQ  —  (AM  +  AN), 

MN=  2  (p  —  a)  —  (x  +  y). 
On  a  donc  pour  résoudre  la  question  les  deux  équations 
xy  sin  oc  =  m2,  (1) 

[2(p  —  a)  —  (x  -f-  y)]2  =  ce2  -t-  y2  —  zxy  cos  a.        (2) 
Développons,  et  réduisons  la  seconde  équation;  il  vient 
xy(i  -f-  cos  a)  —  2(p  —  a)(x  -f-  y)  +  2iP  —  ")2  =  °< 
ce  que  l'on  peut  écrire 

m2  colg 2(/j  —  a)[x  +  y)  -f  2(P  —  a)8  ==  ° 

On  connaît  donc  xy  et  x-\-  y. 

On  a 

y. 

m2  cotg  — 
x  +  ii  =  p  —  a  4-   r~  • 

'     J  L  ,  2(p  —  «) 

Ce  qui  peut  s'écrire,  en  appelant  r  le  rayon  du  cercle 
inscrit. 

i  i      m% 

œ  +  y  =  p  —  *  +  —■', 
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x  et  y  sonl  donc  données  par  l'équation 

/  ,    w2\  „    ,       m2 

Z*—(p  —  a-] )Z-\ : =  o. 

\  ir  )  sin  a 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  F.  Taratte,  à  Évreux; 
Naura,  à  Vitry-le-François;  de  Kerdrel,  à  Brest;  Bordier,  à  Blanzac;  Aubry, 
à  Douai;  Villademoros,  à  Paris;  Voignier,  à  Commercy. 


QUESTION  88 

Solution  par  M.  Paul  Bourgarel,  à  Antibes. 


Étant  donnée  la  série  illimitée 

7,  i3,  25.  43,  6y,  97,   1 33,   175,.  .  . 
dont  le  terme  général,  celui  qui  en  a  n  avant  lui,  est 

xn  =  3(n2  +  n)  +  7, 
démontrer  les  propositions  suivantes  : 

1.  Sur  cinq  termes  consécutifs,  pris  à  volonté  dans  la  série,  un 
terme  est  divisible  par  5. 

2.  Sur  sept  termes  consécutifs,  deux  sont  divisibles  par  7. 

3.  Sur  treize  termes  consécutifs,  deux  sont  divisibles  par  i3. 

4.  Aucun  terme  de  la  série  n'est  égal  à  un  cube. 
o.  Une  infinité  de  termes,  tels  que 

x2  =  25,  x37  =  4225,  etc.. 
sont  des  carrés  divisibles  par  25. 

Le  terme  général  de  la  série  est 

xn  =  3(n*  -j-n)  -f-  7  ==  3n(n  -f  1)  -f-  7. 

On  peut  donc  former  la  série  de  la  manière  suivante: 

Sur  une  première  ligne  horizontale  (I),  on  écrit  la  suite 
naturelle  des  nombres  entiers  précédée  de  zéro. 

Sur  une  seconde  ligne  (II),  on  écrit  le  produit  de  chacun 
des  nombres  de  la  ligne  (I)  par  celui  qui  le  suit. 

Sur  une  troisième  ligne,  on  écrit  le  triple  de  chacun  des 
nombres  de  la  ligne  (II). 

Enfin,  sur  une  quatrième  ligne,  on  écrit  les  nombres  de 
la  ligne  (III),  augmentés  de  7  unités.  La  série  est  alors 
contenue  dans  la  ligne  (IV). 
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o, 

i, 

2, 

3, 

4, 

5, 

6,.. 

•        (I) 

o, 

2, 

6, 

12, 

20, 

3o, 

42 

(II) 

o, 

6, 

18, 

36, 

6o, 

90, 

126 

(III) 

7' 

i3, 

25, 

43, 

67, 

97, 

1  33 

(IV) 

1.  —  Sur  cinq  termes  consécutifs,  pris  à  volonté  dans  la 
série,  un  terme  est  divisible  par  5. 

En  effet,' considérons  cinq  termes  consécutifs  de  la  ligne  (I); 
parmi  ces  cinq  termes,  il  y  en  a  un  divisible  par  5.  Soit  n 
ce  terme.  Le  terme  n  —  3  de  la  ligne  (I)  a  comme  corres- 
pondant dans  la  ligne  (IV),  le  nombre 

3(n  —  3)(n  —  2)  -f-  7  =  3n(n  —  5)  -\-  25, 
c'est-à-dire  un  multiple  de  5. 

2. —  Sur  sept  termes  consécutifs,  deux  sont  divisibles  par  7. 
En  effet,  considérons  sept  termes  consécutifs  do  la  ligne  (I); 
parmi  ces  sept  termes,  il  y  en  a  un  divisible  par  7;  soit  n 
ce  terme.  Les  termes  n  e!  n  —  1  de  la  ligne  (I)  ont  comme 
correspondants  dans  la  ligne  (IV)  les  termes 

3n(n+  i)  +  7 
et 

3(n  —  i)n  -f-  7 
qui  sont  tous  deux  des  multiples  de  7. 

3.  —  Sur  treize  termes  consécutifs,  deux  sont  divisibles 
par  i3.  En  effet,  considérons  treize  termes  consécutifs  de  la 
ligne  (I);  parmi  ces  treize  termes,  il  y  en  a  un  divisible  par 
1 3  ;  soit  n  ce  terme.  Les  termes  n  —  1 2  et  n  —  2  de  la  ligne  (I) 
ont  comme  correspondants  dans  la  ligne  (IV)  les  termes 
3(n  —  I2)(n  —  1 1)  -j-  7 


3(n  —  2)(n—  1)+  7, 
3n(n  —  23)  -f-  403 


et 

c'est-à-dire 

et 

3?j(/i  —  3)  -f-  i3 
qui  sont  tous  deux  des  multiples  de  1  3. 

4.  —  Aucun   terme   de  la  série  n'est  égal  à  un  cube.  11 
sullit  de  prouver  pour  cela  que  l'équation 

3/r  +  3/J  +  7  —  «■"'  =  0  il) 

n'admel  paa  de  racines  entières. 
Il  sullit  pour  cela  de  prouver  que  la  quantité 
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9—  12(7  — a3) 
n'est  pas  un  carré  parfait.  Cette  quantité  est  égale  à 
12a3  —  75  =  22  X  3  .  a3  —  3  X  52, 
Pour  que  ce  nombre  soit  un  carré,  il  faut  qu'on  puisse  le 
mettre  sous  la  forme  d'un  produit  de  facteurs  aifectés  d'expo- 
sants pairs.  Or,  le  facteur  3  est  à  la  première  puissance.  Ce 
nombre  n'est  donc  pas  carré  parfait.  L'équation  (1)  n'admet 
donc  pas  de  racines  entières. 
5.  —  Une  infinité  de  termes  tels  que 

xz  =  25,  a31  =  4225,  etc. 
sont  des  carrés  divisibles  par  25.  Il  suffit  de  prouver  pour 
cela  que  l'équalion 

3/i2  -f  3n  +  7  —  25  K2  =  o  (2) 

peut  admettre  des  racines  entières. 
Considérons  la  quantité 

9  —  12(7  —  25K2) 
et  voyons  si  cette  quantité  peut  être  carré  parfait.   Cette 
quantité  est  égale  à 

12  X  25  .  K2  —  75  =  25  X  3(4.K2  —  1); 
4K2  —  1  peut  être  divisible  par  3,  et  le  quotient  de  4K2  —  1 
par  3  peut  alors  être  carré  parfait;  l'expression  considérée 
peut  être    carré   parfait,    et   par   suite   l'équation    (2)  peut 
admettre  des  racines  entières. 


QUESTION  95 

Solution,  par  M.  A.  de  Kerdrel,  à  Réruzaret. 


De  chaque  sommet  A,  B,  C  d'un  triangle  comme  centre  on 
décrit  des  cercles  de  rayons  pt,  p„  p„  tels  que  l'on  ait 

P2  ~r  F--»   pi  ~t~  P3   Fi  ~r  P3 

abc 

Lieu  des  centres  radicaux  de  es  circonférences.    (Lemoine.) 

Soient  w,  to',  w"  trois  points  quelconques  du  lieu  ;  b,  b',  b" 

leurs  projections  sur  CA;  a,  a',  a"  leurs  projections  sur  CB  ; 

soient  X,  À',  X*  les  trois  valeurs  correspon  lantes  des  rapports 

précédents.  D'après  la  théorie  des  axes  radicaux  on  a 
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CY=   ft2  +  Pl-?23  _  b*  +  ïb(h-93) 
Or 
Donc 

de  même, 


26  26 

b  +  X2(c  —  a) 


=  6  +  r-(c-„)        Ca„  =  fc  +  v6(c-.) 


Donc 

(X«  _  X'*)(c  —  0)6             ,  .        (À'2  —  V'*)c(c  —  a) 
aa  = ,         a  a  = 


el 


aa'  X2  —  X's 


aa 


}  '2  )/'2  ' 


valeur  indépendante  des  côtés;  elle  sera  donc  la  même, 
quel  que  soit  le  côté  que  l'on  considère.  Par  suite,  les  trois 
points  co,  w',  co"  sont  en  ligne  droite.  Il  en  est  de  même  pour 
des  valeurs  quelconques  de  X;  le  lieu  est  donc  une  droite. 


QUESTION   107 

Solution  par  M.  E.  Yigarié,  élève  au  Lycée  de  Toulouse. 


On  a  deux  droites  rectangulaires  AB  et  CD;  sur  ACB  on  prend 
de  part  et  d'autre  du  point  G  les  lon- 
gueurs CA.  =  a,  CB  =  b;  on  demande 
de  mener  par  le  point  U,  dans  l'angle 
BCD,  une  droite  Cx  de  longueur  c,  telle 
que  si  on  abaisse  la  perpendiculaire  xy 
sur  CI)  on  ait 

Ax2  —  By2  =  xy2. 

Je  suppose  le  problème  résolu,  soit 
Cas  la  droite.  Le  point  x  se  trouve 
d'abord  sur  un  arc  de  cercle  Ma  N 
décrit  du  point  C  comme  centre  avec 
la  longueur  c  pour  rayon.  Les  deux 
triangles  rectangles  Bcy,  xyC  donnent 
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By2  =  Cy2  +  CB2, 
xy2  =  Cx2  —  Cy2. 
Par  suite 

Ax2  —  Cy2  —  CB2  =  Cx2  —  Cy2 
ou  bien 

Ace2  =  c2  -f  b2 
Ax  est  donc  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  ayant  c  et  6 
pour  côtés;  si  donc  je  joins  B  et  M,  on  aura 

BM  =  Ax. 
Le  point  x  se  trouvera  donc  aussi  sur  un  arc  de   cercle 
décrit  du  point  À  comme  centre  avec  BM  pour  rayon  ;  il  se 
trouvera  donc  à  l'intersection  x  des  deux  arcs  de  cercle  et 
Gx  sera  la  droite  demandée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.    Aubry,  à  Douai  ;  de 
Kerdrel,  à  Brest;  Chapron,  à  Versailles;  Berthelot,  à  Orléans." 


QUESTION  108 

Solution  par  M.  Madiot,  institution  Sainte-Marie,  à  Besançon 


On  considère  wi  angle  droit  XOY  et  un  cercle  A  inscrit  dans 
cet  angle.  Par  le  point  0,  on  mène  une  transversale  o  qui  ren- 
contre A  en  A  et  B  ;  on  projette  aloi's  les  points  A  et  B  sur  OX 
en  A'  et  B'  et  sur  OY  en  A*  et  B'.  Ceci  fait,  sur  A'B'  on  décrit 
un  demi-cercle  A'  et  sur  A'B  un  demi-cercle  A",  et  par  le  point  O 
on  mène  à  A'  une  tangente  OP  et  à  A"  une  tangente  OQ;  enfin 
on  rabat  OP  sur  OX  en  OP'  et  OQ  en  OQ'  sur  OY.  Les  paral- 
lèles aux  droites  OX  et  OY  menées  par  les  points  Q'  et  P'  se 
coupent  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu,  lorsque  o  tourne 
autour  du  point  O.  (G.  L.) 

On  a,  puisque  A  et  B  sont  sur  le  cercle  A,  qui  touche 
en  E'  et  E"  les  lignes  OX  et  OY 

OA.OB  =  R». 
Soit  a  l'angle  BOX;  on  a 

OA'  =  OA  cos  a  ;         OB'  =  OB  cos  a; 
donc 

OA.OA'  =  QP'2  =  R2  cos2  a; 
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si   donc  par  le  point  P'  je   mène  une   parallèle  à  OY;  elle 
rencontrera  OAB  en  un  point  I'  tel  que  OF  sera  égal  à  R. 


De  même,  on  a 

OA'  =  OA  sin  a  ;        OB"  =  OB  sin  a. 
par  suite 

OA'.OB"  =  OQ'1  =  R2  sin2  a; 
la  droite  menée  par  Qf  parallèlement  à  OA  rencontrera  donc 
OAB  au  même  point!  que  précédemment;  par  conséquent  : 

Les  droites  Q'I,  D'I  se  coupent  toujours  sur  la  sécante  8, 
en  un  point  distant  de  0  d'une  longueur  égale  à  R.  Lorsque 
la  droite  8  tourne  autour  de  0,  le  point  I  décrit  un  arc  de 
cercle  ayant  0  pour  centre,  et  passant  par  les  points  E'  et  E'. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  de  Kerdrel,  à  Brest; 
J.-B.  Perrin,  à  Clermont-Ferrand  ;  Kautlmnn-Cognet,  à  Bordeaux;  Lhapron. 
à  Versailles  ;  Vigneron,  Lycée  Henri  IV,  a  Paris. 
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QUESTION  109 

Solution  par  M.  Millot,  élève  au  Lycée  de  Chaumont. 


On  considère  une  suite  de  termes 

uls  u2,  u3,  u4  .  .  .  U2n_i,  u2n 
qui  jouissent  de  cette  propriété  que  si  l'on  considère  quatre  termes 
consécutifs  dans  cette  série,  le  produit  des  extrêmes  soit  égal  au 
produit  des  moyens.  On  donne  les  frois  premiers  termes  u,,  u2, 
Uj,  et  l'on  demande  de  trouver  la  somme  S2ndes  2a  premiers 
termes.  On  supposera  que  u3  est  un  nombre  différent  de  ut. 

On  a,  comme  conséquence  de  l'hypothèse  : 

t*j  _  t*8  Wa  U±  W3_Ms  m2b_3  _  U2n^ 

U2  Uk     '    U3  U5    '     W4  U6'  U2n_2  U2n   ' 

De  ces  diverses  proportions  on  déduit 

%  uk  u3  u3 

ut=u2  —  ,  ws  =  uz  —  =  u3  — ,  ue  =  u .  — - 

"i  m,  ut  us 

_  M3  U3 

—  W4  — ,    .     .     .     U2n  —  U  2n— 2  —  • 
Ut  U± 

On  voit  que  chaque  terme,  à  partir  dn  troisième,  est  le 
produit  de  celui  qui  le  précède  de  deux  rangs  par  le  rapport 

,   ws 

constant  — . 
ut 

Or  la  série  des  termes  donnés  peut  se   diviser  en   deux 

séries: 

ut    u3    us    m7   .    .       w2„_, 

W2      M4      U6      U3     .     .     .    U2n, 

la  première  contenant  la  suite  des  termes  de  rang  impair  et 

la  seconde  la  suite  des  termes  de  rang  pair. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  ces  deux  séries  forment 

deux  progressions  géométriques   de  n  termes,  ayant  pour 

w, 
raison  commune  r  =  —  et  pour  premiers  termes  respectifs 

ux  et  wa. 

Donc,  en  appliquant  la   formule  connue    a^  IA,    on 

q—  i     ' 
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trouve  pour  la  somme 

Ssn  =  "»('•"-■)  +  "■('•'  -»>  =  (ttl  +  v  r. 


?*  —  i  r  —  i  r  —  i 

Remarque.  —  La  formule  trouvée  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

S2n  =  (Wl  +  ut)  (i  +  r  +  r»  +  r»+  .   .   .  +  /—*). 
On  peut  dire  que  la  somme  cherchée  est  égale  au  produit 
de  la  somme  des  deux   premiers  termes  par  la   somme  de 
toutes  les  puissances   de  r  jusqu'à  la  (n  —  i  )me  inclusi- 
vement. 

Kota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Vigneron,  lycée 
Henri  IV  à  Paris  ;  Chapron,  à  Versailles  ;  Guilloz,  institution  de  Sainte-Marie, 
à  Besançon;  de  Kerdrel,  à  Brest;  F.  Taratte,  à  Evreux;  Vigarié.  à  Toulon; 
Bourgarel,  a  Antibes. 


QUESTION   110 

Solution  par  If.  Vigneron,  élève  au  Lycée  Henri  IV,  à  Paris. 


Soient  ul5  u2,  u3  ...  un  des  nombres  tels  que  l'un  quelconque 

d'entre  eux  soit  égal  au  produit  des  deux  précédents.  Démontrer 

que,  en  désignant  par  Pn  le  produit  de  ces  nombres,  on  a 
'    p    .  _  ,,  p  p 

les  nombres  u,,  et  u2  sont  supposés  quelconques. 
On  a  d'abord 

P3  =  «!  .  u2 .  u3  =  u4  .  tia  .  utu2  ; 
donc  on  a  bien 

Gela  posé,  je  suppose  la  formule  vraie  pour  n;  je    dis 
qu'elle  est  vraie  pour  n  +  i. 
On  a,  en  effet, 

Or,  par  hypothèse,  on  a 

Donc 

I  n  +  i  =  Ujln-|    (I  ri— 2    ■    U„     .    l/n_j). 

Or 

M   ==  A  n— iUn  • 
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Donc 
par  suite  on  a  bien 

-tn  +  l    ==    W2  -in— i-i  n  • 

Or  la  formule  est  vraie  pour  n  =  3  ;  elle  est  donc  générale. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  F.  Taratte,  à  Evreux; 
de  Kerdrel,  à  Brest;  Koël,  à  Bar-le-Duc;  Chapron,  à  Versailles;  Guilloz.  insti- 
tution Sainte-Marie,  à  Besançon. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


146.  ' —  Sur  les  côtés  d'un  triangle,  on  construit  exté- 
rieurement et  intérieurement  des  triangles  isoscèles  sem- 
blables ayant  un  angle  au  sommet  de  1 200.  Démontrer  :  1°  que 
les  sommets  des  triangles  intérieurs  et  ceux  des  triangles 
extérieurs  forment  deux  triangles  équilatéraux  ayant  pour 
centre  commun  le  point  de  concours  des  médianes  du  triangle 
donné;  2°  que  les  cercles  circonscrits  à  ces  deux  triangles 
constituent  le  lieu  des  centres  de  tous  les  triangles  équila- 
téraux circonscrits  au  triangle  donné. 

Exprimer  en  fonction  des  éléments  de  ce  dernier  triangle 
les  rayons  des  deux  cercles;  calculer  le  côté  et  la  surface 
du  triangle  équilatéral  circonscrit  maximum.  (J.  Kœhler.) 

147.  —  Étant  donnée  la  fraction 

ax2  -\-  bx  -f-  c 

a'x2  -f-  b'x  -f-  c  ' 
on  forme  l'équation  Aœ2  -f-  2^x  -f"  ^  —  °'  donnant  les 
valeurs  de  x  pour  lesquelles  la  fraction  est  maximum  ou 
minimum.  Le  polynôme  B2  —  AG  est  un  produit  de  fonctions 
rationnelles  de  a,  b,  c,  a',  b' ,  c.  Trouver  les  facteurs  de  ce 
produit.  (Weill.) 

148.  —  On  donne  deux  droites  fixes,  et  un  cercle,  de 
centre  0,  tangent  à  ces  deux  droites.  Soit  AB  une  tangente 
variable  de  ce  cercle,  et  qui  rencontre  en  A  et  B  les  deux 
droites  fixes;  soit  H  le  point  de  concours  des  hauteurs  du 
triangle  OAB.  Démontrer  que  le  cercle  des   neuf  points   du 
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triangle  OAB  enveloppe  deux  cercles,  et  que  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  AHB  enveloppe  aussi  deux  cercles  fixes. 

(Weill.) 

149.  —  On  donne  deux  droites  fixes  et  un  point  0.  Un 
angle  AOB,  de  grandeur  constante,  tourne  autour  du  point  0, 
A  et  B  étant  les  points  où  ses  côtés  rencontrent  respective- 
ment les  deux  droites  fixes.  On  mène  OA',  perpendiculaire 
à  OA,  et  rencontrant  en  A'  l'une  des  droites;  OB',  perpen- 
diculaire à  OB,  et  qui  rencontre  l'autre  droite  en  B'  ;  enfin 
on  projette  le  point  0  sur  les  trois  droites  AB,  AA';  BB';  en 
a,  S,  y.  Démontrer  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle  xffy 
passe  par  un  point  fixe,  et  touche  un  cercle  fixe.     (Weill.) 


AVIS 


Nous  rappelons  à  nos  lecteurs  que  les  solutions  qu'ils 
nous  adressent  doivent  porter  en  tête  : 

Le  numéro  de  la  question  ; 

Le  nom  de  l'auteur  de  la  solution,  ainsi  que  l'établissement 
auquel  il  appartient; 

L'énoncé  complet  de  la  question  proposée. 

De  plus,  s'il  y  a  des  figures,  celles-ci  doivent  être  faites 
avec  beaucoup  de  soin  et  sur  des  feuilles  à  part. 

Enfin,  nous  prions  nos  lecteurs  de  mettre  les  diverses 
questions  sur  des  feuilles  séparées,  pour  faciliter  le  classe- 
ment des  solutions,  et  éviter  des  oublis  ou  des  erreurs. 

Ces  solutions  sans  aucun  avis  d'envoi,  peuvent  être  adres- 
sées sous  bande  ou  sous  enveloppe  ouverte. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  YAZEILLE. 


IBIT.IU!  l;li:  i  EMliAI  P.   I>ES   CHEMINS   DE  FER,    —   IMI'Kl.MEl;!  I    CIU1X. 
IIIE  bIKObKE    20,  FAM1S.  —   12072-4. 
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ÉTUDE  ÉLÉMENTAIRE  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE 

DU   PREMIER    ET   DU    SECOND  DEGRÉ 
Par  M.  Ferrent, 


INTRODUCTION 

Les  questions  sur  les  propriétés  générales  des  nombres 
conduisent  à  la  résolution,  en  nombres  entiers,  d'équations 
indéterminées. 

Nous  nous  proposons  d'exposer  ici  une  méthode  permettant 
de  résoudre  ces  sortes  d'équations,  dans  le  cas  ou  elles  sont 
du  premier  ou  du  deuxième  degré. 

On  sait  que  cette  étude,  très  délicate,  a  fait  l'objet  des 
recherches  d'un  grand  nombre  de  géomètres,  parmi  les- 
quels figurent  les  noms  illustres  de  Fermât,  Euler,  Lagrange, 
Legendre,  Gauss,  Poinsot,  Cauchy,  Jacobi,  etc. 

Nous  reprendrons  dans  cette  étude  quelques-uns  des 
travaux  de  ces  savants,  mais  en  nous  efforçant  d'en  élaguer 
les  difficultés  qui  s'y  rencontrent  quelquefois. 

D'ailleurs,  nous  n'aurons  recours  qu'aux  seules  connais- 
sances de  l'algèbre  élémentaire,  et  nous  introduirons  dans  nos 
démonstrations  toute  la  clarté  et  toute  la  simplicité  qui  sont 
particulièrement  imposées  à  cette  branche  des  mathématiques. 

On  trouvera  dans  ce  travail  une  théorie  que  nous  croyons 
nouvelle,  et  que  nous  avons  nommée  la  théorie  des  solutioris 
conjuguées.  Elle  apporte  notamment  une  importante  simpli- 
fication dans  le  travail  nécessaire  à  la  résolution  de  l'équation 

\f  —  ILc2  =  N, 
et  elle  permet  de  résoudre  cette  équation  dans  bien  des  cas 
où  ce  travail  serait  rendu  matériellement  impossible  parla 
longueur  des  calculs. 

L'étude  de  l'analyse  indéterminée  a  été  longtemps  en 
honneur,  et  les  plus  célèbres  mathématiciens,  dont  nous 
avons  cité  les  noms,  l'ont  cultivée.  Délaissée,  au  moins  en 
apparence,  pendant  quelques  années,  elle  a  été  l'objet   de 
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récents  travaux,  qui  font  penser  que  l'attention  des  savants 
se  porte  de  nouveau  sur  ce  champ  des  mathématiques. 

Les  articles  de  MM.  Réalis,  Catalan,  Ed.  Lucas.  Desboves, 
Landry,  qui  ont  paru  dans  ces  dernières  années  dans  la  Xou- 
vclle  Correspondance  mathématique,  ou  dans  les  Nouvelles 
Annales  ou  dans  les  comptes  rendus  de  l'Association  française 
ou  enfin  dans  les  comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences; 
ceux  que  M.  de  Longchamps  a  publiés  dans  ce  Journal,  à 
propos  de  l'équation  de  Pell  et  d'un  mémoire  de  M.  Landry, 
semblent  rappeler  sur  cette  intéressante  partie  des  mathé- 
matiques l'attention  de  quelques-uns. 

Le  travail  que  nous  publions  ici  offrira  peut-être  quelque 
intérêt,  et  permettra,  en  dehors  des  points  nouveaux  qu'il 
renferme,  croyons-nous,  d'initier  les  lecteurs  de  ce  Journal 
à  des  connaissances  qui  ont  été  déjà  établies,  mais  qui  se 
trouvent  répandues  dans  des  ouvrages  nombreux  et  qu'on  ne 
se  procure  que  difficilement. 

CHAPITRE  PREMIER 

RÉSOLUTION"  DE  L'ÉQUATION   DU   PREMIER    DEGRÉ   A   11   INCONNUES 

1.  —  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  ù  la  résolution  de 
l'équation  à  deux  inconnues 

OiXi  -f  «Wi  =  K»  (1) 

dans  laquelle  at,  a2  et  K  sont  des  nombres  entiers. 

Tous  les  traités  élémentaires  d'algèbre  font  connaître  la 
méthode  employée,  et  lorsque  l'équation  peut  être  résolue, 
toutes  les  solutions  sont  comprises  dans  les  expressions 
xt  =  *i  +  a2t  )  .^ 

xt  =  x,  —  aj  ) 
que  l'on  peut  aussi  écrire 

xt  —  »,  —  a2t  )  ,£, 

cc2  =  a2  -j-  a{t  ) 
xx  =  k,  et  j?2  =  x2  étant  une  première  solution  de  l'équa- 
tion (1);  «j  et  o2,  les  coefficients  des  inconnues  dans  la 
même  équation,  et  t,  une  quantité  indéterminée,  à  laquelle 
on  peul  donner  Imite  valeur  entière,  positive  ou  négative. 
Celle  équation  peut  toujours  être  résolue  en  nombres  en- 

w 
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tiers,  lorsque  les  coefficients  au  a2  sont  premiers  entre  eux. 
Elle  ne  peut  être  résolue  dans  le  cas  contraire. 

2.  —  L'équation  à  n  inconnues 

a&\  +  °2«2  +  «3^3  ■+-••■•+  QnXn  =  K,  (4) 

dans  laquelle  nous  supposons  les  nombres  entiers  al9  a2,  ... 
on  et  K  débarrassés  de  tout  diviseur  commun,  ne  peut  être 
résolue  en  nombres  entiers,  lorsque  les  coefficients  at,  a.z,  ... 
an  ont  un  diviseur  commun. 

En  effet,  tous  les  nombres  entiers  substitués  aux  incon- 
nues donneront  au  premier  membre  une  valeur  divisible  par 
ce  diviseur,  et  cette  valeur  ne  pourra  jamais  être  égale  à 
la  quantité  K,  qui  est,  par  hypothèse,  première  avec  ce 
même  diviseur. 

3.  —  Réciproquement,  lorsque  l'équation  (4)  a  ses  coeffi- 
cients premiers  entre  eux,  celte  équation  peut  toujours  être 
résolue  en  nombres  entiers. 

Posons  en  effet 

«iX,  -f-  a.zx2  -f  . . .  -f  anxn  =  ciiXi  -f  pU, 
p  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  a2, 
a3,   ...  an. 

L'équation  (4)  deviendra 

tt^i  -f  pU  =  K,  (5) 

a,  et  p  étant  premiers  entre  eux,  l'équation  (o)  pourra  tou- 
jours être  résolue  en  nombres  entiers.  Soit  x±  =  \t  et  U  =  v 
une  solution  de  cette  équation. 

Si  l'équation  \J  =  v  peut  être  résolue  en  nombres  entiers, 
l'équation  (4)  pourra  également  être  résolue. 

Or,  l'équation  U  =  v  a  ses  coefficients  premiers  entre  eux 
et  ne  contient  que  n  —  i  inconnues.  Si  donc  une  équation 
h  —  i  inconnues  peut  être  résolue  en  nombres  entiers, 
lorsque  ses  coefficients  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de 
même  de  l'équation  à  n  inconnues.  Mais  l'équation  à  deux 
inconnues  peut  toujours  être  résolue  dans  ce  cas;  il  en  sera 
donc  de  même  de  l'équation  à  trois  inconnues.  Cette  dernière 
pouvant  être  résolue  dans  le  même  cas,  cette  propriété  ap- 
partiendra également  à  l'équation  à  quatre,  cinq,  etc.,  n  in- 
connues. 
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Cette  démonstration  donne  en  même  temps  le  moyen  de 
trouver  une  première  solution  de  l'équation  (4),  lorsque 
cette  équation  peut  être  résolue. 

4.  —  Soit  l'équation  à  trois  inconnues 

a^i  -f  a2x2  -L-  a3x3  =  K.  (6) 

dans  laquelle  nous  supposerons  alf  a2  et  a3  premiers  entre 
eux. 

Soit  Xi  =  <x15  x.2  =  a2.  x3  =  a3  une  première  solution;  on 
aura  l'égalité 

«1*1  +  «2*2  +  «3*3  =  K;  (7) 

d'où  l'on  déduit 

GiO^l  —  *i)  +  «2(^2  —  *2)  +  «3(^3  —  *3)  =  o.    (8) 
Posons,   pour    abréger,  xx  —  04    =  X4,    x2  —  a2  =  X„ 
x3  —  a3  =  X3  ;  il  viendra 

atXj  +  a,X2  +  a3X3  =  0  ;  (9) 

soit  pt  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a2  et  a3;  pt  devra 
diviser  a^,  et  comme  il  est  premier  avec  alt  il  devra  di- 
viser Xt.  Posons  donc 

X,  =  ht. 
L'équation  (9)  deviendra 

(ht  +  -^-  X,  +  -^-X,  =  0.  (10) 

Pi  ?i 

Quelque  valeur  que  nous   donnions    à  t,    l'équation  (10) 

pourra    toujours  être   résolue,  puisque   les  coefficients  — - 

?i 

et  — -   sont  premiers  entre  eux;  t  n'est  donc  plus  une  in- 

connue,  mais  bien  une  quantité  entièrement  indéterminée. 

Nous  pouvons  donc  considérer  l'équation  (10)  comme  ne 
dépendant  que  de  deux  inconnues  X2  et  X3,  et  nous  pour- 
ons  la  résoudre  à  la  manière  de  l'équation  à  deux  incon- 
nues. 

Toutefois,  une  difficulté  se  présente, par  suite  de  l'exis- 
tence de  l'indéterminée  /;  et  il  importe  de  trouver  une  pre- 
mière  solution,  quelle  que  soit  la  valeur  que  l'on  puisse 
donner  ultérieurement  ù  cette  indéterminée. 

Xous  atteindrons  ce  but  en  faisant  t  =  1  dans   l'équa- 
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tion  (10).  Nous  aurons  ainsi  l'équation 

'     «,-f  _^X2-f-^-X3  =  o.  (11) 

Pi  Pi 

Soit  X2  =  p2,  X3  =  p3  une  première  solution  de  cette  équa- 
tion; X2  =  p2t  et  X3  =  p3t  formeront  une  première  solution 
de  l'équation  (10),  quel  que  soit  t,  et  toutes  les  solutions 
seront  données  par  les  formules  ("2)  : 

X2  =  p2t  -\ tu 

Pi 

A3  V *  1  » 

Pi 

avec  Xx  =  ptf; 

d'où  nous  déduirons 

#i  =  *i  +  ptt  ) 

X2  =  a2  +  %t  -f-  -i-  tt  ^ 

Cl2 
X3 ÛC3   -j-    '3f fj 

pi 

et  on  aura,  entre  les  constantes  de  ces  formules,  les  relations 

«1*1   +  «2*2   +  «3*3   =  K  j 

5.  —  Nous  pouvous  résoudre,  par  le  même  procédé,  l'é- 
quation à  quatre  inconnues 

OLiXi  +  «2^2  +  «3^3  +  (h^i  =  K,  (14) 

dont  les  quatre  coefficients  sont  supposés  premiers  entre  eux,. 

OCi  —  04,  X2  —  X2,  3J3  —  0C3,  3T4  =  cc4 

étant  une  première  solution,  on  aura 

«1*1  +  «2*2  +  «3*3   "f"  «4*4  =  K.  (15) 

Retranchons  (15)  de  (14),  et  posons,  pour  abréger, 
Xi  —  at  =  Xt,  œ2  —  <x2  =  X2,  o?3  —  a3  =  X3,  cc4  —  ce4  =  X4; 
a^  -f  a2X2  -f  «3X2  4-  atX4  =  o.  (16) 

Soit  pt  le  plus  grand   commun  diviseur  de    a2,  a3,  «4  ;  pt 
doit  diviser   a^,   et,  par  conséquent  X5,  puisque  at  et  pt 
sont  premiers  entre  eux. 
Nous  poserons  donc 

Xt  =  p^! 
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et  l'équation  devient 

((itl  +ix2  +-^-;X3  +  —  x,  =  o.        (17) 

?1  pi  pi 

Les  trois  coefficients  — — ,  — — ,  — -    étant    premiers   entre 
Pi      Pi      Pi 
eux,  l'équation  (17)  pourra  toujours  être  résolue  pour  toute 

valeur  de  tt.  Cette  quantité  est,    par  conséquent,  indéter- 
minée. 
Posons  tt  =  i  dans  cette  équation,  et  soit 

X2  =  p2,   X3  =   p3,  X4  =  (3, 

une  première  solution  de 

a,  -f -^X2  +^-X3  +  ^-X4  =  o,  (18) 

pi  pi  Pi 

de  sorte  que  l'on  ait 

«»  +  —  P.  +  — P.+  —  ?*  =  o;  (19) 

Pi  Pi  .  Pi 

X2  =  p2^,  X3  =  $3tt,  Xj  =  pji  sera  une  première  solution 

de   l'équation    (17),    quelle  que   soit  la  valeur  de  /t  et  l'on 

aura 

*i'i  +— pVi  +— rvi  +  —  ,Vi  =  o.      (20) 
pi         pi         pi 

Retranchant  de  (17),  et  posant,  pour  abréger, 

X2  —  f32^  ==  Y2,  X3  —  S3^  =  Y3,  X4  —  pttt  =  Y4, 
nous  aurons 

^LYi  +  ^-Y8-f-^i-Y4  =  o.  (21) 

Pi  Pi  Pi 

Nous  raisonnerons  sur  cette  équation  comme  sur  l'équa- 
tion (9). 
Soit  p,  le  plus  grand  commun    diviseur    des  coefficients 

— -  et— -;  c2  devra  diviser    Y2;    nous  poserons  donc 
Pi  Pi 

Y2  =p2/2; 
d  on 

■^<a+  —  Y,  +  -^-Y,=  o;  (22) 

pi  ri, -2  piPi 

/2  est  entièrement  indéterminé.  Nous  pouvons  donc 
résoudre  cette  équation  comme  si  elle  ne  dépendait  que  de 
deux  inconnues,  V3  et  \\. 


JOUR-VAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES        127 

Posons  t2  =  i,  et  soit  Y3  =  y8,  Yt  =  y4  une  première  solu- 
tion de 

-^-  +  -^-Y3-f— Y4=o, 

Pi  Plp2  Plfl 

de  sorte  que  l'on  ait 

1 y8  H y*  =  °  ;  (*»J 

?1  pl?2  PlpS 

Y3  =  y3^2>  Y4  =  y4/2  sera  une  première  solution  de  l'équa- 
tion (22),  et  les  solutions  générales  seront  données  par  les 
formules  (2)  : 

v  —     /   _l      g*    / 

1  3  Ï3*2   T  J3» 

PlPa 

pl^2 

avec  Y2  =  p2?2. 

Nous  déduirons  de  là  : 

^2  =  Ml  H"  Pa*at 

^3   =  (53^1  +  Ï3^2   ~l ^3' 

Plp2 

Xi   =   Ml   4"  '(Ji *-*$* 

PiPa 
avec  X2  =  p1f] 

et  enfin  x^  =  04  -f-  p,^ 

a:2  =  a2  -j-  pgt'j  -j-  p2t2 

x3  =  a3  +p,tt  -f  y,*,  H — tz  )  (24) 

Pifa 

&«  =  xi  +  Mi  +  Yi'a —■*! 

pir2- 

De  plus,  nous  avons,  entre  les  constantes,  les  relations 
afr  +  a2x2  -f  a3a3  +  akz.  =  K  J 
«iPi  +  «2/2  +  «aPa  4-  «ifr  =  o    J  (25) 

û2pj  +  «sYa  +  °iïi  =  °     J 

6.  —  L'équation  à  cinq  inconnues 

aixi  -f-  #2a:2  -f-  ^a^a  ~f-  fl*#«  +  ^#3  =  K,        (26) 
traitée  de  la  même  manière,  conduirait  aux  solutions  sui- 
vantes : 
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Xx  =  a2  +  Ml  -h  p2f2 

^3   =    <*î    +    Ml  +    Ys'j    +   P3<3 

«-  }         (2/) 

^4   =  *4  +    Ml  4"  Y*'»   +   5i'3  H " fi 

plp2?3 

xi=a.-\-  Mi  +  y3/2  +  û.^3 ! t, 

ri"2p3 

el  les  constantes  auraient  entre  elles  les  quatre  relations 
«i*i  +  «a*»  +  °3*3  +  a^i  +  «sàs  =K 
«îfi  +  <**%  +  «aP>  +  airpi  +  a/h  =  o 

«2°2  +  «3Ï3   +  «*Y«   +   a3Ï5   =  ° 
f/3?3    4"  «t5i  4"  «3*5   =   O 


(28) 


7.  —  Soit  l'équation  (4)  à  n  inconnues. 

Les  raisonnements  qui  nous  ont  conduit  aux  formules 
précédentes  peuvent  s'appliquer  à  toute  équation  du  premier 
degré  contenant  un  nombre  quelconque  d'inconnues,  et  la 
loi  de  formation  de  leurs  valeurs  est  assez  visible,  pour  que 
l'on  puisse  écrire  immédiatement  les  formules  suivantes, 
dont  nous  démontrerons  du  reste  l'exactitude  tout  à  l'heure. 

œi  =  ai  -f"  Pi*i 

x2  =  a,  -|-  M,  +  p8f, 

x3  =  *3  +  Mi  +  Y»'i  +  ?iU 


xk=.v.k-\-  Mi  +  yktt  +  hh  4-  •  •  •  +  P*'* 

aj*+i=**+i+  p*+ii'i4-y*+i*'s4"5*+i'»+"'^*+i'*~f~P*+i'*+i 

^n-2 xn— 24-r'i-2fl~f'ïn— 2f24"0n-2f3~r'-'4_/n-2f/î4-!-(-''— ïf*  +  f 

4"    •  •  •    4"  pn— 2'"— 2 
^n-l  =  a„_j  4~  %-iti  4"  V'i-l'  2+  ^>-l'3  +  -  •  '  +  ^H-th  ■+"(*» — J  fe+l 

4-    ...    4-   l'n-lfn-2    H " 'n-l 

PlPl   •  •  •   ?n-i 

xn  =  a„ 4- m«  4-  y„/2  4.  zj3 -\- ... 4- *«** 4- M*-m  +  ••• 

-f-    r„',,_2 "  Ift— | 

r  1  r 2  •  •  •  ?"— î 
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les  constantes  ayant  entre  elles  les  n —  i  relations  suivantes 
fli«i  +  «a*!  +  °3*3  4-  •  •  •  +  any-n  =K 

«Ipl   +  «2P2   4"  «âPs   +    •  '  '    +  fl»?n  =  O 

«2p2  +  «sïa  4-  . . .  -f  anyn  =  o 

«3p3   +    ...    4"    «'en  =  O  J>  (30) 


«n-sf  „_2  4~  On-iî',,-1   +  «n^»  =  O 

Dans  ces  formules,  ^  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  n  —  i  derniers  coefficients  de  l'équation  ;  p2  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  n  —  2  derniers  coefficients, 
divisés  au  préalable  par  pA  ;  p3,  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  11  —  3  derniers  coefficients  divisés  d'abord  par  le 
produit  p!p2,  et  ainsi  des  autres  ;  quant  aux  autres  con- 
stantes, elles  font  partie  de  premières  solutions  d'équations 
successives,  d'où  proviennent  les  relations  (30). 

(A  suivre.) 


EXERCICES  DIVERS  DE  MATHEMATIQUES  ELEMENTAIRES 

Par  M.  Emile  Lemoiae,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
[Suite,  voir  p.  97.) 


XXXV 


Étant  donnés  une  droite  CD  et  deux  points  A  et  B,  trouver  sur 
CD  un  point  X,  tel  que,  si  l'on  joint  AXet  BX,  la  droite  CD  soit 
l'une  des  bissectrices  de  l'angle  AXB. 

Ce  problème  est  l'un  des  plus  connus  des  éléments,  comme 
problème  du  jeu  de  billard,  de  la  réflexion  d'un  rayon  lumi- 
neux, etc.  ;  nous  n'en  parlons  que  pour  indiquer  la  construc- 
tion graphique  suivante  qui,  surtout  si  l'on  ne  se  sert  que  de 
la  règle  et  de  1  equerre,  est  beaucoup  plus  simple  que  la 
construction  classiquement  connue. 

J'abaisse  de  A  et  de  B  les  perpendiculaires  Aa,  Bb  sur  CD, 
a  et  6  étant  les  pieds  de   ces  perpendiculaires   sur  CD.  Je 
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joins  oB,  bA.  Ces  droites  se  coupent  en  a?;  si  de  a;  j'abaisse 
une  perpendiculaire  sur  CD,  le  pied  de  cette  perpendiculaire 
est  le  point  X  cherché. 

Une  construction  analogue  est  applicable  pour  diviser  une 
droite  ab  en  parties  proportionnelles  à  des  longueurs  don- 
nées. Par  a  et  par  b  je  mené  deux  parallèles  quelconques  sur 
lesquelles  je  prends,  à  partir  de  a  et  de  b,  des  longueurs 
égales  aux  longueurs  données  (ou  proportionnelles  à  celles- 
ci).  Soient  A  et  B  les  extrémités  de  ces  droites,  je  joins  Ab, 
Ba,  soit  x  leur  intersection.  Si  par  x  je  mène  une  parallèle 
à  ka  qui  coupe  ab  en  X,  le  point  X  est  le  point  de  division 
cherché. 

XXXVI 

On  donne  un  triangle  ABC  :  on  mène  les  trois  hauteurs  AA , 
BB',  CC,  on  projette  B'  et  G'  en  B'„  (/,  sur  BC  et  A'  en  A'c  sur 
AB  et  en  Ai,  sur  AC.  Soit  J  le  point  où  B'C'  coupe  A  A'  ; 

Démontrer  :  1°  Que  les  quatre  droites  C'B'a,  B'Ca,  AA',  A;A'.  se 
coupent  en  un  même  point  0  pour  lequel  on  a: 

OJ  =3A  : 
2°  Que  si  l'on  projetait  G'  e«  C'b  sur  AC,  ef  B'  en  B'c  sur  AB 
on  aurait 

A|X  =  BlBc  =  C'i.G',- 

Soit  II  le  point  de  concours  des  hauteurs. 

Les  deux  quadrilatères  tiomothétiques  HB'AC,  A'A'<AA'C 
montrent  que  B'C  et  A'bk'c  sont  parallèles;  par  suite,  si  l'on 
appelle  y  le  point  oii  k'bk'e  coupe  BA',  l'angley  A'bA'  sera  égal 
u  l'angle  C'B'H  (puisque  leurs  cotes  sont  parallèles  et  de 
même  sens),  c'est-à-dire  à  qo°  —  B;  mais  les  angles  alternes 
internes  y  A' Ai,  et  HB'A'  sont  égaux;  et  comme  l'on  a 

angle  HB  A'  =  HffC'  =  qo°  —  B 
les  deux  angles  yA',,A'  et  y  A' A',,  sont  égaux,  ce  qui,  puisque 
le  triangle  A'A',,13'  est  rectangle,  prouve  que  y  est   le  milieu 
de  A'B',  ou  que  A   \'.  coupe  JA  en  son  milieu. 

Nous  savons  déjà  par  le  problème  XXXV  que  C IV,  et 
B'C',  se  coupent  sur  AA',  puisque  l'on  a 

angle  G  A'B  =  angle  B'A'C; 
il  suffira  de  démontrer  que  ce  poinl  esl  bu  milieu  de  A'.I  ou 
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que  l'aue  de  ces  droites,  B'Ca  par  exemple,  coupe  JA'  en  sou 
milieu. 

Remarquons  que  si  l'on  prolonge  B'A'  et  CC'a  jusqu'à  leur 
rencontre  en  V,  on  a  CC'a  =  C'a\  ;  par  suite  que  B'(X  est  la 
médiane  partant  de  B'  du  triangle  VB'C,  et  coupe  évidemment 


A'J  en  son  milieu.  1°  et  2°  sont  donc  démontrés.  Ce  qui  pré- 
cède montre  aussi   que  les  trois  droites  A'b\'c,B'aB'c,C'aC'b  se 
coupent  deux  à  deux  aux  milieux  du  triangle  A'B'C. 
Dans  le  quadrilatère  inscriptible  AA'(,AA'C  on  a 

A'A  X  AU'  =  AA'j  X  k'A'e  -f  AA'C  X  A'A'„ 
ou 

ha  X  A'6Ac  =  h  sin  G  X  ha  cos  B  -f-  K  sin  B  X  ha  cos  C 

i/  ii        l  »        2S        a         S 

ou  A  A,  =:/jaXsin  A  =  — x-^  =  -5-. 

a         2R        R 

3°  est  donc  démontré,  puisque  pour  BâBc,CuC'b  on  eût  trouvé 

g 

respectivement  hb  sin  B,  hc  sin  C,  c'est-à-dire  aussi  — . 

R 
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En  projetant  la  figure  sur  un  plan  quelconque,  on  peut 
déduire  de  ce  qui  précède  un  théorème  ayant  rapport  non  plus 
aux  hauteurs,  mais  à  trois  droites  concourantes  quelconques. 

Si  nous  appelons  At  le  point  ou  se  coupent  A'bB'a,  AéCâ  ; 
B15  Ct  les  points  analogues  par  rapport  aux  autres  côtés, 
nous  engageons  le  lecteur  à  chercher  le  problème  suivant 
susceptible  d'une  solution  fort  simple  :  construire  ABC  con- 
naissant At,  Bj,  C^ 

XXXVII 

Entre  deux  lignes  données  AB,  CD  non  situées  dans  le  même 
plan,  mener  une  ligne  AC  perpendiculaire  à  l'une  d'elles  (à  AB 
en  A,  par  exemple)  et  de  longueur  donnée. 

Soit  BD  la  perpendiculaire  commune  à  ces  deux  droites. 
Supposons  le  problème  résolu  et  par  B  menons  BM  paral- 
lèle à  DC,  puis  par  C  une  parallèle  à  BD  qui  coupe  en  M  la  pa- 


rallèleà  CD  menée  parB  et  qui  est  évidemment  perpendiculaire 
au  plan  M  BÀ  CAAÇ;  d'après  cela,  dans  Le  triangle  rectangle 
en  M  je  connais  CM  =  BD  el  i',\,  je  puis  donc  Le  construire. 
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Mais  CM  étant  perpendiculaire  au  plan  MBA,  CA  perpen  - 
diculaire  en  A  sur  BA,  droite  de  ce  plan,  la  réciproque  du 
théorème  des  trois  perpendiculaires  montre  que  MA  est  per- 
pendiculaire sur  AB  ;  dans  le  triangle  rectangle  ABM  je 
connais  donc  AM  et  l'angle  opposé,  je  puis  donc  le  construire 
et  par  suite  déterminer  le  point  A,  etc. 

Nous  engageons  les  élèves  à  faire  par  les  procédés  de  la 
géométrie  descriptive  l'épure  de  cette  solution. 

XXXVIII 

Lieu  des  centres  M  des  circonférences  tangentes  à  une  circonfé- 
rence fixe  de  centre  0,  et  à  deux  parallèles  AH,  BK,  variables 
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mais  passant  par  deux  points  fixes  Ae/B  situés  sur  un  diamètre 
à  égale  dislance  du  centre  0. 

De  0  j'abaisse  une  perpendiculaire  01  sur  AH;  le  lieu  de  I 
est  la  circonférence  décrite  sur  AO  comme  diamètre.  Sur  la 
droite  OM,  qui  contient  en  V  le  point  de  contact  des  deux 
circonférences  0  et  M,  je  prends  01'  =  01  =  MH;  il  est  évi- 
dent que  si,  perpendiculairement  à  AB,  je  prends  OA'  =  OA, 
le  lieu  dé  I'  sera  la  circonférence  décrite  sur  OA'  comme 
diamètre,  puisque  le  lieu  de  l' n'est  autre  que  le  lieu  de  I  qui 
a  tourné  d'un  quart  de  cercle  autour  de  0  de  gauche  à  droite. 

On  a  donc 

['M  =  I'V  +  VM  =  I'V  +  l'O  =  constante. 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  M,  je  mènerai  donc  par  0 
toutes  les  cordes  OT  du  cercle  fixe  OAT,  et  je  les  prolongerai 
de  l'M  égale  au  rayon  du  cercle  primitif  donné;  le  lieu  ainsi 
obtenu  est  la  courbe  bien  connue  sous  le  nom  de  limaçon  de 
Pascal. 

XXXIX 

Soit  ABC  un  triangle,  M  le  milieu  de  la  base  BG;  on  sait 
que  la  somme  des  can'és  des  deux  côtés  qui  comprennent  la 
droite  AM  est  égale  à  deux  fois  le  carré  de  cette  droite  plus  la 
somme  des  carrés  des  segments  que  le  point  M  détermine  sur  la 
base  BC.  La  réciproque  est-elle  vraie:  c'est-ii-dire  si  un  point  M 
pris  sur  BC  jouit  de  cette  propriété,  est-il  forcément  le  milieu 
de  BC  ? 

Soit  AM  =  x, 

CM  =  y, 
BM  =  %. 
Soita  le  pied  de  la  hauteur  abaissée  de  A  sur  BC;  l'un  des 
deux  triangles  AMC,  AMB  est  obtasangle.  Supposons  que  ce 
soit  AMC;  on  a 

b'  =  if   f  X-  +  2//Ma. 
c»  =  z-  +  as2  —  2*Ma, 
d'où  zb*  -f  yc*  =  a(x*  -f  yz)  ;  (I) 

mais  par  hypothèse  on  a 

&«  -f  c2  =  2.r2  -f  i/2  -f  ;!  (»2) 

et  y  +  %  =  a  ;  (3) 
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éliminant  x  entre  (1)  et  (2),  puis  s  au  moyen  de  (3),  on  a 

^axf  -f-  2y(c-  —  62  —  ici1)  +  a(62  +  a2  —  c2j  =  o  ; 

a2  +  62  —  c2 
.'/  — - 


d'où  l'on  tire 


ia 


y'  =— • 


La  réciproque  n'est   donc  pas  vraie   et  le  point  M  peut 
être  soit  le  milieu  de  BC,  soit  le  pied  de  la  hauteur. 

(A  suivre.) 


CONCOURS  GENERAL  DE  PHILOSOPHIE 

Solution  par  M.  P.  Lahaire,  élève  au  Lycée  Charlemagne(*). 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  et  un  nombre  positif  m,  plus 
petit  que  l'unité,  on  prend  sur  le  coté  AB  un  point  Cl5  tel  que 
ACt  soit  égal  à  m.  AB  ;  de  même  on  prend  sur  AC  un  point  Bt, 
tel  que  CBi  soit  égal 
à  m.AG  ;  et  sur 
BC  un  point  Ai  tel 
que  BAL  soit  égal  à 
m.BC  :  —  1°  Trou- 
ver l'aire  du  triangle 
AtBiC,  ;  2°  on  con- 
sidère une  suite  in- 
définie de  triangles 
AtBA;  A2BaG2,... 
ApBpC  ,  dont  cha- 
cun se  déduit  du 
précédent,  comme  le 
triangle  AjB^  se  k. 
déduit     de     ABC  ; 

trouver  la  limite  de  la  somme  des  aires  de  ces  triangles  quand 
le  nombre  entier  p  augmente  indéfiniment;  3°  étudier  les  varia- 
tions de  la  limite  précédente  quand  le  nombre  m  varie  de  o  à 


*)  Cette  copie  a  eu  le  second  prix  au  concours. 
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i  :  4°  déterminer  les  positions  des  points  de  rencontre  des  mé- 
dianes de  chacun  des  triangles  AjB,^,  A,B2C2,  .  .  .  BpÀpCp. 

1°  L'aire  du  triangle  AjBjC,  peut  être  considérée  comme 
équivalente  à  Taire  du  triangle  donné  diminuée  des  petits 
triangles  ACjB^  BC^,  CAjB^  Évaluons  l'un  de  ces 
triangles,  BC^  par  exemple. 

L'aire  de  ce  triangle  a  pour  expression 
BAt  X  CtK 

2 

Mais 

BAt  =  m  .  BG 
et  dans  les  triangles  semblables  BCtK,  BAH,  on  a  la  pro- 
portion 

C,K  BC, 

"ÂH    =BÂ-=I-m: 
d'où 

C,K  =  AH(i  —  m). 
L'aire  du  triangle  est  donc 

"m  .  BC  .  AH  .  (i  —  m) 

2 

BC  .  AH     . 

ou  en  remarquant  que  n  est  autre  ebose  que  la 

surface  S  du  triangle 

Sm(i  —  m). 

On  verrait  facilement  d'ailleurs  que  l'aire  de  ebacun  des 
deux  autres  petits  triangles  a  la  même  expression. 
La  surface  du  triangle  AjB^  sera  donc 

S  —  3Sm(i  —  m)  =  S(3m2  —  3m  -f-  i). 

2°  Telle  est  la  surface  du  triangle  A^C^ 
Elle  se  déduit  du  triangle  précédent  en  multipliant  par  le 
trinôme  3m2  —  3m  -|-  i .  De  même,  si  on  considère  un  second 
triangle    A2B2C2  formé    avec  A^,^    comme   celui-ci  a  été 
formé  avec  ABC,  la  surface  de  ce  nouveau  triangle  sera 
S(3m«—  3m  -f  i)2. 
De  mémo    les   triangles    A,BaG„    A,B4C4  ...  auront  pour 
surface 

S(3m-  —  3m  -f-  i  V 
S(3m»  —  3m  -f-  i)« 
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En  général,  le  triangle  ApBpCp  aura  pour  surface 

S(3m2  — 3m  +  i)p. 
Les  aires  de  tous  ces  triangles  forment,  en  y  comprenant 
le  premier,  une    progression  géométrique  décroissante  dont 
le  premier  terme  est  S  et  la  raison  3m2  —  3m  -\-  i. 
A  la  limite  la  somme  de  ces  aires  sera 

S S 

i  —  (3m2  —  3m  -f-  i)  "      3m(i  —  m) 

3°  Voyons  ce  que  devient  celle  expression,  si  m  varie 
entre  o  et  i.  Elle  variera  évidemment  en  raison  inverse 
de  son  dénominateur  3m(i  — m),  puisque  son  numérateur 
est  un  nombre  constant. 

Si  m  =  o,  ce  dénominateur  s'annule  et  l'expression  devient 
g 
égale  à  —  =  -x> .  C'est  qu'alors  les  points  Ct,  At,  Bt  se  con- 
fondant avec  les  sommets  du  triangle  donné,  tous  les  triangles 
successifs  sont  égaux  à  ce  dernier,  et  comme  leur  nombre 
est  infini,  la  somme  de  leurs  surfaces  est  infinie. 

Si  m  croit,  le  produit  m(i  —  m)  =  m  —  m2  varie  de  la 
même  manière  que  m,  puisque  m  est  compris  entre  o  et  i. 

S 

Donc  si  m  croit,  m(i  —  m)  croit  et  1  expression  - — ; 

3m(i  —  m) 

décroit.    D'ailleurs  elle   ne  décroit    pas    au    delà  de    toute 

g 
limite,  car  pour  m  =  i ,  elle  reprend  la  forme  —  =  oo .  Alors 

les  sommets  CY,  A1?  Bt  se  confondent  avec  les  sommets  B,  C,  A 

du  triangle  donné. 

L'expression    a    donc  dû    passer  par  un  minimum.  Or  le 

produit  m(i  — m)  est  un  produit  de  deux  facteurs  dont  la 

somme  est  constante  et  égale  à  i.  Il  atteint  donc  son  maxi- 

i 
mum  pour  m  =  i  —  m  =  — . 

Alors  la  limite  considérée  est  minima  et  égale  à 
JL-  -  4S 

JL~   3  ' 

4 

4°  Reprenons  les  triangles  ABC,  B^À,,  et  menons  par 
les  sommets  A  et  Bj  les  médianes  AM  et  B^,.  Ces  lignes 
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se  coupent  en  un  certain  point  G.  Par  les  sommets  Ct  et  At 

du  second  trian- 
gle, menons  des 
parallèles    aux 
côtés     opposés 
du  premier,  CtE 
etAxF. Les  trian- 
gles   CtBE    et 
FAiC  étant  sem- 
blables à  ABC, 
on  a  : 
FAt      __CAL 
AB   ~~    CB 
=  i  —  m, 


D'oii 


et  par  suite 


BC, 
AB 

BCt 
AB 


=  i  —  m. 


FA, 

AB 


BC,  =  FA,. 

Les  triangles  considérés  sont  donc  égaux  et 

BE  =  kfi. 
Donc  le  point  M  est  le  milieu  de  EA.t. 
La  ligne  MMi  est  parallèle  à  CiE  et  par  suite  à  AG.  D'ail- 
leurs r  v 

mm, =^5- 


et  comme 


C,E         BC, 


AG 
MM,  = 


i  —  m, 


BA 

AG(i  —m) 


De  plus  les  triangles  semblables   donnent  la  proportion 
MjM      .  GM         GM, 

AB, 
et  comme 


GA         GB, 
AB,  =  AC(i  —  m), 


M,M 

AB, 


GM 
GA 


GM, 

GB, 
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Le  point  G  est  donc  au  tiers  de  la  ligne  MA  et  de  la 
ligne  M^  c'est-à-dire  que  les  médianes  des  deux  triangles 
concourent  au  même  point.  Il  en  sera  donc  de  même  pour 
les  triangles  successifs  A2BaC2,  A3B3G3  . . . 

Nota.  —  Une  autre  solution  nous  a  été  adressée  par  M.  Yigarié,  à  Tou- 
louse. 


QUESTION  112. 

Solution  par  M.  L.  Madiot,  élève  à  l'Institution  Sainte-Marie  de  Besancon. 


On  considère  deux  cercles  concentriques  A  et  A',  ayant  pour 
centre  commun  0'.  On  mène  une  tangente  AB  à  A',  rencontrant  A 
en  A  et  B,  et  touchant  Ar  en  0.  Un  diamètre  rencontre  A  en 
C  etl),  et  A'  en  G'  et  D'.  On  mène  OCT  et  OD'  ;  ces  lignes  rencon- 


trent AG  aux  points  I  et  Y,  et  BD  en  1",  Y"  :  —  1°  chacun  des 
points  I,  I',  I".  Y"  décrit  un  cercle  quand  CD  tourne  autour  de 
0';  —  2°  le  milieu  de  AC  coïncide  avec  le  milieu  de  II';  —  3°  les 
triangles  ICT,  Y'OY"  sont  équivalents:  —  4°  le  maximum  de  la 
surface  de  ce  triangle  a  lieu  quand  CD  est  parallèle  à  AB;  — . 
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5°  les  points  I,  I',  I",  T"  sont  sur  un  cercle  concentrique  à  A.  Ce 
cercle  est  maximum  quand  CD  est  parallèle  à  AB. 

1°  Menons  le  diamètre  EE'  passant  par  le  point  0,  et 
joignons  E'C.  Cette  droite  est  évidemment  parallèle  à  O'G. 

Tirons  la  corde  AE;  les  deux  angles  AIO  et  AEE'  égaux 
à  un  même  troisième  ACE'  sont  égaux  entre  eux;  d'où  l'on 
voit  que  le  point  I  décrit  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  rectangle  AOE. 

On  reconnaît  de  même  que  chacun  des  points  I,  1',  I",  1'" 
se  trouve  sur  la  circonférence  circonscrite  à  chacun  des 
triangles  AOE',  E'OB,  BOE. 

2°  La  droite  IE  coupant  en  F  le  cercle  A,  joignons  ET; 
la  figure  IFET  est  un  rectangle,  et  l'on  a  IF  =  I'E'. 

Mais  les  cordes  CF,  AE'  qui  sous-tendent  des  arcs  com- 
pris entre  parallèles  sont  égales,  et  les  triangles  rectangles 
égaux  AI'E',  CIF  nous  donnent  CI  =  AI'. 

On  voit  donc  que  les  milieux  de  AC  et  de  II'  coïncident. 

La  même  propriété  se  démontre  pour  BD  et  IT". 

3°  Les  deux  angles  AIO,  OI'"B  respectivement  égaux  à  AEO, 
et  à  OEB,  sont  égaux  entre  eux,  car  l'égalité  des  deux  der- 
niers est  évidente. 

Les  points  I,  I',  I",  I"  sont  donc  sur  une  même  circonfé- 
rence. 

Supposons  que  les  triangles  IOI',  TOI"  soient  équivalents, 
on  aurait 

oi.  or  =  or.  oi"  ; 

mais  on  a  déjà 

oi.  or  =  or.  or": 

or  ces  deux  équations   ne    sont  vraies   simultanément   que 

quand 

01  =  01"  et  01"  —  or. 

Du  reste,  quand  cette  condition  est  remplie,  la  droite  00' 

est  bissectrice  de  C'OD'  et  CD  est  parallèle  à  AB. 

4°  La  droite  II'  toujours  égale  à  F/F  n'est  jamais  supé- 
rieure ;i  EE';  de  plus  dans  le  triangle  IOI'  la  hauteur  rela- 
tive à  II'  est  au  plus  égale  à  AO. 

Le  triangle  IOI   a  donc  pour  voleur   maxima    la  surface 
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EAE',  et  n'atteint  ce  maximum  que  quand  CD  est  parallèle 
à  EE\ 

Quand  cette  condition  est  remplie,  on  a 
AGO'  =  OO'D  =  OBI". 

Or  l'égalité  des  deux  derniers  angles  ne  peut  exister  que 
quand  l'arc  BD  est  nul,  c'est-à-dire  quand  CD  passe  par  le 
point  B.  Le  triangle  IOI'  est  donc  maximum  quand  CD  passe 
par  le  point  B. 

5°  Nous  avons  vu  que  les  points  I,  I',  Y,  Y"  sont  sur  une 
même  circonférence,  et  nous  avons  démontré  que  les  milieux 
de  IF  et  de  IT"  coïncident  respectivement  avec  les  milieux 
de  AG  et  de  BD. 

D'après  cela,  le  centre  du  cercle  I,  I',  I",  I'",  se  trouvant  à 
l'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux 
de  AC  et  de  BD,   coïncide  avec  le  centre  de  A. 

Ce  cercle  est  maximum  quand  le  point  I  est  sur  le  rayon 
perpendiculaire  au  diamètre  AE,  car  alors  il  enveloppe  les 
cercles  décrits  par  chacun  des  points  I,  Ir,  I",  V. 

Quand  l'angle  AMO'  est  droit,  le  point  M  est  le  centre 
des  cercles  I,  et  l'on  a 

IAE  =  —  IME  =  45° 
et  comme  IOE  =  IAE,  IOE  =45,  et  CD  est  parallèle  à  AB. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


Paris  (avril  1884). 

Calculer  la  surface  du  polygone  régulier  de  24  côtés  inscrit 
dans  un  cercle  de  rayon  égal  à  l'unité. 

—  Trouver  graphiquement  l'angle  de  deux  droites  dont 
on  connaît  les  projections,  et  qui  se  coupent  sur  la  ligne  de 
terre. 

—  Calculer  la  base  et  la  hauteur  d'un  triangle  isoscèle, 
connaissant  les  volumes  V  et  V  engendrés  par  le  triangle 
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tournant  successivement  autour  de  sa  base  et  autour  d'un 
des  deux  autres  côtés. 

—  Trouver  tous  les  arcs  #_qui  satisfont  à  l'équation    ' 

cos  x  -f-  y/  3  sin  x  =  i . 

—  Le  triangle  équilatéral  ABC,  dont  le  côté  ÀB  a  pour 
longueur  a,  tourne  autour  de  Taxe  Ax,  mené  dans  son  plan 
parle  sommet  A  perpendiculairement  au  côté  AB.  Exprimer, 
au  moyen  de  a,  le  volume  engendré  par. la  rotation  de  ce 
triangle  autour  de  Ax. 

—  On  considère  un  levier  coudé  AOB,  mobile  autour  du 
point  0,  dans  lequel  la  longueur  OA  est  double  de  OB.  La 
branche  OB  est  horizontale,  et  l'angle  AOB  est  de  i5o°.  Quel 
doit  être  le  rapport  des  deux  poids  P  et  Q,  suspendus  aux 
extrémités  A  et  B,  pour  que  le  levier  soit  en  équilibre? 

—  Les  angles  d'un  hexagone  sont  égaux;  les  longueurs  de 
ses  côtés  sont  alternativement  a  et  b.  Exprimer,  au  moyen 
de  a  et  de  b,  le  volume  décrit  par  la  rotation  de  l'hexagone 
autour  de  l'un  des  côtés  dont  la  longueur  est  a. 

—  Calculer  les  solutions  des  équations  simultanées 

x-  —  î/2  =  5  ;     xij  =  6. 

—  Etant  donné  tg  a.  =  ^-,  trouver 

sin  a,  cos  a,  sin  20,  cos  2a,  cotg  2a. 

Poitiers. 

Étant  donné  un  cône  de  révolution  à  deux  nappes,  et 
deux  sections  parallèles  AB,  A'Br,  dont  la  distance  CC  soit 
égale  à  une  quantité  donnée  h,  on  déplace  les  plans  paral- 
lèles en  leur  conservant  une  direction  fixe  et  la  même  dis- 
lance. 4°  Trouver  l'expression  du  volume  ainsi  formé; 
2°  étudier  les  variations  de  la  fonction. 

Lille. 

Deux  montagnes  ayant  l'une  1200  mètres  d'altitude  et 
L'autre  2000  mètres,  sont  dans  deux  îles  voisines,  et  la  dis- 
tance de  leurs  sommets  est  de  36  kilomètres.  Or,  du  sommet 
do  l'une  on  voit  l'autre  émerger  juste  au-dessus  de  l'hori- 
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zon.  Quel  est  d'après  cela  le  rayon  de  la  terre  supposé 
sphérique  ? 

Toulouse. 

On  donne  un  triangle  isoscèle  ABO,  rectangle  en  B.  Du 
sommet  0  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  passant  par 
le  point  B.  On  mène  du  point  A  une  sécante  ACD  sur  laquelle 
on  abaisse  du  point  0  la  perpendiculaire  OF,  et  l'on  mène 
les  droites  BG,  BD.  On  représente  par  a  le  côté  AB,  et  par 
x  l'angle  DAB. 

1°  Montrer  que  l'aire  du  triangle  BCD  est  égale  à 

—  a  .  CD  sin  x. 

2 

2°  Calculer  en  fonction  des  quantités  a  et  x  les  longueurs 
AF,  AC,  AD,  CD,  et  l'aire  du  triangle  BCD. 

3°  Déterminer  l'angle  x  de  telle  façon  que  cette  aire  soit 
maxima. 

Besançon. 

r.az 
Connaissant  le  volume  — - — ,  et  la  surface  totale  r.h2,  d'un 

3 

cône  droit  SAB,  déterminer  le  rayon  de  base  R  et  la  hau- 
teur h.  Condition  de  possibilité.  Quelle  relation  faut-il  sup- 
poser entre  -les  données  a  et  6  pour  que  le  triangle  SAB, 
obtenu  en  coupant  le  cône  par  un  plan  passant  par  l'axe, 
soit  équilatéral? 

—  Discuter  les  valeurs  des  deux  trinômes 
A  =  x2  —  5 x  -J-  4 
B  =  x2  —  Sx  +  1 5 
et  de  leur  rapport  lorsque  x  varie,  par  valeurs  réelles,  de 
—  x  à  -f-oo. 

Marseille. 

Sur  la  circonférence  d'un  cercle  de  3  mètres  de  rayon, 
on  prend  un  arc  ABC.  égal  au  dixième  de  la  circonférence. 
On  demande  d'évaluer,  en  centimètres  carrés,  l'aire  du  seg- 
ment compris  entre  l'arc  ABC  et  la  corde  AC.  Déduire  de 
cette  aire  celle  que  l'on  obtiendrait  si  le  cercle  avait  6  mètres 
de  rayon. 
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Nancy. 

On  donne  un  plan  PaP',  et  une  droite  (ab,  a'b')  qui  ren- 
contre le  plan  en  (m,  m);  mener  par  ce  point  (m,  m')  une 
droite  perpendiculaire  à  (ab,  a'b')  et  situé  dans  le  plan  PaP'. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


150.  —  Un  angle  constant  tourne  autour  d'un  point 
fixe  A,  pris  sur  un  cercle,  et  les  côtés  rencontrent  le  cercle 
en  B  et  C.  Soient  M,  N,  P  les  pieds  des  hauteurs  du  triangle 
ABC.  Démontrer  que  deux  des  côtés  du  triangle  MNP  sont 
tangents  à  des  cercles  fixes,  et  que  le  troisième  se  déplace 
parallèlement  à  lui-même.  (Weill.) 

151.  —  Les  extrémités  A  et  B  d'une  droite  AB,  de  lon- 
gueur constante,  glissent  sur  deux  droites  fixes  OA,  OB. 
Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  OAB.  (Weill.) 

152.  —  Démontrer  l'identité 

X4n+2_L_  j/in+2  =  [œ2n+1 2X2n~hf  -f  2CC2n~3i/4—  .  .  .   ±  2Xtfn]* 

_|_  ryn+1  _  22/2n-lœ2  _|_  2J/2n-3Xi  —  .  .  .   ±  2Î/X2"]2 

(E.  Catalan.) 

153.  —  Un  angle  constant  BAC  tourne  autour  de  son 
sommet  fixe  A;  trouver  la  position  de  l'angle  pour  laquelle 
il  intercepte  sur  un  cercle  donné  dans  son  plan  une  corde 
de  longueur  connue. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IMl'RIJIERIK  CENTRALE    HES    CHEMINS    DE  FER,    —    IJI  l'RIAIERlL    C1IA  X  . 
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CONCOURS  DE  L'ECOLE  SAINT-CYR  EN  1884 


Composition  française  (Durée  deux  heures  et  demie). 

La  nationalité  française.  —  Elle  date  de  loin.  —  Con- 
templons avec  un  religieux  respect  les  vieux  âges  où  elle 
s'est  formée.  —  Ne  soyons  pas  des  fils  ingrats.  —  Pour 
persévérer  dans  la  grandeur,  un  peuple  a  besoin  d'une  tra- 
dition.—  L'unité  nationale  avait  été  formée  avant  1789;  que 
n'ont  pas  fait  pour  elle  François  Ier,  Henri  IV,  Louis  XIII, 
Louis  XIV  !  —  Honorer  le  passé  de  la  France,  c'est  aug- 
menter l'amour  pour  la  patrie  commune,  et  préparer  des 
citoyens  dignes  de  continuer  sa  gloire  séculaire. 

Thème  allemand   (Durée  deux  heures). 

Lorsque  Cambyse,  pour  surprendre  les  Éthiopiens,  leur 
envoya  des  ambassadeurs  et  des  présents,  tels  que  les  Perses 
les  donnaient,  de  la  pourpre,  des  bracelets  d'or  et  des  par- 
fums, ils  se  moquèrent  de  ses  présents,  où  ils  ne  voyaient 
rien  d'utile  à  la  vie,  aussi  bien  que  de  ses  ambassadeurs, 
qu'ils  prirent  pour  ce  qu'ils  étaient,  c'est-à-dire  pour  des 
espijns.  Mais  leur  roi  voulut  aussi  faire  un  présent  à  sa 
mode  au  roi  de  Perse,  et  prenant  en  main  un  arc  quun 
Perse  eût  à  peine  soutenu,  loin  de  le  pouvoir  tirer,  il  le 
banda  en  présence  des  ambassadeurs,  et  leur  dit  :  «  Voici 
le  conseil  que  le  roi  des  Éthiopiens  donne  au  roi  de  Perse  : 
quand  les  Perses  se  pourront  servir  aussi  aisément  que  je 
viens  de  faire  d'un  arc  de  cette  grandeur  et  de  cette  force, 
qu'ils  viennent  attaquer  les  Éthiopiens,  et  qu'ils  amènent 
plus  de  troupes  que  n'en  a  Cambyse.  » 

Mathématiques  (durée  trois  heures). 

1.  —  Un  donne  un  angle  aigu  ZOX  et  un  point  A  sur 
OX  ;  d'un  point  M  pris  sur  OX,  entre  U  et  A,  on  abaisse  la 
perpendiculaire  MP  sur  OZ  et  l'on  considère  la  longueur  y 
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donnée  par  la  formule  y  =  y/  OM  X  MA  +  2MP2;  on  de- 
mande comment  y  varie  quand  le  point  M  se  déplace  sur 
OX  de  0  jusqu'à  A.  —  Courbe  figurative. 

2.  —  Dans  un  triangle  isoscèle  ABC,  on  connaît  la  base  a, 

B 

la  bissectrice  5  de  1  angle  à  la  base  B  ;  calculer  l'angle  — — . 

Discuter  ;  rendre  calculable  par  logarithmes  la  formule 
obtenue. 

3.  —  Connaissant  dans  un  triangle  ABC  le  côté  a  et  les 
angles  B  et  C,  calculer  la  hauteur  abaissée  sur  le  côté  a. 
Données  numériques  :  a  =■  13908,5,  B  =  56°  i5'  47", 5. 
C  =  39°  i6r  52". 

Géométrie  descriptive  (durée  deux  heures  et  demie). 

On  donne,  dans  le  plan  vertical  de  projection,  un  cercle 
tangent  à  XY,  dont  le  rayon  égale  3  1  millimètres  ;  le  penta- 
gone régulier  inscrit  dans  ce  cercle,  et  dont  un  sommet  A 
est  sur  XY,  est  la  base  d'un  prisme  droit.  Un  cône  droit  dont 
le  sommet  est  situé  dans  le  plan  de  profil  du  point  A  à  84 
millimètres  au-dessus  du  plan  horizontal,  et  à  69  millimètres 
en  avant  du  plan  vertical,  a  pour  base,  sur  le  plan  hori- 
zontal, un  cercle  dont  le  rayon  est  de  60  millimètres.  On  de- 
mande l'intersection  du  cône  et  du  prisme.  On  indiquera  le 
tracé  des  constructions  effectuées  pour  trouver  un  point 
quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  portion  du 
prisme  qui  est  contenue  dans  le  cône. 

Solution  des  compositions  de  mathématiques. 

1.  —  On  donne  un  angle  aigu  ZOX  et  un  point  A  sur  OX. 
D'un  point  M  pris  sur  OX,  entre  0  et  A,  on  abaisse  la  perpen- 
diculaire MP  sur  OZ,   et  l'on  considère  lu  longueur  y  donnée 

par  la  formule  

y  =v/OMx  MA  -f  2MP1: 
on  demande  comment  y  varie  quand  le  point  M  M  déplace    sur 
OX  de  0  jusqu'à  A.  —  Courbe  figurative. 
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Soient  a  l'angle  ZOX;  d  la  distance  OA  ;  x  la  distance 
OM;  on  a 

OM  =  x;  MA  =  (d  —  x);  MP  =  x  sin  a. 
Donc  on  a  pour  la  fonction  considérée 

y  =  y/x{d  —  x)  -\-  2XZ  sin2  7. 

ou  y  =  \/dx  —  x%  cos  27. 

Pour  étudier  cette  fonction,  nous  allons  élever  les  deux 
membres  au  carré;  nous  aurons  l'équation 
as2  cos  2a  —  dx  -\-  y*  =  o. 

Les  seules  valeurs  que  puisse  prendre  la  fonction  y2  sont 
celles  qui  donnent  pour  x  des  valeurs  réelles,  ce  qui  nous 
donne  la  condition 

d1  —  4^2  cos  2a  >  o. 

A  chaque  valeur  de  y  satisfaisant  à  cette  condition  cor- 
respondent deux  valeurs  réelles  pour  x;  pour  qu'elles  con- 
viennent au  problème,  il  faut  qu'elles  soient  positives,  et 
plus  petites  que  d.  Nous  allons  distinguer  plusieurs  cas  : 

En  premier  lieu,  l'angle  2a  est  supérieur  à  90°,  ou  a  su- 
périeur à  450.  Alors  les  racines  sont  de  signes  contraires. 
Il  en  résulte  que  l'on  ne  doit  prendre  que  la  racine  positive. 
Donc,  à  chaque  valeur  de  y  correspondra  une  seule  valeur 
de  x.  Il  est  facile  de  voir,  dans  ce  cas,  que,  inversement, 
à  chaque  valeur  de  x  comprise  entre  O  et  d  correspondra 
une  valeur  réelle  pour  y;  car,  en  appelant  a  le  complément 
de  a,  l'expression  devient 

y  =  y/ ce2  COS  27.'  -j-  dx\ 

on  suppose  que  l'on  prend  pour  y  seulement  la  valeur  ab- 
solue du  radical. 

Cela  posé,  il  est  aisé  de  trouver  la  variation  de  la  fonc- 
tion. En  effet,  si  nous  élevons  au  carré,  la  fonction  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

,/     ,  d      Y  d 

J/a  =  COS  27.  (  X  -j- 


2    COS   2  7./  _j.  COS    2  7. 

et  on  voit  facilement  que»  x  croissant  de  o  à  d,  y  va  tou- 
jours en  croissant.  Si  l'on  cherche  à  construire  dans  ce  cas 
la  courbe  figurative,  on  voit  que  son  ordonnée  va  toujours 
en  croissant  depuis  zéro  jusqu'à  une  valeur  particulière,  qu'il 
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serait    facile  de  calculer;  il  est  important  de  chercher  vers 
quelle  limite  teud  le  rapport  — .  pour  x  =  o  :  or,  la  fraction 


x 


peut  se  mettre  sous  la  forme 

V2         (/ 

-2—  = cos  2a  ; 

se2         X 

donc  le  rapport  —  tend  vers  yo  quand  x  tend  vers  zéro.  On 
x 

en  dédnit  que  la   courbe 

présente  la  forme  indi- 
quée par  la  figure  ci- 
contre. 

En  second  lieu,  l'angle 
a  est  égal  à  45 °;  alors 

cos  2a  =  o, 
et  la  fonction  devient 

ij  =  yjdx  ; 
cette   fonction    va    égale- 
ment toujours  en  croissant 
y2  ,    d 

avec  x:  et  comme  le  rapport  — -  est  égal  à  — ,    il  va  encore 

eu  augmentant  lorsque  ce  tend  vers  zéro.  La  courbe  présente 
encore  une  forme  analogue  à  celle  de  la  précédente;  du 
reste,  dans  ce  cas,  l'expression  prenant  la  forme 

y2  —  dx, 
onvoit  que  la  courbe  est  un  arc  de  parabole  compté  à  partir 
de  son  sommet. 

En  troisième  lieu  l'angle  a  est  inférieur  à  45°.  Dans  ce 
cas,  l'équation  a  ses  deux  racines  de  même  signe.  Nous  ne 
pouvons  donner  à  y*  que  des  valeurs  inférieures  à 

4  COS  27. 

Donc  le  maximum  correspond  à  la  valeur 

d2 

y*  = 


qui  donne  la  valeur 


x 


4 

cos 
d 

2a 

2 

cos 

2  7. 

JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 


149 


Si  cos  2a  <  — ,  c'esl-à-dire    si    l'on  a    2*  >  6o°,  cette 

2 

valeur  de  x  est  supérieure  à  d.  Il  en  résulte  que  la  fonc- 
tion ne  passe  pas  par  un  maximum  pour  une  valeur  de  x 
répondant  aux  condi- 
tions du  problème;  si 
au  contraire  zx  <  6o°. 
il  y  a  un  maximum  dey 
pour  une  valeur  de  x 
contenue  dans  les  li- 
mites de  l'énoncé.  La 
courbe  présente  alors  la  o 
forme    (2).    Le    point    b 

correspond  à  la  valeur   de   x  qui  donne  le   maximum;   la 
valeur  correspondante  de  y  est  bc. 

2.  —  Dans  un  triangle  isoscèle  ABC,  on  connaît  la  base  a, 

•p 
la  bissectrice  p  de  l'angle  à  la  base  B  ;  calculer  l'angle  — .  Dis- 
cuter; rendre  calculable  par  logarithmes  la  formule  obtenue. 

Dans  le  triangle  formé   par  la  base,  la  bissectrice  et   le 

segment  du    côté   adjacent  à  la  base,  on  a,  puisque  deux 

■p 
angles  ont  pour  valeurs  respectives  B  et  — : 


sin  B 


S1I1' 


—  J- 
3B     "  o 


o  r>  t> 

En  remplaçant  sin  B  et  sin par  leur  valeur  en  sin  — 


B 

et  cos  — ,  on  a  l'équation 


2  COS' 


B 


3 


B 

4  sin*  — 

2 


Ou,  en  exprimant  tout  en  fonction  du  cosinus 


B 
4  S  cos2  — 

2 


B 

2a  cos S 


o. 


160        JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Cette  équation  a  deux  racines  de  signes  contraires. 

La  valeur  positive  seule  est  acceptable,  parce  que  l'angle 
•p 

—  est  nécessairement  aigu;  il  est  même  inférieur  à  45°; 
2 

donc  il  faut,  pour  que   le  problème  admette  une  solution, 

B  i/I" 

que,  si  l'on  substitue  à  la  place  de  cos  —  la  valeur  , 

22 

on  trouve  un  résultat  négatif. 

Cette  substitution  donne       — 

S  —  a\J  2  <C  o. 

D'autre  part,  le  cosinus  devant  avoir  une  valeur  inférieure 
à  1,  on  aura,  en  remplaçant  le  cosinus  par  1,  une  valeur 
positive,  ce  qui  donne 

30  —  2(1  ">  o. 
Ainsi,  puisque  les  quantités  a  et   p  sont  positives,  on    a 
les  conditions  suivantes 

2rf  <  4a2  <  9?. 
On  peut  rendre  cette  formule  calculable  par  logarithmes 
très  facilement,  en  posant 

B 

2  cos  —  =  z. 

o 

L'équation  devient 

pz*  —  az  —  y  =  o. 

m 

Si  on  la  compare  à  l'équation  qui  donne  tg  —  en  foncliou 
de  tg  i,  savoir 

*g  ?  %  -f  +  2  l8'  "f  —  *S  ?  =  °- 
on  voit  que  si  l'on  pose 

P  " 


tgo  2 

OU 

fcfi 
on  prendra  la  valeur  positive  de  tg  —,  et  on  en  tirera  par 
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B 

logarithmes  la  valeur  du  cosinus  de  l'angle  — ;  on  aura  par 

suite  la  valeur  de  — . 
2 

3.  —  Connaissant  dans  un  triangle  ABC  le  côté  a  et  les 
angles  B  et  G.  calculer  la  hauteur  abaissée  sur  le  côté  a.  Don- 
nées numériques  : 

a  =  13908,5  ; 
B=  56°i5'47",5 
G  =  390i6r52". 
On  a 

h  =  b  sin  G  ; 
or 

a  sin  B 

b  =  —. — —  ; 
sin  A 

donc 

a  sin  B  sin  G 


h  = 


sin  A 

En  remplaçant  les  quantités  données  par  leurs  valeurs, 
on  trouve 

h  =  7357.3. 

Solution  de  la  composition  de  géométrie  descriptive. 

L'intersection  comprend  des  arcs  de  courbe  symétriques 
deux  à  deux  par  rapport  au  méridien  de  profil,  et  au  méri- 
dien de  front  du  cône. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  nous  arrêter  à  trouver  un  point  quel- 
conque et  la  tangente  en  ce  point  ;  ce  qui  était  plus  impor- 
tant était  de  déterminer  les  tangentes  aux  arcs  de  courbe  aux 
points  où  l'on  passe  d'une  courbe  à  une  autre.  Cette  déter- 
mination, utile  pour  trouver  la  variation  de  direction  des 
courbes  en  ces  points,  ne  présente  du  reste  pas  plus  de  diffi- 
culté que  pour  un  point  quelconque  ;  ou  cherchera  la  trace 
horizontale  du  plan  tangent  en  ce  point,  et  les  intersections 
de  cette  trace  avec  les  traces  horizontales  des  deux  faces  pas- 
sant par  le  point  considéré,  donneront  des  points  des  tan- 
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gentes,  points  qu'il  suffira  de  joindre  au  point  donné  pour 
avoir  les  deux  tangentes.  Voici,  réduite  de  deux  tiers  envi- 
ron, l'épure  que  l'on  devait  trouver. 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES        153 


CONCOURS  DE  L'ECOLE  NAVALE  EN  1884 


Arithmétique  et  algèbre. 

1.  —  Déterminer  combien  il  y  a  de  nombres  moindres  que 
60,  et  premiers  avec  lui. 

Donner  et  démontrer  la  formule  permettant  de  résoudre 
cette  question  d'une  manière  générale. 

2.  — Un  industriel  a  emprunté,  le  ier  janvier  1880,  une 
somme  de  33640  francs,  dont  il  s'est  acquitté  en  deux 
paiements,  égaux  chacun  à  19948  fr.  10  c.  Le  premier  de 
ces  paiements  a  été  effectué  le  ier  janvier  1882,  et  le  second, 
le  ier  janvier  1884.  On  demande  à  quel  taux  exact  l'emprunt 
a  été  fait,  sachant  que,  pour  ces  sommes,  on  a  tenu  compte 
des  intérêts  composés. 

Géométrie. 

1.  —  Démontrer  que  le  rapport  d'une  circonférence  à  son 
diamètre  est  un  nombre  constant.  Quelles  sont  les  différentes 
méthodes  que  l'on  peut  employer  pour  calculer  ce  nombre? 
—  Principes  sur  lesquels  repose  la  méthode  des  isopéri- 
mètres. 

2.  —  On  a  deux  circonférences  concentriques  A  et  B,  elles 
sont  partagées  en  un  même  nombre  n  de  parties  égales, 
soient  Àu  A2,  A3  . . .  A„,  les  points  de  division  delà  première; 
B,,  B2,  B3  . . .  B„,  les  points  de  division  de  la  seconde.  On 
joint  A1B1,  A2B2,  . . .  A„B„.  Soient  Ct  le  point  de  rencontre  de 
AlBl  et  de  A2B2;  C2  le  point  de  rencontre  de  A2B2  et  A3B3, 
etc.  Démontrer  que  le  polygone  C,C/":J  . . .  C„  est  régulier. 
Chercher  comment  varie  la  surface  du  polygone  quand  on 
fait  tourner  la  circonférence  B  autour  de  son  centre,  la  cir- 
conférence A  étant  fixe,  et  les  points  de  division  restant  les 
mêmes;  maximum  et  minimum. 
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Géométrie  descriptive. 

Tracer  les  projections  d'un  tétraèdre  SABG  satisfaisant  aux 
conditions  suivantes.  On  donne  les  projections  (a,  a')  de  A 
(aa  =  0,040;  a'x  =  0,060).  Le  plan  prolongé  de  la  base  ABC 
fait  un  angle  de  400  avec  la  partie  postérieure  du  plan  hori- 
zontal, et  passe  par  un  point  donné  co  de  xy  (aw  =  0,1 10).  Le 
sommet  B  est  dans  le  plan  horizontal,  à  l'intersection  de  la 
perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  la  trace  horizontale  du  plan 
prolongé  de  ABC.  L'arête  SG  est  perpendiculaire  au  plan  de 
la  base  ABC,  et  son  prolongement  coupe  xy  en  un  point 
donné  y(ay  =  0,040).  La  longueur  de  l'arête  SC  est  égale  à 
0,070,  et  S  est  supposé  au-dessus  du  plan  de  la  base. 

Composition  en  narration. 

Funérailles  de  Louis  IX  à  l'abbaye  de  Saint-Denis. 

La  Basilique,  non  encore  achevée,  avait  reçu,  depuis 
quelques  années  seulement,  les  sépulcres  des  rois,  dis- 
persés jusqu'alors  de  divers  côtés.  Avec  le  cercueil  de 
Louis  IX,  rapporté  de  Tunisie  par  son  fils  Philippe,  elle 
reçut  ceux  de  cinq  princes  ou  princesses  de  la  famille  royale, 
morts  d'accidents  ou  de  maladies  pendant  le  retour  des 
croisés  à  travers  l'Italie.  On  dira  quelles  furent,  pendant 
la  cérémonie  funèbre,  les  impressions  de  la  foule  accourue 
des  campagnes  et  des  villes  voisines,  pour  rendre  un  der- 
nier honneur  au  saint  roi. 

Les  chevaliers  et  les  clercs  déploraient  l'issue  malheureuse 
d'une  croisade  dont  ils  s'étaient  promis  de  tout  autres  résul- 
tats. 

Quelques-uns  se  demandaient  si  le  doigt  de  Dieu  n*élait 
pas  là,  si  tant  de  calamités  n'étaient  pas  la  condamnation 
définitive  de  ces  lointaines  expéditions. 

Composition  de  thème  anglais. 

Nous  avons,  levé  l'ancre  ù  trois  heures  du  matin.  Un  vent 
ma  niable  nous  a  laissés  approcher  de  la  pointe  du  continent 
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qui  avance  dans  la  mer  d'Athènes.  Mais  là,  une  nouvelle 
tempête  nous  a  assaillis  plus  violente  encore  que  la  veille; 
nous  avons  été  en  un  instant  séparés  des  deux  bâtiments 
qui  naviguaient  de  conserve  avec  nous.  La  mer  est  devenue 
énorme,  nous  roulons  d'un  abime  dans  l'autre,  les  vergues 
trempant  dans  la  vague  et  l'écume  jaillissant  sur  le  pont. 
Le  capitaine  s'obstine  à  doubler  le  cap;  après  plusieurs 
heures  de  manœuvres  impuissantes,  il  réussit;  nous  voilà 
en  pleine  mer,  le  vent  est  si  fort  que  le  brick  dérive  consi- 
dérablement. 


ETUDE  ELEMENTAIRE  D'ANALYSE  INDETERMINEE 

DU   PREMIER   ET   DU   SECOND  DEGRÉ 
Par  M.  Ferrent, 
[Suite,  voir  p.  121.) 


8.  —  Avant  de  démontrer  l'exactitude  des  formules  (29), 
nous  allons  faire  à  leur  sujet  quelques  remarques. 

D'abord,  les  constantes  qui  entrent  dans  les  formules  (29) 
peuvent  toujours  être  déterminées,  lorsqu'on  suppose  que 
l'équation  proposée  peut  être  résolue. 

Ces  constantes  sont  en  effet,  ou  des  plus  grands  com- 
muns diviseurs,  qui  peuvent  toujours  être  déterminés,  ou  des 
premières  solutions  d'équations  successives  pouvant  toujours 
être  résolues  :  caria  première,  qui  est  la  proposée,  peut  être 
résolue  par  hypothèse,  et  toutes  les  autres  ont  pour  coeffi- 
cients des  nombres  entiers  qui  ont  été  d'abord  divisés  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur. 

9.  —  Considérons  l'équation  proposée  (4)  et  les  n  formules 
(29)  comme  n  -f-  i  équations  entre  n  -\-  n  —  i  ou  2W  —  i 
inconnues,  savoir,  les  n  inconnues  xif  <r2,  x3,  ...  cc„,  et  les 
n  —  i  indéterminées  tlf  t2,  t3,  ...   U-i. 
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L'équation  proposée  peut  être  obtenue  par  l'élimination 
des  indéterminées  des   formules  (29). 

En  effet,  si  nous  ajoutons  membre  à  membre  toutes  les 
formules  (29),  après  avoir  multiplié  la  première  par  a(,  la 
deuxième  par  a2,  et  ainsi  des  autres,  on  voit  que  toutes  les 
indéterminées  disparaissent  à  cause  des  relations  (30),  et  on 
retombe  sur  l'équation  proposée. 

10.  —  Il  résulte  de  là  que  l'une  quelconque  des  formules 
(29)  peut  être  obtenue  par  une  élimination  entre  la  proposée 
et  les  n  —  i  autres  formules. 

En  effet,  si  de  l'équation  proposée  on  retrancbe  la  somme 
des  formules  (29),  moins  l'une  d'elles,  chacune  de  ces  for- 
mules ayant  été  multipliée  au  préalable  par  les  mêmes 
nombres  indiqués  au  numéro  précédent,  la  différence  sera 
la  formule  omise,  multipliée  par  un  nombre  qui  ne  change 
pas  sa  valeur  comme  équation. 

11.  —  Si,  ayant  donné  aux  inconnues  de  l'équation  pro- 
posée, xu  a:2.  ...  xH,  des  valeurs  satisfaisant  à  cette  équa- 
tion, nous  portons  ces  valeurs  dans  les  premiers  membres 
des  formules  (29),  dans  le  but  d'assigner  les  valeurs  des  in- 
déterminées qui  y  correspondent,  nous  aurons  n  équations 
pour  déterminer  les  n  —  i  inconnues  tt,  /.,,  ...  /„_i.  Pour 
que  cette  détermination  soit  possible,  il  est  indispensable 
que  l'une  de  ces  équations  soit  la  conséquence  des  autres. 

Or,  il  résulte  des  remarques  précédentes  que  cette  cir- 
constance se  présente.  En  effet,  puisque  l'une  quelconque 
des  formules  est  la  différence  entre  la  proposée  et  la  somme 
des  autres  formules,  multipliées  respectivement  par  ccr- 
tains  nombres,  et  que,  dans  le  cas  présent,  la  proposée  est 
réduite  à  L'égalité  de  deux  nombres,  une  formule  quelconque, 
dans  laquelle  on  aura  substitue  au  premier  membre  la 
valeur  qui  lui  convient,  sera  la  différence  entre  l'égalité  et 
la  somme  des  autres  formules,  multipliées  comme  il  a  été 
dit.  et  dans  lesquelles  on  aurait  remplacé  les  premiers 
membres  par  leurs  valeurs  ;  c'est-à-dire  qu'une  formule  quel- 
conque résultera  de  n  —  i  autres,  et  pourra  être  supprimée 
dans  la  recherche  delà  valeur   des  indéterminées. 
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12.  —  H  est,  du  reste,  facile  de  s'assurer,  par  la  forme 
des  formules  (29),  que  les  valeurs  des  quantités  tif  t„...  /„_t, 
qui  correspondent  à  une  solution  de  la  proposée,  ne  tombent 
jamais  dans  aucun  cas  d'exception,  c'est-a-dire  qu'elles  ne 
sont  jamais  ni  infinies,  ni  indéterminées. 

En  effet,  la  première  ne  contient  que  la  quantité  t±,  affec- 
tée du  coefficient  px,  qui  ne  peut  être  nul;  la  deuxième,  en 
y  remplaçant  ti  par  la  valeur  qui  vient  d'être  trouvée,  ne 
contient  que  la  quantité  t2,  multipliée  par  un  coefficient  sem- 
blable ;  chacune  des  autres  formules  donnera  ainsi  la  valeur 
d'une  nouvelle  quantité,  laquelle  valeur  ne  sera  ni  infinie 
ni  indéterminée,  jusqu'à  la  n  —  ie  qui  contiendra  la  seule 

quantité  tn—i,  multipliée  par  le  coefficient ,  qui 

ne  peut  être  nul.  Quant  à  la  dernière  formule,  la  substitution 
des  valeurs  trouvées  la  réduira  à  une  identité,  et  il  sera 
inutile  d'y  avoir  égard. 

13.  —  Nous  pouvons  maintenant  démontrer  l'exactitude 
des  formules  (29). 

A.  cet  effet,  nous  devons  faire  voir  : 

1°  Que  toutes  les  valeurs  que  ces  formules  donneront  aux 
inconnues  <rt,  œ2,  . . .  xn,  satisfont  à  la  proposée  ; 

2"1  Que  toutes  les  valeurs  qui  satisfont  à  la  proposée  sont 
données  par  ces  formules. 

Pour  cette  seconde  partie  de  la  démonstration,  il  suffira  de 
faire  voir  que  les  valeurs  des  indéterminées  (que  nous 
savons  déjà  être  assignables),  qui  correspondent  à  uue  solu- 
tion quelconque,  sont  entières;  car  il  résultera  de  là  que  les 
valeurs  entières  ainsi  trouvées  étant  données  aux  indéter- 
minées reproduiront  bien  cette  solution. 

14.  —  La  première  partie  de  la  démonstration  est  une 
conséquence  des  remarques  précédentes. 

En  effet,  l'équation  proposée  résultant  de  l'élimination  des 
indéterminées  entre  les  n  formules  (29),  tous  les  nombres 
qui,  substitués  aux  in  —  i  inconnues  des  formules,  satisfont 
à  celles-ci,  satisfont  aussi  à  la   proposée;  or,  les  nombres 
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substitués  aux  indéterminées  et  les  valeurs  qui  en  résultent 
pour  les  inconnues  de  la  proposée  satisfont  à  toutes  les  for- 
mules; les  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  satisferont 
donc  aussi  à  la  proposée. 

15.  —  La  seconde  partie  de  la  démonstration  consiste  à 
faire  voir  que,  si  l'on  donne  aux  inconnues  de  la  proposée 
des  valeurs  quelconques  qui  la  résolvent,  les  valeurs  cor- 
respondantes des  indéterminées  seront  entières. 

Prenons  d'abord  la  première  formule 

Xi.  =  h  +  Piti  (31) 

Considérons  les  lettres  x^x-i,  ...  xn,  comme  représentant, 
non  plus  des  inconnues,  mais  des  nombres  qui  satisfont  à 
la  proposée,  et  retranchons  de  l'égalité  (4)  la  première  des 
relations  (30)  : 
«i(^i  —  ai)  +  «2(^2  —  as)  +  •  •  •  +  an{x„  —  a„)  =  o.  (32) 

pt,  on  se  le  rappelle,  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  nombres  cr2,  a3,  ...  an  ;  pt  divise  donc  tous  les  termes  de 
(32),  sauf  le  premier;  pt  doit  donc  diviser  ce  premier  terme, 
ai(xx  —  ai)>  e^>  comme  il  est,  par  hypothèse,  premier  avec 
24,  pt  divise  cct  —  04.  Donc  la  valeur  de  t,  tirée  de  l'équa- 
tion (31),  sera  entière. 

Prenons  maintenant  la  deuxième  formule 

«2    =  a2  H"    Ml    +   P»*V  (33) 

Multiplions  chaque  membre  par  a2  : 

a2cc2  =  a2a2  -j-  a2|32^  -f-  a2p2/2.  (34) 

Ajoutons  la  première  des  formules  (29),  mullipliée  par  c^  : 

"1(^1  —  *i)  4"  a%(xa  —  *»)  —  («îFi  +  «ift)*i  =  &apa*V    (3S) 
Les  deux  premiers  termes  de  l'équation  (3o)  peuvent  être 
transformés  au  moyen  de  la  relation  (32);   et  le  coefficient 
de  ti,  au  moyen  de  la  deuxième  des  relations  (30).  On  obtient 
ainsi,  en  divisant  en  outre  par  pt  : 

(xa  —  x3) (CC4  —  a4)  —  . . . (xn  —  a„) 

Pi  Pi  Pi 

+  (7LP.  +  iP4 +  ...+  —  ?•)  h  =  —  pA;       (36) 

V  pi  pi  pi       /  ip 
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divisons  également  (34)  par  p,  : 

^x,-^-«,-^-M,=^-PA-.  (3") 

pi  Pi  pi  Pi 

Les  deux  équations  (36)  et  (37),  qui  ne  contiennent  que 

des  termes  entiers,  donnent  l'expression  de  — «   c2f2      sous 

Pi     ' 
deux  formes  différentes. 

Tous  les  coefficients  des  termes  du  premier  membre  de  (36) 
sont  divisibles  par  p2,  qui  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  n  —  2  derniers  coefficients  de  la  proposée,  divisés  au 
préalable  par  p,;  tous  les  termes  du  premier  membre  de  (37) 

sont  divisibles  par — -. 
pi 
La  valeur  unique  du  second  membre  est  donc  divisible  à  la 

fois  par  p2  et  ~.  Mais  p2  et  — -  sont  premiers  entre  eux:  car, 

Pi  Pi 

s'ils  avaient  un  diviseur  commun,  ce  diviseur  diviserait  les 
n  —  i  derniers  coefficients  de  la  proposée,  divisés  d'abord 
par  pt.  Or,  ceci  est  impossible,  puisque  pt  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  ces  n  —  i  coefficients.  Cette  valeur 
unique  du  second  membre  est  donc  divisible  par  le  produit 

— -  p2  et  t2  est  entier. 
Pi    ' 
Maintenant  que  nous  avons  prouvé  que  les  valeurs  de  tx 

et  t%  sont  entières,  supposons  que  nous  ayons  reconnu  qu'il 
en  est  de  même  pour  les  valeurs  des  autres  indéterminées 
tj,  tk,  etc.,  jusques  et  y  compris  tk,  et  démontrons  que  l'indé- 
terminée suivante,  tk+i,  aura  aussi  une  valeur  entière. 

Par  un  raisonnement  connu,  cette  démonstration  suffira 
pour  faire  voir  que  toutes  les  indéterminées  auront  des 
valeurs  entières. 

La  valeur  de  tk+i  sera  donnée  par  la  k  -f-  ie  des  for- 
mules (29)  : 

#k+i  =  a/c+i  +  P*+i*i  +  Y*+i'i  "4"  •  •  •  ~f"  **+A  +  p»+i'*+i-  (38) 

Transposons  tous  les  termes  du  second  membre,  sauf  le 
dernier,  multiplions  par  a*+i,  et  divisons  par  le  produit  de 
piPs...pjk,  que  nous  représenterons  par  -,  pour  abréger  : 
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—  I  (Xk  +  l  —  *A  +  l)  —  $k+ih  —  Yk+lh  —   •  •  •   —  **+!** 


ûft  +  1 


pA- 


+  llk 


+  !• 


(39) 


(40) 


La  sommes  des  k  -f-  i  premières  formules  (29),  multipliées 
respectivement,  savoir  :  la   première,  par  ot;  la  deuxième, 
par  a2,  etc.,  et  enfin,  la  k  -J-  ie,  par  ak+l,  nous  donnera 
a^Xj  —  oj)  +  at(xt  —  a,,)  +  . . .  -f  flk+i(£Ck+1  —  <xk+1)  ' 

—  (alPa  +  a2p8  +  a8pa  +  •  •  •  +  Ofc+iP*+0'i 

—  (o^,  +  «3ys  +  o,Yi  +•••-}-  a*+iY*+0fa 

—  («3?3  +  «*§4  +  «55o  +  •  •  •  +  a*+iS*+i)ta 

Au  moyen  des  égalités  (30)  et  (32),  cette  expression  peut 
être  transformée  de  la  manière  suivante,  en  divisant  de  plus 
chaque  terme  par  t.. 

(ûCft  +  2   —  X/c  +  2» [XkVi  —  a*  +  3)   — 


On 


-r  l H*+a  H —  p&+3  -f- 


\   t 


—  (œn  —  a„) 

+  -  p»Vi 


+  (« 


\   ~ 


Y&+2- 


flfc  +  3 


ï*  +  3  + 


H Y«  Ma 


(41) 


+ 


-h  l  — — —  Afc4.g  — f-  ■  AU3  -j-    .     .     .    -| —À"J   tk 


■  P*+i*k+l 

ment  l'exp 
pjt+ifk+i  sous  deux  formes  différentes. 


Les  équations  (39)  et  (41)  donnent  l'expression  de 

«ft  +  l 


La  première  de  ces  expressions  est  évidemment  divisible 

par  ;  la  seconde,  par  c,;  +  i.   Ces    deux  nombres    étant 

"/,  +  ! 


premiers  entre  eux,  la  valeur  de 


p fc+i/fc+t  sera  divisible 
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par  le  produit     fc+1   pk+1  ;  la  valeur  de  fe+1  sera  donc  entière. 


Les  formules  (29)  satisfont  donc  à  la  question. 

16.  —  Des  principes  exposés  dans  le  présent  chapitre 
nous  conclurons  la  règle  suivante  pour  former  les  valeurs 
générales  des  inconnues  de  l'équation  (4)  : 

Nous  chercherons  d'abord  une  première  solution  de  cette 
équation.  Soit  Xy  =  al5  x±  =  a2,  .  .  .  xn  =  a„  cette  pre- 
mière solution.  Chacun  des  nombres  oc*,  -j.%,  .  .  .  x„  sera 
le  premier  terme  de  l'expression  des  valeurs  de  l'inconnue 
à  laquelle  il  correspond. 

Puis,  nous  supprimerons,  dans  l'équation  (4),  le  terme 
tout  connu  K,  et  la  lettre  xt,  et  nous  diviserons  tous  les 
coefficients  des  inconnues  restantes  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur  pt.  Nous  aurons  ainsi  l'équation 

«1+—^  +  —^+...+^    =°-       (4*) 
pi  Pi  ?i 

Si  x%  =  %,  x3  =  p8,  ...  xn  =•  p,i  est  une  première  solu- 
tion de  cette  équation,  le  second  terme  des  valeurs  des 
inconnues  sera  formé  de  l'indéterminée  tt  multipliée  par 
l'un  des  nombres  o(,  [î2,  p3   ...   f-„. 

Supprimons,  dans  l'équation  (42),  le  terme  tout  connu 
at  ;  effaçons  la  lettre  x2,  et  divisons  les  coefficients  des 
inconnues  restantes  par  leur  plus  grand  commun  diviseur 
p2;  l'équation  deviendra 

^  +  -^r3  +  -^-*t+...+-^-*n=o.    (43) 
Pi  P1P2  P1P2  P1P2 

Le  troisième  terme  de  la  valeur  des  inconnues  sera 
formé,  sauf  pour  xt  dont  l'expression  est  complète,  de 
l'indéterminée  tit  multipliée,  savoir:  pour  cct,  par  p8  ;  et, 
pour  les  autres  inconnues,  par  les  nombres  y3,  y*,  •  •  •  », 
qui  forment  une  solution  quelconque  de  l'équation  (43). 

On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  arrivé  à 
l'équation  à  deux  inconnues 

Qn— 2  .  "11—1  .  dn  . , 

_| Xn^   -| =  O.      (44) 


Pl?2    •  •  •     pu— 1  pl?2    •  '  "    p'<— I  P1P2    ■  *  •    fl— 2 

Si  £cn_t  =  yn_lt  et  xn  =  vn  forment    une    première    solu- 
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tion  de  cette  équation,  le  n —  ie  terme  des  trois  dernières 
inconnues  a3„_2,  xn-1,  xn  sera  formé  de  l'indéterminée  /n_2. 
multipliée  par  l'un  des  nombres  p„_2,  v„_1,  vn;  et  le  dernier 
terme  des  deux  dernières  inconnues,  Xn^t,  xn,  de  l'indéter- 
minée £„_!  multipliée  par  les  coefficients  de  l'équation  (44), 
savoir,  pour  l'inconnue  xn-i,  par  le  coefficient  de  xn  pris  avec 
son  signe,  et  pour  l'inconnue  xn,  par  le  coefficient  de  ccn_i 
pris  en  signe  contraire,  chacun  de  ces  cofficients  étant 
divisé  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 

(A  suivre.) 


QUESTION  111 

Solution  par  M.  Madiot,  élève  à  l'Institution  Sainte-Marie  de  Besançon. 


On  considère  un  angle  droit  xOy,  et  un  point  A,  dans  l'inté- 
rieur de  cet  angle:  par  le  point  A  passent  deux  cercles  A  et  o 
tangents  aux  droites  Ox  et  Oy  ;  soient  P  et  Q  leurs  points  de 
contact  avec  Ox  ;  R  et  S  leurs  points  de  contact  avec  Oy.  — 
1°  Démontrer  que  les  cercles  APQ,  ARS  sont  tangents  au  point 
A;  —  2°  démontrer  qu'ils  sont  égaux;  —  S0  reconnaître  que 
ces  cercles  sont  vus  du  point  O,  l'un  et  l'autre  sous  un  angle 
droit  :  —  4°  la  droite  OA  rencontre  o  en  un  point  B  différent 
de  A;  par  B  passent  deux  cercles  inscrits  dans  l'angle  yOx, 
savoir  8  et  une  autre  circonférence  o.  Démontrer  que  S  est  moyen 
géométrique  entre  o  et  A;  —  5°  du  cercle  A  on  peut  déduire 
par  la  construction  citée  plus  haut  une  infinité  de  cercles  A15 
A2...  inscrits  dans  l'angle  yOx  et  dont  les  rayons,  d'après  ta 
remarque  4  sont  en  progression  géométrique.  A  ces  cercles  A1? 
A2...  correspondent  des  cercles  tels  (jue  APQ  définis  tout  à 
l'heure.  On  obtient  ainsi  une  infinité  de  cercles  Ut,U2. . .  et  l'on 
propose  de  démontrer  que  les  rayons  de  ces  cercles  sont  aussi 
les  termes  d'une  progression  géométrique. 

1°  On  sait  que  le  produit  des  distances  du  centre  de  simi- 
litude de  Jeux  circonférences,  $  et  A,  h  deux  points  anti- 
homologues, est  constant.  Cette  proposition  étant  vraie  dans 
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le  cas  où  deux  de  ces  points  se  confondent,  on  a  la  rela- 
tion 

OA2  =  OR.OS  =  OP.OQ 
qui  suffit  pour  établir  que  les  circonférences  APQ,  ARS  sont 
tangentes  au  point  A  à  la  droite  OA. 


2°  Construisons  le  quadrilatère  UoU'A,  U  et  U'  étant  les 
centres  des  circonférences  ARS  et  APQ  ;  menons  la  ligne 
des  centres  UU'  qui,  d'après  ce  qui  a  été  démontré,  passera 
au  point  A;  puis  enfin  tirons  A8  et  AA. 

La  droite  Uo  passant  par  le  milieu  de  l'arc  ARM,  les 
angles  UoA  et  SRA  ont  même  mesure  et  sont  égaux. 

De  même  la  droite  UA  passe  par  le  milieu  de  l'arc  SNA 

et  l'on  a  encore  angle  SRA  =  angle  AUA. 

Par  suite 

UoA.  =  AUA 

On  démontre  de  même  l'égalité 

angle  olIA  =  (angle  RSA.)  sa  angle  U8A 
et  l'on  reconnaît  que  les  triangles  UA8  et  UAA  sont  sem- 
blables :  ce  qui  nous  permet  d'écrire 

UA         AA 
Ao    ~~  ÛÂ 
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OU 

UA2  =  A3  .  AA 
Mais  A3  et  AA  sont  respectivement  les  rayons  1\  et  rs 
des  cercles  3  et  A;  on  a  donc 

ÛÂ~2  =  i\  .  r2 
La  similitude  des  triangles  AU  A  et  AU'3  que  l'on  démontre 
comme  plus  haut,  nous  donne 

WX.2=  Ao.AA  =  i\.r2 
On  voit  donc  que  UA  =  UA. 
3°  Dans   l'égalité 

Ô~I2  =  OR. OS 
OR  et  OS  sont  respectivement  égales  à  3R  et  à  AS,  c'est- 
à-dire  à  rt  et  r2;  on  a  donc  encore 

ÔT2  =  1\  .  r2. 
et  l'on  voit  ainsi  que 

UA  =  UA  --=  OA. 
Menons    aux  cercles  U   et  U'  les  tangentes  OD  et  OC; 
l'égalité  précédente    nous   montre    que    les  figures  OAUD, 
OAU'C  sont  des  carrés,  et  que  par  suite  les  angles  AOD  et 
AOC  sont  droits. 

4°  Appelons  r  le  rayon  du  cercle  8'  et  R'  son  point  de 
contact  avec  Oy.  En  vertu  du  théorème  énoncé  plus  haut, 
on  a 

ÔB2  =  OR  .  OR'  =  r  .  r, 
et 

ÔT2  =  OR  .  OS  =  r,  .  r, 
Multipliant  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  il  nous 
vient 

ÔT2  .  ÔB2  =  r  .  rî  .  r, 
et  comme 

OA  .  OB  =  Ô~R2  =  r? 
r2  =  r  .  r, 

8°  La  droite  OA  prolongée  rencontre  A  en  un  second  point. 
Par  ce  point  passent  deux  cercles  inscrits  dans  l'angle 
t/O.r,  savoir  A  et  un  second  cercle  A,.  Ce  second  cercle  est 
à  son  tour  rencontré  par  OA  en  un  point  par  lequel  passe 
un   nouveau   cercle    inscrit    dans   l'angle    yOx,   et   ainsi   de 
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suite.  Les  rayons  de  ces  cercles  sont  en  progression  géo- 
métrique. 

Appelons  p,  p,,  p„  p3. . .  les  rayons  des  cercles  tels  que  APQ 
correspondants  à  cette  suite  de  cercles  8',  S,  A,  A,,  A2... 
dont  nous  avons  représenté  le  rayon  par  r,  ru  r2. . . 

Nous  savons  que 

p2  =  (ÛT)  =  >\r,. 


On  a  de  même 

et 
On  déduit  de  lu 

ou 


p;  =  r. 


(p?)'  =  ('*2  •  r9)a  =  >\  p,  r,  r 


r,  .  r,  =  r,  .  r4 

Cette  dernière  équation  étant  satisfaite,  puisque  rlf  >'2>r3'  r« 
sont  en  progression  géométrique,  la  précédente  l'est  aussi 
et  nous  montre  qu'un  rayon  quelconque  p^  est  moyen  géo- 
métrique entre  celui  qui  précède  p  et  celui  qui  suit  p,  ;  la 
série  p,  p4,  p„  p8. . .  est  donc  une  progression  géométrique. 

Nota.  —  Lu  même  question  a  été  résolue  par  M.  Chapron,  à  Versailles. 


QUESTION    113 

Solution  par  M.  J.-B.  Perrin,  maître  répétiteur  au  petit  Lycée  de  Clermont- 

Ferrand . 


On  considère  un  cercle,  et  un  point  P  dans  son  plan.  Soit  A 
une  droite  partant  de  P,  et  rencontrant  G  aux  points  AelB; 
on  mène  les  tangentes  à  G  en  ces  points  et  ion  prend  le  point  Q 
symétrique  de  P  par  rapport  au  milieu  de  AB.  Démontrer  que  0 
étant  le  centre  de  C,  la  perpendiculaire  élevée  à  la  droite  OQ  au 
point  Q  est  partagée  par  ce  point  et  les  tangentes  citées  plus 
haut  en  deux  parties  égales. 

Soient  D  et  E  les  points  où  la  perpendiculaire  au  point 
Q  à  OQ  est  rencontrée  par  les  tangentes.  Je  joins  OD  et  OE. 
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En  vertu  du  quadrilatère  inscriptible  OBQE 

QOE  =  EBQ  ; 
En  vertu  du  quadrilatère  inscriptible  OADQ 

DOQ  =  QAD ; 
or 

QAD  =  ABM  =  EBQ, 
donc 

QOE  =  DOQ, 


et  le  triangle  DOE  est  isoscèle  puisque  la  hauteur  est  bis- 
sectrice de  l'angle  au  sommet  ;  donc 

QE  =  DQ  c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  F.  Tarattc,  à  Évreux;  de 
Kerdrel,  à  Brest  ;  Madiot,  Vuillier,  à  Besançon  ;  kautl'mann,  à  Bordeaux  ;  Col- 
maire,  à  Sedan. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


154.  —  M  t  a  ut  donné   un   triangle  rectangle,  ABC,  mener! 
une     droite    antiparallèle    à  l'hypoténuse   BC.  de    manière 
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que  la  partie  DE  comprise  entre  les  côtés  de  l'angle  droit 
soit  égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des 
points  D  et  E  sur  l'hypoténuse. 

155.  —  Par  un  point  P;  pris  sur  un  côté  AB  d'un  triangle 
ABC,  mener  une  droite  telle  que  la  partie  PD  comprise  entre 
les  côtés  AB  et  AG  soit  égale  à  la  somme  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  P  et  de  D  sur  BG. 

156.  —  Un  triangle  ABG  est  tel  que  l'on  puisse,  par  le 
point  A,  mener  une  sécante  AD,  faisant  avec  AB  l'angle 
BAD,  tiers  de  l'angle  BAC,  en  même  temps  que  le  point  D 
détermine  sur  BG  un  segment  BD,  tiers  du  côté  BG.  Démon- 
trer que  les  côtés  sont  liés  par  la  relation 

a262  =  (62  —  ?){&  -f  8c2). 

157.  —  On  donne  un  triangle  ABC,  et  une  droite  qui  coupe 

BG  en  a, 

AG  en  S, 

BA  en  y, 

soit  0  un  point  du  plan,  et  A',  B',  G'  les  points  où  OA,  OB, 

OC  coupent  respectivement  BC,  AC,  AB  ;  soient 

ct  le  point  où  A'(3  coupe  AB, 

a,         —  B'y    —      BC. 

bt         —  C'y.    —      GA; 

démontrer  que  les  trois  droites  Aa1,B61,  Qct  sontconcourantes. 

(E.  Lemoine.) 

158.  —  Soit  ABG  un  triangle:  1°  trouver  un  hexagone 
circonscrit  au  cercle  inscrit  au  triangle,  sachant  que  sur 
chaque  côté  de  ABG  sont  deux  sommets  consécutifs  de  l'hexa- 
gone et  que  les  diagonales  joignant  les  sommets  opposés 
sont  perpendiculaires  chacune  à  la  bissectrice  de  l'angle  des 
côtés  du  triangle  sur  lesquels  se  trouvent  les  extrémités  de 
cette  diagonale;  2°  la  surface  de  cet  hexagone  est 

—  (2cb  +  2ac  -J-  lab  —  a2  —  62  —  c2). 
P 
y,  p,  a,  b,  c,  étant  respectivement  le  rayon  du  cercle  inscrit, 
le  demi-périmètre,  et  les  côtés  du  triangle  ABC  ;  3°  si  l'on 
prend  un  point  quelconque  sur  l'une  des  diagonales  joignant 
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les  sommets  opposés  de  cet  hexagone,  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  distances  de  ce  point  aux  deux  côtés  du  triangle 
auxquels  se  termine  la  diagonale  est  égale  au  diamètre  du 
cercle  inscrit  ;  4°  traiter  les  mêmes  questions  pour  les  cercles 
ex-inscrits.  (E.  Lemoine.) 


ERRATUM 


Des  erreurs  d'impression  ont  rendu  inintelligible  l'exercice  137.  L'énoncé 
de  cette  question  doit  être  rétabli  ainsi  qu'il  suit  : 

137.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  ox,  t/y  et  une  droite  A 
parallèle  à  ox.  Par  o  on  mène  une  transversale  mobile  A'  qui  rencontre  A 
en  A;  de  o  comme  centre  avec  oA  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle  qui  ren- 
contre ox  en  B;  par  B  on  mène  une  parallèle  à  uy  et  cette  parallèle  rencontre 
A  en  M.  Démontrer  que  si  l'on  projette  M  sur  oy  en  B  et  o  en  I  sur  BB',  le  lieu 
du  point  I  est  une  circonférence. 

G.  L. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IMPRIMER!!  Cl  l»TR»l  I  DM  CHEMINS  DR  KKK.  —    IMI'UIMKIHI  CH  MX. 
IUI      BKRGKRK,  20,   PARIS.  —     |7348*i> 
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ETUDE  ÉLÉMENTAIRE  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE 

DU   PREMIER   ET   DU    SECOND  DEGRÉ 
Par  M.  Ferrent, 

[Suite,  voir  p.  155.) 


CHAPITRE  II 

OBSERVATIONS  SUR  LES  RÉSULTATS  DU  CHAPITRE  PRÉCÉDENT 

17.  —  Parmi  les  formules  qui  onl  été  données  pour  la 
résolution  de  l'équation  à  trois  inconnues,  nous  remarquons 
les  formules  suivantes  mentionnées  par  M.  J.  Bertrand  dans 
son  Traité  élémentaire  d'algèbre  (1850,  n°  216)  : 

xl  =  oc,  -f-  a./)  -f  a3cp  ) 

x2  =  a2  —  aft  +  a3'b  ,  (45) 

œ8  =  «j  —  aj<p  —  av]/  ) 
dans  lesquelles  les  lettres  a,,  a2,  a3  représentent   une    pre- 
mière solution  ;   at,   a.2>  °g?    les    coefficients   des  inconnues 
dans  la  proposée,  et  0,  cp,  |,  trois  indéterminées. 

Ces  formules,  qui  donnent,  il  est  vrai,  toutes  les  solutions 
de  l'équation  proposée,  ont  cependant  un  grand  défaut.  En 
effet,  si  l'on  connaît  une  solution  de  la  proposée,  et  que 
l'on  cherche  les  valeurs  correspondantes  des  indéterminées 
0,  9,  <\>,  on  a  trois  équations  entre  trois  inconnues;  mais  ces 
trois  équations  se  réduisent  à  deux,  parce  que  l'une  d'elles 
est  la  conséquence  des  deux  autres,  de  sorte  que  les  trois 
inconnues  restent  indéterminées  et  peuvent  recevoir  une 
infmité  de  valeurs.  Il  suit  de  là  qu'on  peut  donner,  dans 
les  formules  (45),  une  infinité  de  valeurs  différentes  aux 
indéterminées  ô,  o,  ty  et  trouver  toujours  la  même  solution 
de  l'équation. 

Ce  vice  provient  de  ce  que  le  champ  de  l'indétermination 
est  trop  ouvert  par  la  présence  de  trois  indéterminées;  nous 
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avons  vu  en  effet  que  la  question  peut  être  résolue  au  moyen 
de  deux  indéterminées  seulement. 

Le  même  calcul  pratiqué  sur  les  formules  (12)  nous  con- 
duirait, comme  nous  l'ayons  démontré,  à  trois  équations, 
qui  se  réduisent  à  deux  entre  les  deux  inconnues  t  et  t',  les- 
quelles ont  toujours  une  seule  valeur  entière. 

Par  conséquent,  deux  valeurs  différentes  de  t  et  t'  ne 
peuvent  pas  reproduire  deux  fois  une  même  valeur  des 
inconnues  x±  et  x2. 

18.  —  Nous  pouvons  résoudre  d'une  manière  un  peu 
différente  l'équation  à  trois  inconnues. 

Les  trois  coefficients  de  cette  équation  sont  supposés  pre- 
miers entre  eux,  quand  on  les  considère  trois  a  trois;  mais 
ils  peuvent  avoir  des  diviseurs  communs,  si  on  les  considère 
deux  à  deux.  Soit  -t  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a2 
et  a3;  -2,  celui  de  at  et  a3,  et  t3,  celui  de  at  et  a2. 

Les  trois  nombres-!,  -2,  -3  sont  premiers  entre  eux  deux 
à  deux,  car  si  deux  d'entre  eux  avaient  un  diviseur  com- 
mun, ce  diviseur  diviserait  les  trois  coefficients  alf  a2,  as. 

Il  résulte  de  là  que  al}  qui  est  divisible  par  t.2  et  tts,  est 
aussi  divisible  par  le  produit -2-3  ;  a2  par  le  produit  —j,  et 
a3,  par  le  produit  -j-2. 

Nous  pouvons  donc  poser 

et  &t,  b.À,  b3  seront  premiers  entre  eux  deux  à  deux;  car,  si 
&!  et  6„  par  exemple,  avaient  un  diviseur  commun,  ce  divi- 
seur diviserait  le  quotient  de  at  et  a2  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  -3,  ce  qui  est  impossible. 
L'équation  (6)  devient 

"3M1  +  "i^Mi  +  "i-A^3  =  K  ;  (16'j 

soit  *!,  a2.  a,  une  première  solution;  on  a 

-■-■3}h'H   +   *t*A«l    +  "3^3    =    K-  (47) 

La  soustraction  donne,  en  remplaçant 

Xi  —  &i  par  X1; 

x2  —  y.2  par  X2 
et  x3  —  a3  par  X3  : 

"A^i  -f  «t*i*Â  +  *»«AXi  =  o.  (48) 
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Nous  voyons  immédiatement  que 

Xt  doit  être  divisible  par  ku 

Y  T 

X3  "g. 

Posons  donc  Xl  =  r^  ;  X2  =  ^2Y2;  X3  =  z3Y3. 
L'équation  devient 

bj1  +  btYa  -f  68Y,  =  o.  ^  (49) 

Les  coefficients  étant  premiers  entre  eux  deux  à  deux, 
l'une  quelconque  des  inconnues  est  arbitraire.  Prenons,  par 
exemple,  Yt  =  t,  et  soit  Y2  =  rt2  et  Y3  =  ri:i  une  première 
solution  de 

bt  +  62Y2  +  &,Ya  =  o.  (50) 

de  sorte  que  l'on  ait 

bi  +  Vl2  +  &s^s  =  °>  (°*1) 

■qj  elrt)t  formeront  une  première  solution  de 

M  +  W,  +  W,  =  o,  (5^2) 

et  la  solution  générale  sera,  d'après  les  formules  (2)  : 

Y,  ==  vy  +  &8*1)P 
Ys  =  i\at  —  Mi- 


d'où 


et  enfin 


A2  =  ^VQa*  -f-  7r203Jj, 
A3  "^=  ^s'^t         ^302ti. 


X2  =  a,  +  ~2rJ  +  TTgft,^    >  (53) 

a?3  =  a3  -|-  ~3y13/       ~3w2«i    ; 

19.  —  Autre   manière   do   résoudre   l'équation    à    quatre 
inconnues. 

Reprenons  l'équation  (14),  et  arrivons  à  l'équation  (16): 
OjXt  -f  o2X2  +  a8X„  +  otX4  =  0  (S4) 

soit  7T  le  plus  grand  commun  diviseur  de  flx  et  a.t; 

et  7rt  —  —  de  a:,  et  a4. 

Nous  pouvons  poser 

OjX,  4  a2X2  =  -Yt  ) 

et  o3X3  4  «4Xt  =  TtiY,] 

et  l'on  aura 

«T1  +  «1T1=Bo  (56) 
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d'où  l'on  tire,  d'après  les  formules  (2),  -  et  w,  étant  premiers 
entre  eux  : 

ï:=-«i  m 

Les  équations  (55)  deviennent  : 

(58) 

"î 

;t,  lj2,  d'une  part,  ;3,  £,  d'autre  part,  étant  des  premières  solu- 
tions de  chacune  des  équations 

-—A,  -| — -A,  —  ir, 

(59) 

-X3  +  -^-Xi  = 
•i  --1 

ltt,  l2t,  l3t,  Z^t  formeront  une  -première   solution  de  chacune 
des  équations  (58),  et  les  solutions  générales  seront: 

X  -  L(  —  il 

-V2  ,2£  (j, 

X-a  —  -3*  ~\  *»i 


«3 


X*  =  U Li2; 

d'où  nous  déduirons 

#i  =  ai  +  Si*  +  — ~*i 

X,  =  ou  +  5,1 — tt 

,        y  I  G4 

^3    7-3   ~T~   ^  ~\  K 

"i 

a, 


(GOi 


On  peut  remarquer  que  les  formules  (60)  ne  contiennent 
ensemble  que  12  termes,  tandis  que  les  formules  (24)  eu 
contiennent  13  pour  l'expression   des  valeurs  des  inconnues. 
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Lorsque  le  nombre  des  inconnues  augmente,  il  est  possible, 
par  un  moyen  semblable  à  celui  que  nous  venons  d'indiquer, 
d'obtenir  des  solutions  de  formes  très  variées  ;  mais  les  for- 
mules (29)  ont  l'avantage  de  s'appliquer  à  un  nombre  quel- 
conque d'inconnues. 

20. —  Résolution  immédiate  d'une  équation  à  n  inconnues 
dont  deux  coefficients  sont  premiers  entre  eux. 

Soit  l'équation 

ax  -f-  by  -f-  cz  4-  du  -\-  ...  -j-  K  =  o  (61) 

dans  laquelle  les  coefficients  a  ci  b  sont  premiers  entre  eux. 

Posons 

cz  +  du  +  ...  +  K  ==  U  ; 
d'où 

a*  +  by  +  U  =  o.  (6-2) 

Soit  x  =  ;,  n  =  yj  une  première  solution  de 
ax  -f-  by  -j-  i  =  o, 
çU  cl  t(U  formeront  une  première    solution   de    (64),  et  les 
solutions  générales  seront  d'après  les  formules  (2) 
x  =  ?U  +  bt  ) 

lesquelles  dépendent  toujours  de  n  —  i  indéterminées.  La 
même  méthode  pourrait  être  appliqués  au  cas  où  trois  ou 
quatre  inconnues  n'auraient  aucun  diviseur  commun  à  leurs 
trois  ou  quatre  coefficients. 

21.  —  Les  formules  générales  donnent  les  valeurs  des  n 
inconnues  au  moyen  de  n  —  i   indéterminées. 

Un  ne  peut  exprimer  ces  valeurs  au  moyen  d'un  nombre 
inférieur  d'indéterminées. 

En  effet,  si, dans  l'équation  générale  (4),  le  coefficient  d'une 
inconnue,  xif  est  l'unité,  toute  valeur  donnée  aux  autres 
inconnues  satisfera  à  la  question.  Les  autres  inconnues  sont 
donc  entièrement  indéterminées;  xi  dépend  de  ces  n —  i 
quantités  et  ne  peut  être  exprimé  dans  toute  sa  généralité 
avec  un  nombre  inférieur  d'indéterminées. 

Les  formules  générales  pouvant  se  prêter  à  tous  les  cas 
particuliers,  il  n'est  pas  possible  de  trouver  des  formules 
dépendant  d'uu  nombre  moindre  d'indéterminées,  et,  comme 
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nous  avons  vu  qu'un  plus  grand  nombre  n'est  pas  néces- 
saire, nous  sommes  certains  qu'une  équation  du  premier 
degré  à  n  inconnues  peut  toujours  être  résolue  au  moyen 
de  n  —  i  indéterminées,  lorsque  ses  coefficients  sont  pre- 
miers entre  eux,  et  que  ces  n  —  i  indéterminées  sont 
indispensables. 

22.  —  En  examinant  les  formules  (29),  nous  pouvons  faire 
à  leur  sujet  les  remarques  suivantes  : 

1°  Dans  ces  formules,  les  coefficients  d'une  même  indéter- 
minée sont  premiers  entre  eux. 

Prenons  en  effet  les  coefficients  de  ti}  savoir,  les  quantités 
pu  p„,  (33,  ...  pn.  Ces  coefficients  se  trouvent  réunis  dans  la 
deuxième  des  relations  (30),  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

«t+  —  %+^~  ?,+  ...  +  —  %=o,      (64) 

Pi  Pi  Pi 

les  quantités  — -,  — -,   ...  — -    représentant    des    nombres 

Pi      pi  Pi 

entiers. 

Si  pl5  p.,,  S,. . . .  (3n  avaient  un  diviseur  commun,  ce  divi- 
seur devrait  aussi  diviser  nv,  à  cause  de  l'égalité  (64)  ;  divi- 
sant at  et  pu  il  diviserait  tous  les  coefficients  de  la  proposée; 
or  ceux-ci  sont  premiers  entre  eux. 

Ces  coefficients  de  f2  sont  réunis  dans  la  troisième  des 
relations  (30),  que  nous  pouvons  mettre  sous  la  forme 

1 ïo  H Yi  +   •  •  •    H Y"  =  °   (6o) 

Pi  HP*  Pipa  pi?2 

si  p2,  y.,,  yt....   yn  avaient  un  diviseur  commun,  ce  diviseur 

diviserait  aussi  — —  ;  or,  divisant — —  et  p„  il  diviserait — — , 

Pi  Pi  Pi 

,     ,    . .  .     ,  puisque  ps  est  le  j)lus  grand  commun 

Pi  Pi  pi 

diviseur  de  tous  ces  quotients  moins  le  premier;  mais  ces 
quantités  sont  premières  entre  elles,  puisqu'elles  sont  les 
quotients  de  diverses  quantités  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur  p,.  Donc  les  coefficients  de  l'indéterminée  /,  son! 
premiers  entre  eux. 
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Nous  ne  nous  arrêtons  pas  à  faire  la  démonstration  sur 
les  coefficients  de  tk.  Elle  ne  présente  aucune  difficulté. 

23.  —  2°  Les  coefficients  des  diverses  indéterminées  qui 
entrent  dans  l'expression  d'une  même  inconnue  xk  ont  pour 
plus  grand  commun  diviseur  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  tous  les  coefficients  de  la  proposée,  saufle  coefficient  ak . 

Les  indéterminées  qui  entrent  dans  l'expression  de  xk, 
dans  les  formules  (29),   ont  pour   coefficients   les   nombres 

r>&>  T*«   ^*>  ■  •  •  p*- 

Soit  -  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  coeffi- 
cients de  la  proposée,  sauf  le  coefficient  ak . 

La  seconde  des  égalités  (30)  contient  le  terme  ak}k,  et 
comme  tous  les  autres  termes  de  cette  égalité  sont  divi- 
sibles par  -,  akik  est  divisible  par  ce  nombre;  mais  ak  est 
premier  avec  -,  sans  quoi  tous  les  coefficients  de  la  proposée 
auraient  un  diviseur  commun.  Donc  p4  est  divisible  par  -. 

La  troisième  des  relations  (30)  ferait  voir  de  même  que 
yfc  est  divisible  par  -  ;  et  on  démontrerait  d'une  manière  ana- 
logue que  les  autres  quantités  lk ,  ...  zk  sont  aussi  divisibles 
par  -. 

De  plus,  -  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  de  5*,  •;lk, 
8»,    ...   pk. 

En  elfet,  soit,  s'il  est  possible,  le  produit  — t  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  ces  nombres. 

Parmi  les  égalités  (30),  nous  avons  celle-ci: 

Bfc_ip*_i  -f  akik  -f- ak+1*t+1  -f    ...   +  ajn  =  o,  (66) 
ou 

— : r  — '*  H ïfe+i  +  •  •  • 

PiPi  •  •  •  r*--  rirs  •  •  •  P*— i  .  •  •         *-i 

+   • - /„  =  o,  (67) 

ptp,  ...  ;t_i 

tk  étant   le   plus  grand  commun  diviseur    des    coefficients 

Bu+u  ak+2-  ■  ■  ■  <i,x  •  divisés  d'abord  par  le  produit  pt,  :2,  . . .  pk_,. 


et  étant  divisibles  par  --,,  toutes  Les  quantités 


«*+i 


'îpi 


rirï   •  •  •   P*-« 

— sont  divisibles  par-:-^  et,  par  conséquent 
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aussi  les  nombres  ak+[,  ak+2,  ...  a,,  ;    ik  est  aussi  divisible 
par  TiTi  par  hypothèse.   Donc  twcj  divise   aussi  — 

Pip2    •  •  •       ft-2 

et,  par  conséquent,  ak_\. 
L'égalité  précédente  nous  donnerait  de  même 

afc_2? ,;_,,  +  fffc_10ft_1  -f  ak<)k  -f  «ft  +  l0fc  +  1  -f. . .  +  fl„0)l=o  (68) 

+       "'-'       e_,  + S o,  +  ... 


PlPa  •  •  •  P*-3    Pl?2  •  •  •  Pfc-2         Pip2  •  •  •  Pft-2 

H 9„  =  o.  (69) 

PtPî    •  •  •    Pft-2 

Tous  les  termes  de  (60)  sont  divisibles  par  tztzu  sauf  le 
premier;  donc  tt^j  divise — ,  et,  par  suite,  ak^o. 

P1P2    •  •  •    pft-3 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  arrivera  à  cette  con- 
clusion, que  tous  les  coefficients  de  l'équation  proposée, 
sauf  le  coefficient  ak,  sont  divisibles  par  --j.  Or,  cette  con- 
clusion est  absurde,  puisque,  par  hypothèse,  7t  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  ces  coefficients.  On  ne  peut  donc 
supposer  que  7c,  qui  divise  tous  les  coefficients  des  diverses 
iudélcrminées  qui  figurent  dans  l'expression  de  K4,  ne  soit 
par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  coefficients. 

24.  —  Il  paraît  singulier  que  les  inconnues,  qui  ont 
toutes,  dans  l'équation  générale,  un  rôle  identique,  soient 
exprimées,  dans  les  formules  (29),  par  des  valeurs  dont 
Tune  dépend  d'une  seule  arbitraire;  une  autre  de  deux,  une 
troisième  de  trois,  etc.;  ce  qui  semblerait  indiquer  qu'elles 
n'ont  pas  toutes  le  môme  degré  d'indétermination. 

Il  n'en  est  pas  ainsi,  comme  nous  allons  le  faire  voir. 

Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  les  formules  (12)  : 

Xi  =  K,  +  p,/, 

x%  =  a8-f  pti  +  -/,. 
f  1 
,  a-, 

=  «a  -r  pV h' 

Pi 

Si  nous  donnons  à  /  ou  b  .'•,  une  valeur  numérique,  les 
'•\prcssions  n\  cf.  <r3  dépendront  de  la  seule  arbitraire  /,,  et 
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les  valeurs  de  chacune  de  ces  inconnues  formeront  une  pro- 
gression par  différence. 

Il  en  serait  de  même,  si  nous  donnions  à  a?2  une  valeur  nu- 
mérique choisie,  bien  entendu,  parmi  celles  qui  satisfont  à 
l'équation;  t  et  t'  pourraient  être  exprimés  au  moyen  d'une 
indéterminée  0,  et  les  valeurs  de  xt  et  x3,  exprimées  en  0, 
seraient  également  les  termes  d'une  progression  par  diffé- 
rence. 

Le  même  raisonnement  s'appliquerait  aux  formules  (29). 

La  singularité  signalée  n'atteint,  par  suite,  que  la  forme 
de  ces  valeurs,  et  laisse  intact  le  degré  d'indétermination 
nécessaire.  Elle  ne  peut,  par  conséquent,  être  considérée 
que  comme   un  avantage  sous   le  rapport  de  la  simplicité. 

Les  formules  (2)  donnent  lieu  à  une  remarque  analogue. 
En  effet,  dans  ces  formules,  l'inconnue  x^  a,  pour  le  coeffi- 
cient de  l'indéterminée,  le  coefficient  de  l'autre  inconnue, 
cc2,  dans  l'équation,  pris  avec  son  signe,  tandis  que  l'inconnue 
x2  a,  pour  coefficient  de  l'indéterminée,  le  coefficient  de  xA, 
dans  l'équation,  pris  en  signe  contraire. 

Ces  deux  inconnues,  qui  ont  le  même  rôle  dans  l'équation, 
ne  paraissent  pas  traitées  de  la  même  manière,  et,  dans 
leur  nature,  on  ne  trouve  aucune  raison  pour  expliquer  celte 
différence.  Mais  celte  difficulté  n'est  qu'apparente,  car  nous 
pouvons  mettre  à  volonté  l'une  ou  l'autre  des  deux  inconnues 
dans  l'un  ou  l'autre  cas. 

25.  —  Il  est  bien  évident,  du  reste,  que,  dans  les  for- 
mules (29),  la  singularité  peut  affecter  telles  inconnues  que 
l'on  veut,  c'est-à-dire  que  l'on  peut  choisir  à  volonté  l'incon- 
nue dont  l'expression  dépendra  d'une  seule  arbitraire,  de 
deux,  ou  de  trois,  etc. 

On  peut  même  transformer  les  formules  (29)  en  d'autres 
dans  lesquelles  une  inconnue  quelconque,  xk,  par  exemple, 
serait  exprimée  au  moyen  d'une  seule  indéterminée  0. 

Il  suffirait  de  poser  l'équation 

y.k  -f  pktt  -f-  y**»  +  8**8  +  •  •  •  +  rktk  =  xk  -f  -0.  (70) 

Le  terme  tout  connu  est  le  même  dans  les  deux  membres, 
puisque    c'est    la    première   valeur  de    la  même  inconnue; 

JOUBNAJ.    DE  MATH.    ÉLÉM.    1884.  g. 
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7i  est  le  plus  grand  cornniim  diviseur  de  tous  les  coefficients 
de  l'équation,  sauf  celui  de  l'inconnue  xk;  tc  estau=si  le  plus 
o-rand  commun  diviseur  des  coefficients  du  premier  membre 
de  (70),  d'après  le  n°  23. 

En  supprimant  le  terme  commun  a*  et  divisant  les  deux 
membres  par  -,  nous  aurons 

mtj  -f-  nt2  +  •  •  •  +  rh  =  Ôj 
équation  qui  peut  toujours  être  résolue  en  nombres  entiers, 
soit  que  l'on  donne  les  valeurs  de  t„  t2,  ...  tk,  puisque  le 
coefficient  de  6  est  l'unité;  soit  que  l'on  donne  la  valeur  de  0, 
puisque  les  coefficients  m,  n,  . . .  r  sont  premiers  entre  eux. 

Il  résulte  de  là  que  les  valeurs  de  chaque  inconnue 
forment  une  progression  par  différence,  dont  la  raison  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  de  toutes  les 
autres  dans  la  proposée. 

Les  valeurs  des  n  inconnues  forment  donc  n  progressions 
par  différence,  et  ces  n  progressions  ont  chacune  leur  diffé- 
rence. Ces  n  différences  sont  premières  entre  elles,  si  on 
les  considère  deux  à  deux;  car  un  diviseur  commun  à  deux 
de  ces  différences  diviserait  tous  les  coefficients  de  la  pro- 
posée. 

(A  suivre.) 


QUESTION   100 

Solution  par  M.  Charles  Derigny,  élève  au  Lycée  Louis-le-Grainl. 


On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC  et  une  parallèle  DE  à 
la  hase.  Soit  M  un  point  de  cette  parallèle  :  les  droites  qui  joi- 
gnent ce  point  aux  trois  sommets  déterminent  six  segments  sur  les 
raies.  Déterminer  la  position  du  point  M  de  façon  que  le  produit 

de  trois  segments  non  consécutifs  ait  une  râleur  donnée. 

MISE    EN    ÉQUATIONS   DU   PROBLÈME 

Soit  AB  =  a,  DE  =  b\  et  appelons  x  la  distance  du  point 
M  au  milieu  de  DE. 
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OM  =  X. 

Nous  voulons  avoir  : 

BA'X  GB'X  AC'  =  KS. 
Calculons  BA ,  CB'  et  AC  en  fonction  des  données. 
Les  deux  triangles  semblables  ABA'  et  ADM  nous  donnent 
la  relation 

ba'  =  mixE 


BA' 


BA 
DA 


DA 


Donc 


B.V  =  (*  +  })>, 

Calculons  B'C.  Pour  cela 
par  le  point  B'  menons  B  F 
parallèle  à  BC;  on  a 
BF  =  CB'. 
Les  deux  triangles  sem- 
blables BDM  et  BB'F  nous 
donnent  la  relation  : 
BF  _B'F 
BD  — DM 
ou,  en  remplaçant  par  les  valeurs, 
B'C  a  —  B'C 


a  —  b 


f  +  « 


a  -\-  x  — 


Donc 


B'C  = 


a(a  —  b) 
a  -j-  x 


Calculons  enfin  AC. 
AC  ==  a  —  BC . 

Les  deux  triangles  DC'M  et  BCC  nous  donnent 
BC  BC  BC  a 

BC  —  BD  ""  DM 


BC 


b  —  a 


BC  —  a  +  b 


x  A a 

2 


(2) 


x+  — 


180 
Donc 
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b 


AC  =  a  — 


a(b  —  a) 


»(*—) 


,    o                    ,    b 
x  -(-  --  —  a       x  + a 


(3) 


Ce  qui  donne  l'équatiou  du  problème  : 

»  (■  -  f ) 


K-+t) 


6\          a(a  —  6) 
X — t-X 


a  4-  x x  A a 

2  2 


=K3.  (4) 


Considérons  les  différentes  positions  que  peut  occuper  le 
point  M. 

Supposons  le  en 
M';  et  calculons  en- 
core BA',  CB\  AC. 
Soit  OM  =  ij. 

Les  2  triangles 
ABA'  et  ADM'  nous 
donnent  : 

BA  __  BA 
DF-  Dl' 

B.V=(i/+|)x| 

Donc  rien  de  chan- 
gé pour  cette  ligne. 
Calculons  CB ';  en 
menant    B'F    paral- 
lèle ù   BC,  les  deux  triangles  BB'F  et  BM'D  nous    donnenl 
BF  _     YB_ 
BD  ""DM7 
ou 

BC       _  a—  B'C 
'/  —  b  .    b 

>j+  - 

11  n'y  a  donc  encore  rien  de  changé. 
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Considérons  enfin  la  valeur  de  AC. 
AC  =  BC  —  a. 

Or  les  deux  triangles  semblables  C'BC  et  CDM  nous  don- 
nent 

BC  _    JBC_  BC  _  BC 

CD'  ~~  DÎT       BC  —  BD  —  DM' 
BC  a  BC  a 


BC  —  a  +  b  b     b  —  a  b  —a 

y  +  -  y  +t 


Donc 


AC  = 


q(6  —  a) 

y+--a 


a  = 


a  —  —  y 


y+T-a 


On    voit   que    la    valeur  de  AC    diffère  par  le  signe    de 

A 


celle  précédemment  trouvée;  nous  avons  donc  une  équation 

nouvelle. 
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Mais  en  remarquant  ce  qui  précède,  on  peut  poser 
LAr.  CB  .  AC  =  —  K3  et  l'on  aura  la  même  équation  (4) 
dans  laquelle  on  aura  changé  K3  en  —  K3. 

Considérons  le  cas  où  le  point  M  est  plus  éloigne  à  droite 
au  delà  de  la  parallèle  à  AB  menée  par  le  point  G,  en  M" 
par  exemple  et  calculons  de  nouveau  les  lignes. 

Soit  OM"  =  z. 

On  voit  directement  que  pour  BA'  il  n'y  aura  rien  de 
nouveau  en  considérant  les  deux  triangles  ABA'  et  AM"D. 

Considérons  la  valeur  de  CB',  en  menant  toujours  par  le 
point  B'  une  parallèle  B'F  à  BC. 

Les  deux  triangles  B'BF  it  BDM"  nous  donnent  la  relation 


BF 
BD 


FB' 
DM" 


CB 


a  —  b 


a  —  CB' 


Donc,  rien  de  changé. 

Enfin  considérons  AC 

AC  =  a  -f  CB. 

Les  deux  triangles  C'CB  et  C'M"D  nous  donnent  la  rela- 


tion 


CD 


BC 
DM" 


CB 


BC 


a  —  b 


CB  +  a  —  b 
a 

Donc 
AC  =  o  + 


+ 


a(a  —  b) 

-t) 


S+--CI 


Ce  qui  est  la  même  valeur 
c   que  pour  le  premier  cas. 
Cousidérous   maintenant   les  différentes  positions  que  le 
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point  M  peut  occuper  à  gauche  du  point  0,  supposons-le 
compris  eutre  0  et  D 

Soit  OMj  =  x±. 

Les  deux  triangles  ABA'  et  ADMt  donnent  la  relation 
BA'  l'A 


DMt 


DA 


,  b  \  a 

BA'  ==    —  -  as,  W  . 


(1) 


Par  B'  menons  B'F  parallèle  à  BC;  on  a 


BF 
BD~ 


FB' 
DM7 


BC 

a  - 

-B'U 

a  —  b 

— 

b 

■ 

—  'i 

2 

T.   — 

a\ 

a  — 

6 

—x* 


(-2) 


x, 


Enfin  on  calcule- 
rait de  même  AC 

Il  est  facile  de 
voir  que  nous 
aurions  l'équa- 
tion (4)  dans  la- 
quelle on  aurai l 
changé  ce  en  — x. 

Par  conséquent, 
nous  saurons  in- 
terpréter les  solu- 
tions négatives 
de  l'équation  4. 

Considérons  le 
point  M  plus  à 
gauche  en  M2  et 
soit  0~S\,  =  x2. 

On  a 

Calculons  CB'. 
Par  le   point  B 


BA'=    --  + 


menons    une   parallèle   à  BC  jusqu'à  sa 


rencontre  avec  AB  prolongée  en  F. 
BF  =  B'C. 
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Les  deux  triangles  BB'F  et  BDM2  nous  donnent 


BF  B'F 


Or 
Donc 


BD  }I2D 

B'F  =  B'A  =  B'C  — A, 
B'G  B'C  —  a 


a—b  b  b 

""""    — ~™  ~H —   OCn  Cl         '  -  1X/2 

2  2 

B'C  =  -  Q{a  ~ 


b 

a —  Xz 

i 

Enfin  calculons  AC\ 

AC  =  a  —  BC. 

Les  deux  triangles  M2DC  et  BCC  nous  donnent 

BC  BC 


CD 

M,D 

BC 

BC 

M„D 

BD  — BC 

BC 

a 

a 

BC 
—  b 

a 

a  —  b  —  BC 

—  —  +  xs 

■fN 

2+a 

Donc 

AG'  = 

o(a  —  b) 

/ 
a  ix 

>  + 

f) 

6     _L      _L 

«  + 

x%- 

b 

qu'on  peut  écrire 

«  (-  <*  ~  — ) 


x„  —  a 


On  voit  donc  que  si  l'on  change  x  en  —  x,  AC  et  B'C 
reprennent  les  mêmes  valeurs  que  dans  le  premier  cas; 
mais  BA'  est  de  signe  contraire-. 

11  suffira  de  changer  K:i  en  —  K\  et  nous  pourrons  accep- 
ter  les  solutions  négatives  de  l'équation  ainsi  formée. 
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Il  ne  nous  reste  plus  qu'uu  cas  à  considérer,  celui  ou  le 
point  M  serait  plus  à  gauche,  en  M3. 
Soit  OM3  =  a?,. 

BA'  =  (  -  T  +  œ')T- 

Les  deux  triangles  BB  F  et  M3BD  donnent 
BY         B'F 


ou 


CB 


a  —  h 


a  +  CB' 

h  oc, 

nia  —  bi 


a  -j-  CD, 


CB'  = 


Enfin  les  deux  triangles  C'M3D  et  BGC  nous  donnent 

BC  BC 

"GÎT-   M,I> 


18(5 
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BC  BG 


BD- 

■BC 

BC 

a 

—  6- 

-BC 
BC 

MJ) 


x» 


Donc 


AG'  =  o 


a  —  6 


a(a  —  b) 


x, -  +  a 


a[  x3  + 


4) 


X. 


±  +  a 


.  '-  5 


— r  +  « 


Si  l'on  change  œ  en  —  œ,  on   trouvera     l'équation  (4)  ; 
car  BA'  et  GB'  ayant  tous  deux    changé  de  signe,  le  pro- 
duit aura  le  même  signe. 
Ainsi,  en   résumé,    soit  CG  parallèle    à   AB,  BGt  à    AG. 

Si  M  est  entre 
O  et  E,  ou  à 
droite  de  G  : 
solutions  posi- 
tives de  l'é- 
quation (4). 

Si  M  est  en- 
tre O  et  D,  ou 
à  gauche  de 
G,  :  solutions 
négatives  de 
l'équation  (4). 

Si  M  est  entre  E  et  G,  solutions  positives  de  l'équation 
ou  on  change  K3  en  — K3;  solutions  négatives  de  cette  même 
équation,  si  le  point  M  est  entre  D  et  Gt. 

RÉSOLUTION    DE    L'ÉQUATION     (4) 

b 

h  \  nia  —  b) 


K-+4) 


X 


X 


=  K« 


Il  -f-  •»' 
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Posons  K3  =  ma'',  le  facteur  a3  disparait,  et  il  reste 
6\/         A/  b 


(a,+±X->x«-f) 

6  (  a  -f-  ^ )(XH a 


=  m. 


Cette  équation,  réduite,  devient 

4x'(6  —  a  -j-  w6)  —  (6  —  a)(b2  —  41306)  —    mb'  ==  o, 
d'où 

l/  {b  —  a)(b*  —  4mab)  -f  mb* 


4(6  —  a  -j-  mb) 

(A  suivre.) 


CONCOURS  DE  L'ECOLE  FORESTIERE  EN  1884 


Mathématiques . 

1.  — Étant  données  deux  droites  non  situées  dans  le  même 
plan,  déterminer  le  lieu  géométrique  des  milieux  de  toutes 
les  droites  qui  joignent  un  point  de  la  première  droite  à  un 
point  de  la  seconde.  —  Indiquer  la  marche  à  suivre  pour 
représenter  ce  lieu  à  l'aide  des  procédés  de  la  géométrie  des- 
criptive. 

2.  —  Trouver,  par  la  suppression  des  facteurs  communs, 
c'est-à-dire  sans  employer  le  procédé  de  la  division  directe. 
Je  quotient  de  l'expression 

a9  —  ax%  -f-  a*x  —  a9 

a'  —  nxi  -\-  a\x  — x5  -j-  yi{akx  —  n2tr3  -j-  a3x2  —  ax*) 

3.  —  L'escompte  d'un  billet  de  2,460  francs  est  67  IV.  65  c. 
Si  l'échéance  était  rapprochée  de  55  jouis  et  le  taux  augmenté 
de  i,5  00,  l'escompte  resterait  le  môme.  —  Trouver  le  taux 
et  l'échéance. 
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Trigonométrie. 

1.  —  On  donne,  dans  un  quadrilatère  inscriptible  ABCD  : 

B  =  87°38'47"> 
a  =  71 3m,68576, 
b  =  557,348-5, 
d  —  c  =    5o,355oo; 
calculer    d,  c,  A,  R  et  S. 

2.  —  Variations  de 

(  1  -f-  sin  ce)2 
sin  jc(  1  —  sin  x) 

3.  —  Un  paratonnerre  AB,  d'une  longueur  égale  à  8m,264, 
est  placé  sur  un  édifice  de  hauteur  AE.  En  s'arrètant  à 
82m,656  du  pied  de  l'édifice,  et  à  une  hauteur  de  i5m,467  au- 
dessus  du  sol,  on  a  vu  le  paratonnerre  sous  un  angle  de 
4'27'54",27,  On  demande  de  calculer  la  hauteur  de  la  pointe 
B  du  paratonnerre  au-dessus  du  sol. 


CONCOURS  GENERAL 


Mathématiques  élémentaires. 

On  donne  un  cercle  0,  et  sur  ce  cercle  deux  points  A.  A'.  On 
considère  tous  les  couples  de  deux  cercles  C,  C,  tangents 
entre  eux  et  tangents  au  cercle  0,  le  premier  en  A,  le  se- 
cond en  A'. 

1.  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  des  cercles  C,  G'; 
puis,  prenant  un  point  sur  ce  lieu,  reconnaître  d'après  la 
position  de  ce  point  sur  le  lieu,  le  mode  de  contact  des 
cercles  C  et  G'  qui  correspondent  à  ce  point,  et  le  mode 
de  contact  de  chacun  d'eux  avec  le  cercle  0. 

2.  Trouver   le  lieu  du   point  de  concours    des   tango 
communes   extérieures   aux    cercles    (J  et  C   d'un    même 
couple. 
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3.  A  un  point  N  du  lieu  précédent  correspondent  deux 
couples  de  cercles  G  et  G'.  Soit  M  le  contact  des  cercles  de 
l'un  de  ces  couples,  et  soit  Mr  le  point  de  contact  des  cercles 
de  l'autre  couple.  On  considère  le  triangle  NMM'. 

Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle; 
le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  ;  le  lieu  du  point  de 
concours  des  hauteurs.  Vérifiez  que  tout  point  commun  à 
deux  de  ces  trois  lieux  appartient  à  l'autre. 

4.  Soit  R  le  rayon  du  cercle  0,  et  ô  l'angle  des  rayons  de 
ce  cercle  terminés  en  A  et  A'. 

Galculer  les  rayons  d'un  couple  de  cercles  G  et  G'  tels 
que  le  rapport  de  la  somme  des  aires  de  ces  cercles  à  l'aire 
du  cercle  0,  soit  égal  à  un  nombre  donné  m.  —  Discuter 
le  problème  dans  le  cas  particulier  où  ô  est  droit,  et  recon- 
naître, pour  chaque  solution,  selon  la  valeur  de  m,  le  mode 
de  contact  des  cercles  G  et  G',  et  le  mode  de  contact  de 
chacun  d'eux  avec  le  cercle  0. 

Philosophie. 

Étant  donné  un  triangle  ABC,  et  une  droite  L  non  si- 
tuée dans  le  plan  du  triangle,  on  joint  aux  points  B  et  G 
un  point  quelconque  D  de  la  droite  L,  de  façon  à  former 
un  quadrilatère  DBAG,  dont  les  côtés  ne  sont  pas  néces- 
sairement dans  un  même  plan. 

1.  Démontrer  que  le  quadrilatère  qui  a  pour  sommets 
les  points  milieux  des  côtés  du  quadrilatère  DBAG  est  un 
parallélogramme. 

2.  Étudier  les  variations  de  la  surface  de  ce  parallélo- 
gramme quand  le  point  D  se  déplace  sur  la  droite. 

3.  Trouver  la  position  que  le  point  D  doit  occuper  sur  la 
droite  L  pour  que  le  parallélogramme  soit  un  losange  ou  un 
rectangle. 

A.  Examiner  si  ce  parallélogramme  peut  devenir  un  carré. 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


PARIS 


Un  corps  pesant  tombe,  sans  vitesse  initiale,  du  som- 
met d'une  tour.  Trouver  la  hauteur  de  la  tour  et  la  durée 
de  la  chute,  sachant  que,  dans  la  dernière  seconde,  le  corps 
a  parcouru  la  moitié  de  la  hauteur  totale. 

—  Trouver  l'angle  des  diagonales  d'un  cube. 

—  Dans  une  parabole,  le  sommet  est  A,  et  la  directrice 
DD'.  Du  point  A,  on  mène  la  perpendiculaire  AB  =  a  sur 
la  directrice.  Par  le  pied  B  de  cette  perpendiculaire,  on  mène 
une  droite  B^DI'  faisant  avec  AB  un  angle  tx,  et  rencontrant 
la  parabole  en  AI  et  M'.  Calculer,  au  moyen  des  données, 
les  longueurs  BM  =  >•,  BM'  =  r'.  Discussion. 

—  Dans  un  triangle  rectangle  ABC,  une  droite  BI  déter- 
mine sur  le  côté  AC  deux  segments  AI  et  IC.  On  connaît 
IC  =  /,  CBI  =  a,  IBA  =  p.  Calculer  le  segment  AI  par  une 
formule  logarithmique. 

—  Aux  trois  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle,  on  applique 
des  forces  respectivement  dirigées  suivant  AB,  BC,  CA  et 
proportionnelles  à  ces  côtés  ;  chercher  si  ces  forces  se  font 
équilibre.  S'il  n'y  a  pas  équilibre,  les  ramener  à  deux 
forces  dont  l'une  passe  par  le  point  A. 

—  Dans  un  tronc  de  cône,  on  connaît  le  rayon  R  de  la 
grande  base,  la  hauteur  h,  et  l'on  sait  que  l'apothème  est 
la  somme  des  deux  rayons.  Déterminer  la  surface  totale  et  le 
volume. 

—  Calculer  le  segment  d'un  cercle  compris  entre  deux 
cordes  parallèles,  l'une  étant  le  côté  du  carré  inscrit,  et 
l'autre  égale  au  rayon. 

—  Trouver  le  volume  engendré  par  un  triangle  équilaté- 
ral  tournant  autour  d'un  axe  passant  par  un  sommet  et  per- 
pendiculaire à  l'un  des  côtés  aboutissant  à  ce  sommet.  Le 
côté  du  triangle  équilaléral  est  égal  a  a. 
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—  La  longueur  AB  d'un  plan  incliné  est  60  mètres;  la 
hauteur  AG  est  3o  mètres.  Combien  de  temps  un  mobile 
pesant  mettra-t-il  à  parcourir  la  longueur  AB. 

—  Résoudre  le  problème  d'équations  simultanées 

sin  x  -(-  sin  y  =  sin  y. 

cos  x  -f-  cos  y  =  1  -f-  cos  x. 

—  Étant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle,  mener 
une  sécante  DE  parallèle  au  côté  a,  de  façon  que  le  trapèze 
BCED  ainsi  formé  ait  un  périmètre  donné  2/. 

—  Résoudre  l'équation 

sin  x  -\-  sin  2X  -f-  sin  3x  =  o. 

—  Étant  donnés  la  surface  S  d'un  parallélogramme  et  les 
volumes  V  et  V  qu'il  engendre  en  tournant  successivement 
autour  de  ses  deux,  côtés,  calculer  les  grandeurs  ce  et  y  de 
ces  côtés,  et  le  sinus  de  l'angle  ?  qu'ils  forment  entre  eux. 
Voir  comment  peut  varier  S  lorsque  V  et  V  restent  fixes. 

—  Étant  données  les  longueurs  a  et  b  de  deux  cordes 
parallèles,  et  leur  distance  d,  calculer  le  rayon  du  cercle. 

—  On  donne,  dans  un  triangle,  la  base  a,  l'angle  opposé 
A,  et  la  somme  k2  des  carrés  des  deux  autres  côtés  b  et  c. 

On  demande  de  calculer  6,  c,  et  sin .    En   supposant 

donnés  a  et  A,  déterminer  entre  quelles  limites  peut  varier 
k*  pour  que  le  problème  soit  possible. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


159.  —  Construire  un  triangle,  connaissant  l'angle  A, 
la  somme  b  -f-  c  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle,  et 
un  point  I  du  côté  qui  lui  est  opposé. 

160.  —  Soit  N  un  nombre  impair,  égal  à  la  somme  de 
ileux  carrés,  et  composé  de  n  facteurs  premiers,  égaux  ou 
inégaux.  Le  carré  de  N  est  : 

1°  La  somme  de  deux  carrés  (propriété  évidente  et  con- 
nue) ; 


192  JOURNAL  DE   MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

2°  La  somme  de  trois  carrés  ; 
3°  La  somme  de  quatre  carrés; 

4°  La  somme  de  (n  -f-  i)  carrés.  (E.  Catalan.) 

161.  —  Couper  un  triangle  par  une  droite  de  manière 
que  les  deux  parties  de  ce  triangle  soient  entre  elles  dans 
un  rapport  donné,  et  qu'elles  aient  leur  centre  de  gravité 
sur  une  même  perpendiculaire  à  la  sécante.  On  résoudra  ce 
problème  :  1°  lorsque  les  deux  côtés  du  triangle  sont  égaux, 
et  en  particulier  quand  le  triangle  est  équilatéral;  2°  quand 
le  triangle  est  quelconque.  (Conc.  gén.  1833.) 

162.  —  Une  droite  AD  représente,  en  grandeur  et  en 
situation,  la  bissectrice  d'un  triangle  ABC  ;  on  suppose 
en  outre  que  le  rapport  de  AB  à  AC  conserve  une  valeur 
constante,  et  l'on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  B  et 
par  le  point  C.  On  trouvera  que  ce  lieu  est  constitué  par 
deux  droites  perpendiculaires  à  AB,  et  la  partagent  har- 
moniquement.  Déduire  de  cette  remarque  des  applications 
diverses.  Exemple  :  Construire  un  triangle  connaissant: 
1°  la  bissectrice;  2°  le  rapport  des  deux  côlés  qui  la  com- 
prennent; 3°  une  troisième  condition  qui  peut  êlre  tantôt 
une  hauteur,  tantôt  une  médiane,  etc.  (G.  L.) 

163.  —  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  trois  rectangles, 
reposant  chacun  sur  un  côté,  et  tels  que  leurs  diagonales 
soient  égales  et  passent  par   un  même  point. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZKILLE. 


IMI'IUUMtlB  CENTRALE  DUS  CHEMINS  DE  FKR.  —   IMPRIMERIE  CHAH . 
ROI    UEKGÉKE,  20,  PARIS.  —    1987S-*. 
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ETUDE  ÉLÉMENTAIRE  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE 

DU    PREMIER  ET   DU    SECOND    DEGRÉ 
Par  M.  Ferrent. 
[Suite,  voir  p.  169.) 


26.  —  Nous  avons  déjà  remarque  (u°  19)  que  les  formules 
de  résolution  d'une  équation  indéterminée  peuvent  être 
présentées  sous  des  formes  très  diverses. 

Nous  avons  signalé  les  deux  formes  suivantes  pour  l'équa- 
tion à  deux  inconnues  : 


(71) 

Pour  l'équation  à  trois  inconnues,  nous  avons  trouvé  les 
formules  (12),  dans  lesquelles  nous  pouvons  changer  d'abord 
les  signes  de  tous  les  termes  qui  contiennent  l'indétermi- 
née t;  ceux  des  termes  qui  contiennent  l'indéterminée  /j  ; 
enfin,  nous  pouvons  faire  ces  deux  changements  simulta- 
nément. 

Nous  aurons  ainsi  quatre  formes. 

Mais  nous  pourrions  aussi  écrire  des  formules  analogues, 
dans  lesquelles  l'inconnue  a?2  ou  x3  ne  dépendrait  que  d'une 
seule  indéterminée,  comme  il  arrive  à  l'inconnue  ce,  dans 
les  formules  (12). 

Ces  deux  nouvelles  formes,  susceptibles  également  des 
changements  signalés  ci-dessus,  nous  donneraient  en  tout 
douze  formes. 

Dans  l'équation  à  quatre  inconnues,  les  formules  peuvent 
être  écrites  d'un  bien  plus  grand  nombre  de  manières  :  car 
outre  les  changements  analogues  à  ceux  que  nous  venons  de 
citer,  et  qui  donneraient  90  manières,  nous  avons  encore  la 
forme  (60),  et  celles  qui  peuvent  en  dériver. 

27,  —  Il  est  naturel  de  se  demander  dès  lors  si  les 
constantes  des  formules  (71),  qui  donnent  l'expression  des 
valeurs  des  inconnues  de  l'équation  à  deux  inconnues,  ne 
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peuvent  prendre  aucune  valeur  en  dehors  des  deux  valeurs 
qui  figurent  dans  ces  formules. 
A  cet  effet,  posons 

xt  =  *!  +  Ml 


XX  =  «2  +  NI  )  (>2) 

A4,  a2,  M  et  N  étant  quatre  inconnues. 

Pour  que  les  formules  (72)  puissent  remplir  l'objet  proposé, 
elles  doivent  satisfaire  à  deux  conditions  : 

1°  Les  valeurs  qu'elles  donneront  aux  inconnues,  x±  et  x2 
devront  toutes  satisfaire  à  l'équation  (1)  ; 

2°  Toute  valeur  de  xx  et  x2  satisfaisant  à  la  proposée  devra 
être  donnée  par  ces  formules,  ce  qui  sera  vérifié,  si  la  valeur 
correspondante  de  t  est  entière. 

Portons  les  expressions  (72)  dans  l'équation  (1)  : 
a^y  -J-  o2a2  -f-  (c^M  -f-  o2N)  t  =  K. 

Cette  équation  devant  être  satisfaite  pour  toute  valeur  de 
I,  nous  aurons 

#iai   +    #2*2    =    K 


et  a4MH-  aaN  =o  )  ^ 

Retranchons  de  l'équation  (1  )  la  première  des  équations  (73)  : 
«j  0»i  —  Ki)  +  a2  (œs  —  *,)  =  o.  (74) 

La  première  des  équations  (73)  fait  voir  que  a4  et  x2  ne 
peuvent  être  qu'une  première  solution  de  la  proposée. 

La  seconde  des  équations  (73)  et  l'équation  (74)  peu- 
vent être  résolues,  chacune  en  particulier,  au  moyen  des 
formules  (2),  car  nous  savons  que  ces  formules  donnent 
toutes  les  solutions. 

On  obtient  ainsi 

M  =  a./),  Xi  —  =4  =  a,-j  ) 

(75) 


N= — a.6,  cc2  —  a2= — Ojcp 

L'une  des  équations  (72),  résolue  par  rapport  à  t,  donne 
_  Xj  —  qt  j_ 

M        ~   8  ' 

La  seconde  des  équations  (72)  conduirait  au  même  résultat. 

La  seconde  condition  exige  que  /  soit  entier  ;  or,  o,  qui  e*t 
l'indéterminée  des  inconnues  de  la  proposée,  doit  pouvoir 
prendre  toute  valeur  entière,  et  notamment  la  valeur  i.  Le 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES        195 

quotient  -j-  devant  rester  entier  pour  toutes  les  valeurs  de  o, 

ô  ne  peut  avoir  d'autres  valeurs  que  celles-ci  : 

0  =  ±   i. 
Par  suite, 

M  =  +  o2,         N  =  +  a. 
Nous  obtenons  ainsi  les  deux  résultats  connus  (71),  et  nous 
voyons  qu'il  ne  peut  en  exister  d'autres. 

28.  —  Nous  pouvons  résoudre  une  question  analogue  au 
sujet  de  l'équation  à  trois  inconnues.  Nous  pouvons  chercher 
s'il  n'existerait  pas  des  formules  donnant  d'une  manière 
semblable  les  valeurs  des  trois  inconnues,  dont  l'expression 
serait  ainsi  exempte  de  la  singularité  citée  au  n°  24. 

L'équation  proposée  étant 

«i«i  +  «2^2  +  «s^s  =  K>  (76) 

les  expressions  cherchées  seront  de  la  forme 

xt  =  y.{  -f  Mt  +  N/t  ) 

x2  =  a2  -fM^+^Vj  (77) 

«3    =     *8    +  Mgf  -f  N2^   ) 

contenant  neuf  inconnues  oc1}  a2,  aâ,  M,  Mt,  M2,  N,  N1}  N2. 
Portons  ces  expressions  dans  l'équation  (10);  t  et  tL  devant 
rester  indéterminées,  il  viendra  : 

a&i  +  a,y.,   +  a8a8  =  K) 
a,M  -f  aJAt  +  OjjMj  =  o  [  (78) 

a±N  +  OjjNj  +  a8Na  =  o  ) 
Retranchons  de  (76)  la  première  des  équations  (78)  : 

a1(xi  —  aO  +  at(x2  —  a2)  +  a3(x3  —  aa)  =  o.         (79) 
La  première  des  équations  (78)  fait  voir  que  les  quanti- 
tés 04  a2  a3  ne  peuvent  être  qu'une  première  solution  de  la 
proposée. 

Résolvons  les    deux    dernières   équations  (78)    et   l'équa- 
tion (79)  au  moyen  des  formules  (\"2)  : 
M  =  f0 

Mx  =  m0  4-~  9, 
P       > 

M2  —  «0  — —0, 
f       / 
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N  =  pç 

AT  I      a3 

Hf  =  «,  +  -„> 

AT  °2 

N,  =  no ©x 

P 
âCj  —  ctj  =  07 

x2  -  a2  =  me  +  -  ffl  v 

»3  —  as  =  ne c, 

Les  équations  (77)  nous  donnent  d'ailleurs,  pour  valeur 
.de  /  et  tt  : 

_  Njfoj  —  aQ  —  N(,t2  —  g^ 

_M(ast-g,)-M1fa-g1)[ 
1  ~~  MN4  —  NM, 

Portons  dans  ces  expressions  les  valeurs  (80),  (81)  et  (82)  ; 
il  vient  : 

.  S?l    —    ??1  _  0?1   —    qQ, 

'—  e?t  — ?et'    'l  -  o?1  -  -a'  (84) 

s  et  Ci  étant  les  indéterminées  de  la  résolution  générale  de 
J'équation  (79)  ou  (76),  peuvent  prendre  toute  valeur  en- 
tière, et  notamment  les  valeurs  o  et  i.  Il  résulte  de  là  que 
les  quatre  fractions 

?  ?i  ^  (h 

()oy  —  çV     (kpi  —  cpÔi'       8<p'  —  tp©'  '      Ocpt  —  oOj 
doivent  se  réduire  à  des  nombres  entiers. 

Le  produit  des  deux  moyennes,  diminué  du  produit  des 
extrêmes,  doit  donc  aussi  être  un  nombre  entier.  Or,  la 
différence  de  ces  deux  produits  se  réduit  à 

i 
Cbt  —  cpO,  ' 
Nous  aurons  donc 

0?1  —  çô,  =  ±  i .  (85) 

Cette  condition,  qui  est  nécessaire,  est  aussi  suffisante  : 
car  elle  rend  évidemment  entières  les  valeurs  de  t  et  de 
h  (8i). 
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L'équation  (80),  qui  est  du  second  degré  à  quatre  incon- 
nues, peut  être  résolue  comme  une  équation  du  premier 
degré  à  deux  inconnues,  en  considérant  chacun  des  pro- 
duits 6?!  et  cpôj  comme  une  inconnue. 

Nous  aurons  ainsi   : 

8^  =:  w  +  1 , 

<p04  =  co  ; 


d'où  nous  déduirons 


10 

v, 

(i)~r-  1 
?i  =" 


0 

Ces  résultats,  portés  dans  les  expressions  (80)  et  (81), 
nous  donneront  les  valeurs  des  coefficients,  et  les  valeurs 
des  inconnues  seront: 


(87) 


et  les  quantités  w,  0,  015  sont  entièrement  arbitraires,  sous 

10          CD  ±  1 
la  condition  que  les  quotients  —  et soient  des  nom- 
bres entiers.  Pour  chaque  valeur  de  ces  trois  indéterminées, 
les  expressions  (87)  donnent  toutes  les  solutions  de  la  pro- 
posée. 

On  devra  d'abord  choisir  la  valeur  de  «,  puis  opter  entre 
les  deux  signes  du  terme  4-  1  ;  et  enfin  choisir  8,  parmi 
les  diviseurs  de  co,  et  8  parmi  ceux  de  ta  ■+-  1. 

On  retrouverait  les  formules  (12)  en  posant  dans  les  for- 
mules (87)  : 

(.>  -h  1 

M  H y—  /i  =  '-- 

Pour  chaque  valeur  entière  de  t  et  tit  on  trouverait  une 
valeur  entière  de  u  et  i-  :  de  plus,  à  chaque  valeur  entière 


198        JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

de  u  et  v  correspondra  une  valeur  entière  de  t  et  tt  :  car  en 
résolvant  ces  deux  équations  relativement  à  tet  /,,les  valeurs 
de  ces  deux  quantités  se  présenteront  sous  une  forme  frac-- 
tionnaire  dont  le  dénominateur  commun  sera 

CO  +    I  (i> 

6  — = 9.  .—  =  +  i . 

■6  *i 

29.  —  Nous  trouvons  dans  les  Disquisitiones  arithmeticœ, 
de  Gauss,  le  problème  suivant,  qui  est  fort  connu: 

Une  fraction  étant  donnée  —  ,   dont  le    dénominateur  q 

<1 
peut  être  décomposé  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux, 

a  et  b,  remplacer  la  fraction  —  par  la  somme  de  deux  frac- 

q 

tions  dont  les  dénominateurs  soient  les  nombres  a  et  b. 

Nous  ne  résoudrons  pas  cette  question  ainsi  posée,  parce 
qu'elle  est  trop  simple;  nous  la  remplacerons  par  la  sui- 
vante : 

On  donne  une  fraction  —  ,  dont  le   dénominateur  q  peut 
9 
être  décomposé   en  n  facteurs  ol5  <72,   ...  an  ;  remplacer  la 
ion  donnée  par  la  somme  de  n  fractions  dont  les  déno- 
minateurs soient  les  nombres  au  a.,,  ...  an. 

En  appelant  xv,  x2,  ...  x„  les  numérateurs  cherchés, 
l'équation  sera 

at  a,  a3  On         q 

ou 

±  Xi  +  JL  Xi  +  JL  x,4-  .. .  +  JL  Xll  =p.  (88) 

«i  as  «3  " 

P 

La   fraction   donnée   —   étant    supposée    irréductible,    il 

9 
n'existe  aucun  facteur  commun  entre  la  quantité  p  et  les 

coefficients  des  inconnues,  qui  sont  tous  des  nombres  en- 
tiers. 

La  condition  nécessaire  &\  suffisante  pour  que  l'équa- 
ti  mi  (88j  puisse  être  résolue  est  doue  que  les  coefficients 
des  inconnues  n'aicut   aucun  diviseur  commun. 
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Or,  il  est  facile  de  voir  que,  si  deux  quelconques  des  fac- 
teurs ait  o2,  ...  an,  ont  un  diviseur  commun,  ce  diviseur 
divisera  tous  les  coefficients;  il  est  donc  nécessaire  que 
tous  ces  facteurs  soient  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

Réciproquement,  si  les  facteurs  sont  premiers  entre  eux 
deux  à  deux,  les  coefficients  des  inconnues  de  l'équa- 
tion (88)  n'ont  aucun  diviseur  commun. 

En  effet,  si  ces  coefficients  avaient  un  diviseur  commun, 
ils  seraient  divisibles  par  un  nombre  premier,  v,  et  ce  nombre 
v  étant  premier  absolu  devrait  diviser  l'un  des  facteurs  des 
coefficients.  Mais  le  même  facteur  ne  figurant  pas  dans  tous 
les  coefficients,  il  faudrait  donc  que  v  en  divisât  au  moins 
deux,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

P 
30.  —  Si  la  fraction  proposée  était  — Ç-p,  a   et    6    étant 

premiers  entre  eux,  il  n'y  aurait  qu'une  manière  de  décom- 
poser cette  fraction,  de  sorte  que  les  dénominateurs  soient 
premiers  entre  eux,  savoir: 

jl  i  y  —   p 

an     '    6n'  anbn'  ' 

Mais  si  le  dénominateur  donné  anbn' ,  au  lieu  d'être  le  pro- 
duit des  dénominateurs,  doit  être  leur  plus  petit  multiple, 
on  peut  poser 

Xl       I       X2        I  I        «£»       l        Vl       l        V  2         l  I         2/"' P  /QCl\ 

V  +  F-  +  ---  +  ^  +  T+^"f--'  +  'F-^K(89) 

ou 

a"-1&"\rx  _[_  an-2b"' jc.,  -)-...+  bn'xn 
_|_  ftn&n'-i^  _j_  rt»b»''--y2  4-  . . .  +  a"//,,-  =  p.    (90) 

1°  Il  n'existe  aucun  diviseur  commun  outre  les  quantités 
connues  de  l'équation;  2°  les  coefficients  des  inconnues  sont 
premiers  entre  eux,  car  les  doux  nombres  a"  et  bn' ,  qui  sont 
deux  de  ces  coefficients,  sont  premiers  entre  eux. 

Les  deux  coefficients  a"  et  b"'  étant  premiers  entre  eux, 
l'équation  (90)  pourra  être  résolue  comme  une  équation  à 
deux  inconnues,  conformément  aux  observations  contenues 
dans  le  n°  20. 

Les  deux  inconnues  x„,  yn-  seront  seules  assujetties  à  cer- 
taines conditions  ;  les  autres  seront  entièrement  arbitraires. 


200  JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 

Une  remarque  semblable  pourrait  être  faite  au  sujet  de  la 
décomposition  de  la  fraction  —        n„    en   fractions    simples, 

a,  b  et  c  étant  premiers  entre  eux  deux  à  deux. 

L'équation  résultante  pourrait  être  résolue  comme  une 
équation  à  trois  inconnues,  d'après  le  n°  20  ;  et  les  inconnues 
seront  entièrement  arbitraires  à  l'exception  des  numérateurs 
des  trois  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  a'1,  bn'  et  cn" . 

îsous  aurions  pu  aussi  comprendre,  parmi  les  fractions  qui 
figurent  dans  le  premier  membre  de  (89),  des  fractions  de  la 

forme  — ^— — ,  v  et  v'  étant  respectivement  inférieurs  à  n  et  ri. 
avov 

Les  numérateurs  inconnus  de  ces  fractions  resteraient  aussi 

entièrement  arbitraires. 

31.  —  Les  problèmes  que  nous  avons  résolus  aux  nos  29 
et  30  comportent  une  infinité  de  solutions,  dans  les  cas  que 
nous  avons  indiqués,  où  le  problème  peut  être  résolu. 

Mais  il  faut  alors  entendre  par  somme  de  fractions  la 
somme  algébrique;  c'est-à-dire  que  les  inconnues  peuvent 
prendre  des  valeurs  positives  ou  négative.-. 

Si  l'on  demandait  de  décomposer  une  fraction  en  plusieurs 
autres  dont  la  proposée  soit  la  somme  arithmétique,  le 
nombre  des  solutions  serait  toujours  limité,  et  quelquefois 
même  il  n'en  existerait  aucune  dans  le  cas  où  la  résolution 
algébrique  est  possible. 

Cela  résulte  de  ce  que  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (88)  et  (89)  n'ont  que  des  termes  positifs,  et  que,  dans 
ce  cas,  le  nombre  des  solutions  positives  est  toujours  limité 
et  quelquefois  même  nul. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  partie  de  la  question. 

(A  suivre.) 
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EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  M.  Emile  Lcmoinc,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


XL 


Par  un  point  A  on  mène  à  une  ellipse  les  deux  tangentes  AM 
et  AN  (M.  et  N  étant  les  points  de  contact)  ;  MN  coupe  le  petit 
axe  en  P  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  MN  coupe  ce 
petit  axe  en  Q.  Démontrer  que  la  circonférence  décrite  sur  PQ 
comme  diamètre  passe  par  les  foyers. 


9' 

Si  F  est  l'un  des  foyers,  il  est  évident  qu'il  suffît  de  démon- 
trer la  relation  FO2  =  OP.OQ,  0  étant  le  centre  de  l'ellipse. 
Joignons  OA   qui  coupe  MN  en  T  et  la  courbe  en  H;  la 

JOURN*(,    DB  MATH.    KLKM.     1884.  9. 
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tangente  en  H  qui  est  parallèle  à  MN  coupe  l'axe  focal  en 
L;  soit  I  le  point  où  MN  coupe  l'axe,  V  le  point  où  AQ  coupe 
l'axe;  par  H  menons  une    parallèle  à  AQ    qui  coupe  l'axe 
en  R  (c'est  la  normale  en  H). 
Les  deux  triangles  semblables  OVQ,  POI  donnent 

OP.OQ  =  OI.OV.  (1) 

Les  deux  triangles  semblables  OHR,  OVA  donnent 

OR         OH  (2) 


OV         OA 

iiblables  0 

OL  -  OH  '  (t5) 

OH2  =  OT,OA 
OH        OT 


Les  deux  triangles  semblables  OHL,  OTI  donnent 


mais  comme  l'on  a 
ou 


OA        OH' 

les  deux  seconds  membres  de  (2)  et  (3)  étant  égaux,  on  a 

25  =  51.  (4) 

OV       OL  '  v 

mais  dans  le  triangle  HFF',  R  et  L  sont  les  pieds  sur  la 
base  F'F  de  la  bissectrice  intérieure  et  de  la  bissectrice 
extérieure  de  l'angle  F'HF,  et  sont  par  suite  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  F  et  F';  on  a  donc 

OR.OL  =  OF2; 
l'égalité  (4)  donne  alors 

01.  OV  =OF2, 
c'est-à-dire  d'après  (1) 

OP.OQ  =  OFa; 

C.  Q.  F.  D. 

Une  démonstration  absolument  analogue  s'appliquerait  à 
l'hyperbole. 

XLI 

Une  chaîne  articulée  CD,D.2  . . .  D2n-iB  est  formée  de  211  lon- 
gueurs égales  GDj  =DJ)%  =  D9Da  =  ...  =  D2„_i  B  =  1, 
elle  est  étendue  sur  le  sol  repliée  de  façon  que  les  sommets  il, 
D2,  D4  . . .  D2„_2,  B  soient  en  ligne  droite  ainsi  que  les  som- 
mets D„  D8  ...  Da,,.!. 
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-_<i:; 


On- sait  de  plus  qu'elle  ne  revient  pas  sur  elle-même  (ce  qui 
implique  que  les  angles  I^CD,  et  D2n-i  B  D2n_2  sont  aigus); 
on  demande  de  calculer  la  dislance  CB  =  a,  connaissant  1  et 
les  angles 

DtCD2  =  G 
!),„_,  B  D2n_2  =  B. 


Appelons  x  l'angle  DjDJ),. 

On  voit  facilement  que  la  chaîne  forme  2„_(  triangles  isos- 

cèles  CD1D2,  DtDaD3   . . .  V>ln-2  D2„_i  B,  et  que  les  angles  au 

sommet  de  ces  triangles  sont  en  progression  arithmétique. 

180  —  2C,      180  —  2X,     180 — 4.x;  -f-  2  G   ... 

180  —  2(2*1 — 2)  x  -f-  2(2» — 3)  C  et  que  la  raison  est  :  2G  —  2X. 

,r  .    n       t-,  t>.  n  BD2n_i  D2/l_2 

Mais  D2„_i  B  D-zn-2  —  B  =  90  —  . 

2 

On  a  donc  l'équation 

B  =  90  —  qo  -j-  2(11  —  i)x  —  (2n  —  3)C, 

d'où 


x  = 


B  4-  (2»  —  3)G 


2(n—  1) 
les  angles  CDiD.,,  D^Dj   ...  D2n_2  D2n_i  B  sont  donc 

(.80  —  2G),    fiSo  —  2C+Ï— -Y  fiSo  —  2G  +  2° 


n  —  1 


80    —   20    -f    (211    —    2) 


G  — B" 


n  —  1 
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mais  on  a 

CB  =  2Sf  cos  (90  —  — - — — ^—  j 

ou 

a  /  G  -  B\     .  /  C  -  B 

— -  =  cos  G  4-  cos    G 4-  cos    G  —  2 

2/  \  n  —  1/  \  »  —  1 

+  •■•    oos(c-(»-x)^), 

et,  par  la  formule  qui  donne  la  somme  des  cosinus  d'arcs 

en  progression  arithmétique, 

n  _,  À 

sm  • — ; (B  —  C)  sin  ■ — 

a  2^1  —  1)  2 

~2T~"                      i  ' 

sin-— (B  —  C) 

2(«  —    l)  ' 

Remarque.  —  Si  ?!  est  de  la  forme  2p  -{-  1,  le  problème 
est  résoluble  par  la  règle  et  le  compas;  nous  engageons  les 
élèves  à  traiter  directement  le  cas  de  p  =  o  et  de  p  =  1 
et.  si  nous  appelons  A  le  point  d'intersection  du  premier 
chaînon  CDi  avec  le  dernier  BD2„_i  ,  à  construire  le  triangle 
ABC  connaissant  n  =  2,  Ha  longueur  commune  des  chaî- 
nons, BG  =  a  et  la  somme  AB  -\-  AG  =  K,  en  discutant  le 
problème. 

XLII 

D'un  point  A  on  mène  à  une  parabole  de  foyer  F  les  deux 
tangentes,  en  appelant  B  et  G  les  points  de  contact; 

D'un  point  P  pris  sur  la  droite  GB  je  mène  les  deux  tangentes 
(fiCon  jn'ui  mener  de  ce  point  <i  la  parabole. 

L'une  cnu)>e  AB  en  R  et  AG  en  Q; 

L' nuire  coupe  AB  en  K  et  AG  en  Q'. 

Démontrer  que  l'on  a 

An        _BR  An'  BR' 


AG  BA  AG  BA 

Joignons  les  points  B,  R,  A,  Q,  G  au  point  F. 
D'après  les  propriétés  connues  de  la  parabole,  les  deux 
triangles  BFA  el  FÀ.C  sont  semblables,  ainsi  queBFRct  FAQ. 
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Donc  dans  les  deux  triangles  semblables  BFA,  FAC,  R  èl  Q 
étant  des  points  homologues,  on  a 

AQ  BR 

AC    —  BA 


On  démontrerait  de  même  que 


AQ' 
AC 


BR' 
BA  " 


I  .  Q.  F.  D. 


(À  suivre.) 


QUESTION  100 

Solution   par  Ch.  Derignt,  élève  au  Lycée   Louis-Ie-Grand. 
(Suite,  voir  p.  178.) 


DISCUSSION 

Pour  qu'une  racine  convienne  au  problème,  il  faut  d'abord 
qu'elle  soit  réelle;  il  faut  donc  que  la  quantité  sous  le  radical 
soit  positive. 

Comme  c'est  une  fraction,  il  faut  que  ses  deux  termes 
soient  de  même  signe. 

Nous   pouvons   considérer   les   deux   termes  comme   des 
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polynômes  du  premier  degré  en  m;  et  alors  il  faudra  donner 
à  m  des  valeurs  extérieures  aux  racines  de  ces  deux  poly- 
nômes. 

La  racine  du  numérateur  est    — — 

(ia  —  bf 

Celle  du  dénominateur  est    ; . 

b 

Or  dans  notre  problème  nous  avons  supposé  a  >  6. 

Donc  ia  —  6  >>  b. 

Par   conséquent  la   racine   m'   du   numérateur    est   plus 
petite  que  celle  du  dénominateur  m". 

Il  faut  donc,  pour  que  le  problème  soit  possible,  que  l'on 
ait 

^   b(a  —  b) 

ou 


m  > 


b 

Mais  pour  qu'une  racine  convienne  au  problème,  il  ne 
suffît  pas  qu'elle  soit  réelle;  elle  peut  être  positive  ou  néga- 
tive;   mais  elle  doit  remplir   une    autre   condition,    il    faut 

qu'elle  soit  plus  petite  que  — ,  ou  plus  grande  que  a , 

en  valeur  absolue. 

Ainsi 

b  b 

X  <    —       OUJ  >(/ . 

2  2 

Substituons  ces  deux  valeurs  dans  le  premier  membre  de 

l'équation  (o);  avec  —  on  aura 

62(6  —  a  -f-  mb)  —  (6  —  a)(6"  —  4mab)mb\ 

Kll'ectuons   les    calculs  :  b2(b  —  a)    disparaît,    ainsi  que 

mb'1,  et  il  reste 

-f-  [b  —  a)  X  ^mab. 

Comme  b  —  a  est  négatif,  le  signe  de  ce  produit  ne  dé- 
pendra que  du  signe  de  m. 

Dans  le  problème  actuel  m  ne  pouvant  être  que  positif, 
le  produit  est  négatif. 
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Le  résultat  de  la  substitution  est  donc  toujours  négatif; 
mais  le  coefficient  de  x2  est  de  signe  variable;  et  il  y  a 
plusieurs  cas  à  considérer  suivant  que  b  —  a  -\-  mb  est  po- 
sitif ou  négatif. 

Si  m  <<  — ,  b  —  a  +  mb  est  négatif;  et  alors  le  ré- 
sultat de  la  substitution  étant  de  même  signe  que  le  coeffi- 
cient du  ternie  en  ce2,  c'est  que  —  est  extérieure  aux  deux 

racines,  et  comme  il  y  a  une  racine  négative,  —  est  tou- 
jours plus  grand  que  les  deux  racines.  La  racine  positive 
conviendra  certainement.  La  racine  négative  également,  car 
elle  est  égale  à  la  racine  positive,  mais  de  signe  contraire. 

Donc  si  m  <  ; ,  deux  solutions,  une  positive  et  une 

b 

b(a  —  b)      , 
négative,  pourvu  toutefois  que  m  soit  <.  j j-r  d  après 

la  condition  de  réalité. 

Si  m  > - ,  le  résultat  de  la  substitution  est  négatif, 

cl  par  suite  de  signe  contraire  au  coefficient  de  ce2  qui  est 
positif. 

Donc   —  est  compris  entre  les  deux  racines.  La  racine 

b                                              ,  b 

plus  grande  que  — doit  encore  être  plus  grande  que  a -; 

considérons  donc  ce  que  devient  le  premier  membre  de  l'é- 

b 
quation  quand  on  y  fait  ce  =  a  —  — . 

On  a 

/           b  \2 
A  a )  (b  —  a-\-mb)  —  {b  —  <!)(&  —  ^mab)  —  mb\ 

Développons  et  simplifions,  on  trouve 

^l  _  ^ab*  -f-  b3  —  4a3  -f  40*6  —  ab°-  -f  4»w2o  —  +mab2 

_|_  mot  _  63  +  4mo6"  +  abz  —  qma%b  —  mb\, 

ce  qui  devient 

8o*ô  —  4(ib2  —  403, 
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OU 

40.(206  —  b-  —  a2)  =  —  4«(a  —  b)K 
Le  résultat  de  la  substitution  est  toujours  négatif,  et  l'on 

sait  que   le   coefficient  de  œ2  est  positif;  donc  a est 

compris  entre  les  racines. 

Donc  la  plus  grande  convient  bien  au  problème,  et  la  plus 
petite  aussi,  puisqu'elle  est  égale  à  la  première  et  de  signe 
contraire. 

En  résumé,  il  y  a  toujours  deux  solutions  pourvu  que  m 

.„     .  .         ,        b(a  —  b)         a  —  b 

ne  soit  pas  négatif,  ni  compris  entre  — r^-  et ; . 

10  (2a  —  o)2  b 

Dans  le  cas  où  m  est  négatif,  on  sait  que  nous  avons  un 
problème  différent,  et  l'équation  donne  toujours  des  valeurs 
réelles,  puisque  m  n'est  jamais  compris  entre  m   et  m". 

Les  racines  peuvent  être  positives  ou  négatives;  mais  elles 

b  b  b 

doivent   être    comprises   entre    et  a ou et 

2  2  2 

b     . 

Le  résultat  de  la  substitution  de  —  est  positif,  et  comme 
m  est  toujours  <  ,  le  coefficient  de  œ2  est   négatif. 

Donc  —  est  compris  entre  les  deux  racines. 

Si  la  racine  positive  convient,  il  en  sera  de  même  de  la 
racine  négative. 
Considérons  donc  la  racine  positive  qui  est  plus  grande 

que  — ,  elle  doit  être  plus  petite  queja . 

Le  résultat  de  la  substitution  de  a est  toujours  né- 

gatif,  et  par  suilo  de  même  signe  que  le  coefficient  de  ce";  donc 

a —   —  <^st  extérieur  aux  racines;  et  comme  1  une  est  né- 

2 

gative,  il  est  plus  grand  que  les  deux. 
Les  deux  racines  conviennent  donc. 
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Donc 


Si  m  >  m',  deux  solutions  en  dehors  du  triangle  ; 

Si  m  <  m",  deux  solutions  :  dans  le  triangle,  si  m  est  posi- 
tif; hors  du  triangle,  si  m  est  négatif. 

Pas  de  solution  si  m  est 
compris  entre  m'  et  m". 

On  peut  se  proposer  de 
calculer  la  distance  du 
point  M  au  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC. 

Soit  G  le  centre. 

Joignons  MG;  le  triangle 
rectangle   MGO  nous  per- 
met de  calculer  MG  ;  car 
MG2  =  MO2  +  ÔG2. 

Or  nous    connaissons   MO  et  nous  pouvons  calculer  OG. 
— -,  _    (b  —  a){b2  —  -\.mub)  -f  mba 


OM-  = 


Or 


OG  =  AG 


4(6- 
•  AO. 


a  -f-  mb) 


AG  = 


AO  = 


X 


fli/3 


a\fï 


&y/3 


Donc 
ÔG2  = 

GM2  = 


a\/3  b\/'$\2        a- 


= a&  + 


362 


3  2/3 

(b  —  o)(62  —  4mab)  +  J»^ 
4' 6  —  a  -f-  mô) 


+ 


4a8  —  i2db  -f-  9&s 

12 


ce  qui  devient 

— 7,        3(i  —  w)6:i  —  6a(i  +  m)62  +  4a2(i  -f-  m)6  —  a' 

G-M"  =    ■ — ; — . 

3(i  -j-  m)b  —  3a 

Expression  qui,  on  le  voit,  est  indépendante  de  b,  si  l'on 
fait  m  =  —  1 . 

Dans  ce  cas  le  point  M  est  toujours  également  distant  du 
point  G,  quel  que  soit  b.  Par  conséquent,  le  point  M  est 
sur    une    circonférence  décrite   du  point  G  comme   centre 
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avec  un 
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rayon  égal  à  GM  =  /Z  =  / -|  =  -^ 


o\/3 


Donc  si  le  produit  BA'  .  CBr  .  AC  esf  é#a/  au  cube  du  côté 
du  triangle,  le  point  M  est  sur  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle. 


Je  dis  maintenant  que  réciproquement,  si  l'on  prend  un  point 
[t.  sur  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  ABC,  et  qu'on  le 
joigne  aux  trois  sommets,  le  produit  de  trois  segments  non  con- 
sécutifs déterminés  sur  les  côtés  du  triangle  est  égal  à  a3  : 

BA  x  C'B  X  A'C  =  a' 
ou  que 

B'A          C'B         A'C 
X X =  i. 

a  h  a 

Menons  AD  parallèle  à  G';/,  jusqu'à  sa  rencontre  en  D 
avec  Bf*;  les  deux  triangles  semblales  BCV  et  BAD  nous 
donnent 

BU'  B;x 

~a~~  HF* 
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Mais  les  deux  triangles  ABD  et  AuC  sont  égaux  :  car  ils 
ont  les  côtés  AG  et  AB  égaux  ;  l'angle  ABy.  =  l'angle  AG;x  ; 
et  l'angle  BAD  — ;  l'angle  CAu.  comme  ayant  même  mesure; 
savoir  :   l'angle    u.AC   a    pour    mesure    la    moitié   de    l'arc 

.jlG=  a~A'\  De  même   l'angle  BAD  =  BAC  —  DAC  et 

comme  DAG  =  A.C\j.,  la  mesure    de  l'angle  BAD  est  aussi 

égale  à — .  Donc  les  deux  triangles  BAD  et  GAu.  sont 

»  2  D  t 

égaux  et  l'on  a 

BD  =  :,.C; 
remplaçons  BD  par  cette  valeur,  il   vient  pour  le  premier 
rapport 

BC'         Bu. 


a  m-C 


(6) 


CA' 
Pour  le  rapport les  deux  triangles  semblables  A'GA 


a 

et  ACm.  nous  donnent 


0) 


a  (xA 

B'A 

Enlin  pour  le  rapport les  deux  triangles  semblables 

jxAB'  et  [jt.BG  nous  donnent 

^1=4.  (8) 

Faisons  le  produit  des  trois  proportions  (6)  (7)  et  (8)  : 

BC'         CA'         AB'         -,.B         <j.C         -7.A 

X X =^—  x-^-r-  X  ■r-â=  i. 

a  a  a  [aG  \j.  A         \j.o 

C    Q.    F.    D. 
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VARIÉTÉS 


DÉFINITION  DES  GRANDEURS  ET  DES  NOMBRES 
Par  M.  A.  Calinon,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

§  1.  —  Notions  de  la  forme  et  des  nombres. 

Lorsque  nous  comparons  entre  eux  différents  corps,  nous 
jugeons  que,  abstraction  faite  cle  la  matière  qui  les  com- 
pose, ils  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  forme;  cette  notion 
de  la  forme  nous  vient  donc  de  l'observation  du  monde 
matériel;  ainsi,  nous  trouvons  à  la  base  de  la  géométrie, 
qui  est  la  science  delà  forme,  un  fait  d'observation,  et  nous 
ne  voyons  pas  la  possibilité  de  nous  passer  de  ce  fait  d'ob- 
servation pour  arriver  à  l'idée  de  forme  ou  de  figure. 

De  même  l'idée  de  nombre  nous  vient  de  l'observation 
de  plusieurs  objets  semblables;  toutefois  il  faut  remarquer 
que  l'on  ne  peut  déduire  de  là  que  la  notion  des  nombres 
entiers;  nous  savons  ce  que  c'est  que  trois,  quatre  boules, 
mais  un  cinquième  de  boule  n'offre  aucun  sens  :  pour  définir 
les  nombres  fractionnaires,  on  est  obligé  de  recourir  à  ce 
qu'on  appelle  les  grandeurs  géométriques.  Mais,  par  contre, 
lorsque  l'on  parle  des  grandeurs  en  géométrie,  on  les  pré- 
sente comme  des  figures  mesurables  et  l'on  suppose  connu 
le  nombre  fractionnaire;  il  y  a  donc  là  un  certain  manque 
de  clarté  et  de  rigueur,  et  l'on  est  en  droit  de  se  demander 
si  l'idée  de  nombre  se  déduit  de  l'idée  de  grandeur,  ou  inver- 
sement. C'est  ce  point  que  nous  allons  essayer  d'élucider  en 
rattachant  simplement  la  définition  du  nombre  arithmétique 
ou  algébrique  à  la  notion  de  la  forme  :  de  cette  façon  nous 
unifierons  les  sciences  mathématiques,  en  faisant  dépendre 
la  géométrie,  l'arithmétique  et  l'algèbre  d'un  seul  fait 
d'observation,  celui  qui  nous  donne  la  notion  de  la  forme. 
Aiusi,  nous  allons  considérer  l'idée  de  forme  comme  étant 
fournie  directement  par  l'observation,  sans  définition  géo- 
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métrique,  et  nous  allons  en  déduire  la  définition  des  gran- 
deurs et  des  nombres. 

§  2.  —  Définition  des  grandeurs. 

Nous  rappelons  d'abord  que  des  formes  ou  des  figures 
égales  sont  celles  qu'on  peut  faire  coïncider  point  par  point 
en  les  plaçant  l'une  sur  l'autre;  on  les  appelle  également  des 
figures  superposables  ;  on  peut  aussi  considérer  des  figures 
égales  comme  des  positions   diverses   d'une  même   figure. 

Cela  posé,  considérons  un  segment  de  droite  MN  et  uue 
droite  indéfinie  XY;  portons  les  deux  extrémités  M  et  N  du 
segment  MN  en  A  et 

B  sur  XY,   MN  sera  m, p 

situé  tout  entier   sur 

XY,  puisque,   d'après     ? 1V ? ? 5 ? 

la     définition    de    la 

ligne  droite,  il  n'en  passe  qu'une  par  les  points  A  et  B  : 
portons  a  nouveau  le  segment  MN  sur  XY  en  BG;  l'ensemble 
des  segments  AB  et  BC  forme  un  autre  segment  AG;  de 
même,  si  l'on  porte  encore  MN  en  CD,  on  a  encore  un  seg- 
ment AD;  donc  le  segment  de  droite  jouit  de  cette  propriété 
que  des  segments  égaux,  groupés  comme  nous  venons  de 
l'indiquer,  donnent  toujours  des  segments. 

De  même,  il  résulte  de  la  définition  de  l'angle  plan  que 
•des  angles  égaux  groupés 
sur  un  même  plan,  autour 
d'un  sommet  commun  0,  et 
adjacents  les  uns  aux  autres, 
donnent  encore  des  angles 
plans. 

L'arc  de  cercle,  l'angle 
dièdre,  le  fuseau  sphérique, 
etc.,  jouissent  également  de 
celte  propriété,  c'est-à-dire 
que  des  éléments  égaux  d'une  de  ces  figures  peuvent  être 
groupés  de  façon  à  reproduire  une  figure  du  même  genre; 
cela  se  démontre  pour  chaque  figure  comme  conséquence 
de  la  définition  même  de  cette  figure. 
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Il  va  sans  dire  que  cette  propriété  caractérise  seulement 
quelques  figures  géométriques;  ainsi  il  n'y  a  aucun  moyen 
de  grouper  des  cercles  égaux  de  façon  à  reproduire  un  cercle. 

Nous  appellerons,  par  définition,  grandeurs,  les  figures 
géométriques  qui  possèdent  ainsi  la  propriété  de  reproduire 
des  figures  du  même  genre  par  un  groupement  d'éléments 
égaux,  fait  d'une  certaine  façon. 

Lorsqu'on  part  d'une  même  figure,  d'un  angle  par  exemple, 
deux  groupements  différents,  c'est-à-dire  deux  groupements 
donnant  des  figures  non  égales,  sont  des  grandeurs  de  même 
espèce;  en  d'autres  termes,  l'espèce  d'une  grandeur  consiste 
dans  le  genre  de  la  figure  que  l'on  considère  et  clans  le  mode 
de  groupement  par  lequel  cette  figure  en  engendre  d'autres 
du  même  genre;  telle  est  la  définition  du  mot  espèce. 

§  3.  —  Définition  des  nombres  entiers. 

Il  est  évident  qu'en  partant  d'une  des  figures  dont  nous 
venons  de  parler,  par  exemple  du  segment  de  droite,  on 
peut  obtenir,  en  groupant,  comme  nous  l'avons  indiqué,  des 
segments  égaux,  une  infinité  de  segments  différents  ;  pour 
distinguer  entre  eux  ces  divers  groupements,  nous  emploie- 
rons le  procédé  qu'on  emploie  toujours  en  pareil  cas,  lequel 
consiste  à  classer  et  à  nommer  les  objets  que  l'on  considère; 
nous  classerons  les  groupements  dans  un  ordre  tel  que  cha- 
cun résulte  du  précédent  par  l'adjonction  du  segment  dont 
nous  sommes  partis  pour  former  les  groupements  :  ce  classe- 
ment fait,  nous  donnerons  à  chaque  figure  un  nom;  de  plus, 
nous  adopterons  la  même  série  de  noms  pour  la  série  des 
groupements  d'une  quelconque  des  figures  que  nous  avons 
appelées  grandeurs,  segment  de  droite,  arc  de  cercle,  angle 
plan  ou  dièdre,  etc. 

Cette  série  de  noms  est,  par  définition,  la  série  des 
nombres  entiers;  lorsqu'on  groupe,  par  exemple,  des  seg- 
ments de  droite  égaux,  le  segment  qui  forme  l'élément  du 
groupement  s'appelle  l'unité  ou  la  figure  unilé,  quelle  que  soit 
l'espèce  de  la  grandeur;  les  nombres  sont  donc  les  noms 
des  différents  groupements  d'unités.  En  résumé,  nous  arri- 
vons ù  la  définition    du   nombre   en   considérant  certaines 
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figures  géométriques,  appelées  grandeurs,  qui  ont  la  pro- 
priété commune  de  donner  lieu  à  des  groupements  spéciaux, 
et  en  nous  attachant  seulement  à  cette  propriété,  abstraction 
faite  de  l'espèce  des  grandeurs,  c'est-à-dire  de  ce  qui  les 
distingue  entre  elles. 

Lorsqu'on  se  donne  la  figure  unité  et  le  nom  d'un  des 
groupements  de  cette  figure,  le  groupement  est  évidemment 
déterminé,  puisque  ce  nom  le  distingue  de  tous  les  autres: 
c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  le  nombre  détermine  ou 
mesure  la  grandeur  en  fonction  de  l'unité. 

§  4.  —  Définition  des  nombres  fractionnaires. 

Groupons  successivement  2  segments  égaux  en  AG,  3  en 
AD,  4  en  AE,  etc.  ;  on  voit  tout  de  suite  que  si  le  point  M 
tombe  entre  deux  points  de  division  G  et  D,  le  segment  A.M 

A  S  Ç    y         p  p 

n'est  mesuré  ni  par  le  nombre  2  ni  par  le  nombre  3,  en  fonc- 
tion de  l'unité  AB;  pour  mesurer  ou  nommer  ce  segment  AM, 
on  est  amené  à  généraliser  l'idée  du  nombre.  Gonsidérons 
à  cet  effet  un  segment  AB  obtenu  en  groupant  5  segments 
égaux  à  AAj  et  supposons  que  nous  prenions  AB  comme 
unité;  les   segments  égaux    AA1}    A^,  etc.,   sont  appelés 

A A-!  A2  A3  A4.  B Aç  A7 

subaivisions  ou  parties  aliquotes  de  l'unité  AB  ;  le  segment 
kkt  se  représente  par  le  symbole  1  5,  AB  ou  l'unité  étant 
un  groupement  de  5  segments  égaux  à  AA4;  i/5  est  donc  le 
nom  ou  le  nombre  qui  détermine  ou  mesure  AAt  en  fonc- 
tion de  l'unité. 

Groupons  maintenant  7  segments  égaux  à  AA(,  et  nous 
aurons  ainsi  un  nouveau  segment  AA7  que  nous  représente- 
rons par  le  symbole  y/5;  ce  symbole  est  ce  qu'on  appelle  le 
nombre  fractionnaire;  le  dénominateur  5  exprime  le  nombre 
des  parties  aliquotes  AAt  dont  le  groupement  forme  l'unité 
AB  et  le  numérateur  7  exprime  le  nombre  de  ces  mômes 
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parties  AAj  dont  le  groupement  forme  le  segment  AA7  :  ici. 
comme  pour  les  nombres  entiers,  chaque  fraction  y/5  déter- 
mine, mesure  un  seul  segment  en  fonction  de  l'unité  ;  mais 
la  réciproque  n'est  pas  vraie,  c'est-à-dire  que  plusieurs  frac- 
tions peuvent  mesurer  un  même  segment  en  fonction  de  la 
même  unité. 

Le  nombre  fractionnaire  ne  permet  pas  de  mesurer  abso- 
lument toutes  les  formes  du  segment;  on  trouve  en  effet 
des  segments  qui,  par  rapport  à  une  unité  déterminée,  ne 
correspondent  à  aucun  nombre  entier  ou  fractionnaire  :  c'est 
le  cas  de  nombres  incommensurables  qu'on  rattache  par  la 
méthode  des  limites  au  cas  précédent;  nous  n'insistons 
pas  sur  ce  point  qui  ne  présente  aucune  difficulté. 

Nous  allons  maintenant  définir  les  quatre  opérations  de 
l'arithmétique  pour  les  grandeurs  et  pour  les  nombres. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


164.  —  Si  /,  m,  n  sont  les  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  du  cercle  circonscrit  sur  les  côtés  d'un  triangle, 
démontrer  que  l'on  a 

fa       b        c\ abc 

\7       m      n)       Imn 

165.  —  ABCP,  DEFQ  sont  deux  circonférences  concen- 
triques; ABC,  DEF  sont  deux  triangles  équilatéraux  quel- 
conques inscrits  dans  ces  deux  circonférences,  P  et  Q  un 
point  pris  sur  chacune  de  ces  circonférences.  Démontrer 
que  l'on  a 

QA2  -f  QB2  -f  QC2  =  PD2  -f-  PE2  -f  PF2. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


lUPlUUBRlB  il  NT1UI  1    DBS  CHKM1KS  llB  FBIt.  —    Mll'ii.M!  I.IMII.W.1 
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ÉTUDE  ÉLÉMENTAIRE  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE 

DU    PREMIER  ET   DU    SECOND   DEGRÉ 
Par  M.  Ferrent. 

(Suite,  voir  p.  193.) 


CHAPITRE  III 

RÉSOLUTION    D'UN    SYSTÈME    DE    DEUX    ÉQUATIONS    A    TROIS    INCONNUES 

32.  —  Soient  trois  quantités  entières  a,  b,  c,  et  trois 
autres  quantités  également  entières,  a',  b',  c',  que  nous  ap- 
pellerons les  similaires  des  précédentes,  cette  similitude 
n'existant  d'ailleurs  que  dans  la  notation.  Écrivons,  d'après 
la  règle  de  formation  des  valeurs  des  inconnues  de  deux 
équations  du  Ie*  degré  à  deux  inconnues,  les  trois  binômes 
a  b'  —  ba',  ac  —  en',  cb'  —  bc. 

Deux  de  ces  trois  binômes  ou  dillérences,  prises  arbitrai- 
rement, contiennent,  à  chacun  de  leurs  termes,  une  même 
lettre  ou  sa  similaire.  Les  deux  premières  différences  ont, 
en  effet,  a  ou  a  à  chacun  de  leurs  termes;  les  deux  der- 
nières, c  ou  c';  et  les  deux  extrêmes,  b  ou  b'. 

Théorème.  —  Tout  nombre  qui  divise  deux  de  ces  trois 
différences,  et  qui  est  premier  avec  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  la  lettre  commune  et  sa  similaire)  divisera  aussi  la  troi- 
sième différence. 

En  effet,  les  deux  premières  différences,  qui  ont  la  lettre 
commune  a,  étant  divisibles  chacune,  par  le  nombre  N,  les 
deux  expressions 

(ab'  —  ba'jc  —  (ac'  —  ca')b  ) 
et  (ab'  —  ba')c  —  (ac  —  ca')b'  \  (    ^ 

seront  divisibles  par  le  même  nombre.  Mais  ces   deux  ex- 
pressions se  réduisent  a 

a  (cb'  —  bc ) 
et  a\cb  —  6c'), 

l  étant  le  plus    grand    commun    diviseur  de    (/    et   a ,   suit 
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a  =  a.%    et  a  =  a'c.  Les  deux  expressions  deviennent 

«Hcb'-bc')    j 
et  oc'8(c&'  -  6c').  )  ^; 

Le  nombre  N,  qui  divise  ces  deux  expressions,  divise 
aussi  leur  plus  grand  commun  diviseur,  qui  est  o(cb'  —  bc), 
puisque  a.  et  a'  sont  premiers  entre  eux. 

Donc  le  nombre  N,  qui  est  premier  avec  5  par  hypothèse, 
doit  diviser  la  troisième  différence  cb'  —  bc. 

Corollaire  I.  —  Si  a  et  a'  sont  premiers  entre  eux,  tout 
nombre,  qui  divisera  les  deux  premières  différences,  divisera 
aussi  la  troisième,  et  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
premières  différences  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
trois  différences. 

Corollaire  II.  —  Si  deux  différences  sont  divisibles  par  le 
produit  mn  :  si,  de  plus,  n  divise  la  troisième  différence,  tandis 
que  m  est  premier  avec  le  quotient  de  la  troisième  différence  par 
n,  la  lettre  commune  aux  termes  des  deux  premières  différences 
et  sa  similaire  seront  toutes  deux  divisibles  par  m. 

Eu  effet,  les  expressions  (91)  et  (92)  seront  divisibles  par 
mn;  le  plus  grand  commun  diviseur,  o(cb'  —  bc),  de  ces  deux 
expressions  sera  donc  divisible  par  mn;  n  divisant,  par 
hypothèse,  cb'  —  bc,  m  devra  diviser  l'expression 

cb'  —  bc' 

g  _ 

n 

et,  par  suite,  m  devra  diviser  o,  puisque  m  est  premier  avec 

t.         cb'  —  bc  ...  ,    , 

le  quotient  .  Donc  m  divise  a  et  a . 

n 

Corollaire  III.  —  Si  un  nombre,  qui  divise  deux  diffé- 
rences, est  premier  avec  la  troisième,  ce  nombre  divise  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  la  lettre  commune  aux  deux  pre- 
mières différences. 

11  suffit  de  faire  n  =  i  dans  le  raisonnement  précédent. 

33.  —  Avant  de  passer  ù  la  résolution  de  deux  équations 
quelconques  du  premier  degré  a  trois  inconnues,  arrêtons- 
nous  à  L'examen  d'un  cas  particulier. 
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Supposons  d'abord  que,  dans  les  deux  équations 

ax  +  bU  +  «  =  K  )  ,g^ 

a'x  -f-  l'y  +  c'z  =  K'  )  *     ; 

les  deux  coefficients,  a  et  a,  d'une  môme  inconnue,  soient 
premiers  entre  eux. 

Éliminons  successivement  a?  et  //entre  ces  deux  équations  : 
(ab'  —  bd)y  -f-  (ac  —  ca')z  =  àK!  —  Ko',        (94) 
—  (ab'  —  bd)x  —  (cV  —  bc')z  =  b\i'  —  K6'.         i  <X>  | 
Nous  allons  démontrer  que  toute  valeur,  qui  satisfera  à 
l'équation  (94),  satisfera  aussi  à  Téqualion  (95),  et,  comme 
le  système  (94)  et  (95)  peut  remplacer  le  système  (93).  cette 
valeur  résoudra  aussi  ce  dernier. 

Soit  en  elïet  y  =  tj,  :  =  ![  une  solution  entière  de  (94); 
on  aura 

(ab'  —  ba')i\  -f-  (ad  —  cd)  £  =  a\\  —  lin'.       (9G) 
Pour  trouver  la  valeur  correspondante  de  x,   il  suffit  de 
remplacer,  dans  (9o),  z  par  Ç.  On  obtient  ainsi 
(cb'~  bc')Z  —  (6K'~  Ko') 


x  = 


ab'  —  ba' 
Prenons,  dans  (9G),  la  valeur  de  y,  : 

aK'  —  Ka'  —  (ac'  —  cd)  Ç 


(97) 


(08) 


1  ab'  —  bd 

Les  expressions  (97)  et  (98)  peuvent  être   mises   sous  la 
forme 

—  b(K'  —  c'-Q  +  b'iK—c') 

ab'-bd ■■  W 


__  a(K  —  cX)  —  d(K—cZ) 
ab'  —  bd 
Posons  K  —  c  Ç  ==  f»  et  K'  —  c'  Ç  =  m'  : 

m&'  —  bm' 


ab'  —  fo/  ' 


(100) 


(1UI) 


am  —  ma 

ab'  —  bd,  am'  —  md,  mb'  —  bm'  sunt  les  trois  différences 
formées  avec  les  trois  lettres  a,  b,  m,  et  leurs  similaires, 
a,  b',  m',  en  suivant  la  règle  de  formation  des  valeurs  des 
inconnues    de   deux    équations    à    deux    inconnues;   rt    est 
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entier  par  hypothèse;  par  conséquent,  ab'  —  ba  divise 
am'  —  ma  ;  ab'  —  ba  divise  donc  les  deux  différences 
ab'  —  ba  et  ar.i  —  ma' ,  dont  la  lettre  commune,  a,  est  pre- 
mière avec  sa  similaire,  a':  ab'  —  ba  divise  donc  aussi  la 
troisième  différence  mb'  —  bm',  et  x  est  entier. 

Donc,  lorsqu'une  même  inconnue  est  affectée,  dans  les 
deux  équations,  de  coefficients  premiers  entre  eux,  pour  que 
la  résolution  en  nombres  entiers  soit  possible,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  cette  incon- 
nue puisse  être  résolue,  et  toutes  les  solutions  de  celte  der- 
nière équation  satisfont  au  système  proposé. 

34.  —  On  peut  faire  cette  démonstration  d'une  manière 
plus  simple  (Traité  élémentaire  d'Algèbre  de  M.  J.  Bertrand, 
1850). 

L'égalité  (96)  peut  être  mise  sous  la  forme 
b\  -f  cX  —  K'     _a_ 
bi\  -{-et,  —  K  a 

t 

—  est  une  fraction  irréductible,  et  les  deux  termes  de 
a 

la  fraction  du  premier  membre  sont  des  équimultiples 
de  a   et  a. 

M  étant  un  nombre  entier,  on  aura  donc 
b\  +  c%  —  K'  =  Ma' 
et  6ki  -f-cÇ  —  K  =  Ma, 

ou  a  (  —  M)  -f-  b  y,  -j-  c  v  =  Iv 

et  a-(_M)-f  b\  +  c%=zW. 

Or,  ces  deux  dernières  égalités  sont  les  deux  équations 
proposées,  dans  lesquelles  on  aurait  remplacé  les  inconnues 
par  les  trois  nombres  entiers  M.  y,  et  l.  Les  équations 
proposées  sont  donc  satisfaites  par  toute  valeur,  y,,  Ç,  qui 
satisfait  à  l'équation  résultant  de  l'élimination  de  l'incon- 
nue dont  les  coefficients  sont  premiers  entre  eux. 

35.  —  Résolvons  maintenant  le  cas  général. 
Rappelons  le  système  proposé  : 

a  x  -j-  b  y  -f-  c  -  =  K   j 

a'x  +  b'ij  -f-  c'z  =  K   |  (IU3^ 
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et  le  résultat  de  l'élimination  successive  des  trois  incon- 
nues : 

(ab'  —  ba')y  -f  (ac'  —  ca')z  =  aK  —  lia'    (104) 

—  (ab'  —  ba')x—  \cb'  —  bc')z  =  bK!  —  Kb'    (105) 

—  (ac'  —  ca')x  4-  (cb'  —  bc'nj  —  cK  —  Kc     (106) 
Les    deux   équations  (104)  et  (105)  peuvent   remplacer  le 

système  proposé. 
Ecrivons,  pour  abréger,  ces  deux  équations  sous  la  forme 

by  -fez  =k    i 

ax-\-  c  z  =  K  .  ) 

Pour  que  ce  système  puisse  être  résolu,  il  faut  d'abord 
que  chacune  des  équations  (107)  puisse  être  résolue  en 
particulier,  c'est-à-dire  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  coefficients  de  chacune  d'elles  divise  le  terme  tout 
connu. 

Supposons  que  ces  premières  conditions  soient  remplies, 
et  que  chacune  des  équations  (107)  ail  été  débarrassée  de 
tout  diviseur  commun:  h  et  c,  d'une  part,  et  a  et  c,  d'autre 
part,  seront  premiers  entre  eux. 

Chacune  de  ces  équations,  résolue  au  moyen  des  formules 
(2),  donnera 

y  =  i  -f-  et, 

s  =  Ç  —  bi, 

ï)  et  Ç  étant  une  première  solution  de  la  première  des 
équations  (107),  et  ;  et  £',  une  première  solution  de  !  , 
seconde. 

Nous  aurons  à  satisfaire  à  l'équation 

Ç  —  bt  =  Ç  —  ut'.  (109) 

Pour  que  celte  dernière  puisse  être  résolue,  il  faut  que 
le  plus  grand  commun  diviseur.  8,  de  a  et  6,  divise  l  —  £'. 

Or,  nous  aurons  les  relations 

b-r  -f  Cl     =  K 


:z\±%\    m 


«ç  +  cC  =KM  ",0) 

d'où  il  résulte  : 

bc\  —  ac\  -\  cc'(Z  —!:')—  —  (cK  —  Kc).     |  !  1  !  | 

Si  8  divise  C  —  f,  il  divisera  le  premier  membre  de  (1 1 1 1. 
et,  par  suite,  il  devra  diviser  cK!  —  Kc'. 

Réciproquement  si  8  divise  clv  —  Kc',  comme  il  divise  les 
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doux  premiers  termes  de  (111),  il  devra  diviser  aussi 
cc'(i  —  £'),  et,  par  suite,  Ç  —  'Ç,  puisqu'il  est  premier  avec 
c  et  c. 

Donc,  pour  que  le  système  des  deux  équations  (107) 
puisse  être  résolu  en  nombres  eutiers,  il  suffît  que  chacune 
de  ces  équations  puisse  être  résolue  en  particulier,  et,  de 
plus,  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a  et  b  divise 
l'expression  cK'  —  Kc'. 

36.  —  Supposons  ces  conditions  remplies  et  cherchons  les 
valeurs  des  inconnues. 

L'équation  (109)  élant  résolue  au  moyen  des  formules  (2), 
et  t  et  x   élant  une  première  solution,  on  aura  : 

/■  =  -•+  *-•  '"^ 

6        ] 
Portant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (108)  : 

,/  ,        '> 


y  =  i  +  c(T+-ye  )  (H3) 


3  =  ç-6(T  +  fe. 

En  posant  0  =  o,  nous  voyons  que  les  expressions 
;  -j-cY,  Yt  -f-  ct,  *  — bz  peuvent  être  considérées  comme 
formant  une  première  solution.  Appelons  xu  <x„,  a3  cette  pre- 
mière solution.  Nous  aurons 

hr'  \ 

X  =  at  +  —  0  j 

y  =  0,4.-^8  (H4) 

ah      \ 

Z=  aa+  — 0 

o  ; 

pour  les  expressions  des  inconnues. 

Nous  voyons  que  cette  méthode  nous  donne  aussi  le  moyen 

de  composer  une  première  solution  du    système  au  moyen 
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d'une  première  solution  de  chacune  des  équations  qui    le 
composent. 

37.  —  Dans  le  cas  où  les  conditions  sont  remplies,  nous 
pouvons  opérer  autrement  pour  trouver  l'expression  des 
inconnues.  Soit  04,  «„  ot,  une  première  solution  du  système. 

Nous  aurons  les  égalités 

6x2  -J-  c-/3  =  K 


(115) 
actt  -f-Ca,=  K) 

en  les  retranchant  de  chacune  des  proposées,  il  vient 

&fo-aJ  +  c(s-«,)  =  OJ 

a(x  —  %t)  +c(z  —  *,)  =  o.* 

Éliminant  2  : 

bc(a  —  oc,)  =  ac(x  —  xt).  1 1 1") 

Puisque    b  et    c,  d'une    part,  a   et    c',  d'autre    part,  sont 

premiers  entre  eux,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  6c' 

et  ac  sera  le  produit  y8  des  plus  grands  communs  diviseurs, 

savoir,  7,  de  c  et  c,  et  8,  de  a  et  b. 

La  solution  de  (117)  seront  donc,  d'après  les  formules  (2): 

,     bc'    \ 
x=xl-\-  — /  \ 

(U8) 
ac    (  x 

Y      / 
Portant  ces  valeurs  dans  l'une  des  équations  (116)  : 

S  =  ee,  —  ~J  119) 

YO 

Niais ,  pour  que  la  valeur  de  z  soit  entière,  comme  y  est 
premier  avec  a  et  b,  il  faut  poser  /  =  yô,  et  il  vient 

œ  =  at  +  — 6 

y  =  H  +  -^-0  } 

Q 

•  =  --T' 

comme  précédemment.  .1  suttrej 
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EXERCICES  DIVERS  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Par  M.  Emile  Lemoine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
[Suite,  voir  p.  201.; 


XLIII 


Par  un  point  P  pris  sur  le  prolongement  de  la  base  CB  d'un 
triangle  ABC,  mener  une  sécante  coupant  AB  en  R  et  AG  en 
Q,  et  telle  que  AR  x  CQ  soit  minimum. 

C'est  la  question  34  du  Journal;  ce  qui  suit  complétera 
la  solution  qui  en  a  été  donnée  dans  le  numéro  de  janvier 
1883. 

Etudions  la  fonction  AR  .  CQ  ;  supposons  P  situé  sur  le 
prolongement  de  BC,  dans  le  sens  CB. 

Lorsque  le  point  Q  est  situé  à  l'infini  (dans  le  sens  CA) 
la  fonction  a  une  valeur  infinie;  lorsque  le  point  Q  est  en  Qlf 
point  ou  la  parallèle  à  AB  menée  par  P  coupe  AC,  la  fonc- 
tion est  encore  infinie  ;  pour  toute  autre  position  de  Q 
entre  Q,  et  le  point  situé  à  l'infini  dans  le  sens  CA  sur 
CA,  cette  fonction  a  une  valeur  finie  et  jamais  nulle,  donc 
elle  aura  au  moins  un  minimum  dans  cet  intervalle. 

En  continuant  la  discussion,  on  voit  que  la  fonction 
décroit  si  Q  varie  de  Qj  à  A.  Si  Q  est  en  A  elle  est  nulle, 
si  0  est  en  C  aussi,  mais  elle'reste  finie  dans  l'intervalle, 
elle  a  ilonc  au  moins  un  maximum  pour  une  position  de 
Q  située  entre  A  et  C. 

Si  Q  continue  à  se  mouvoir  sur  AC  en  allant  de  C  vers 
c©  dans  le  sens  AC,  la  fonction  croit  continuellement: 

Si  P  est  situé  entre  B  et  C,  la  fonction  n'a  ni  maximum 
ni  minimum. 

Discussion  analogue  si  P  est  sur  le  prolongement  de  BC 
dans  le  sens   CB. 

lin  résumé,  P  étant  placé  sur  le  prolongement  de  BC  dans 
le  sens  GB,  la  fonction  que  nous  étudions  a    un    minimum 
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pour  une  position  de  Q  située  entre  Q,  et  ^o  dans  le  sens  CA 
et  un  maximum  pour  une  position  de  Q  située  entre  C  et  A. 
Posons  AR  =  3 

CQ  =  y 

CP  =  l; 


-/"S  ' 


le  théorème  des  transversales  donne 

{{  —  a)  .  y  .  ~  =  l  .  (I  —  y)(c  —z) 
d'où  ay%  =  l(bz  -f-  cy  —  bc) 


ou 


ay  —  Ib 
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Il  faut  donc  chercher  le  maximum  et  le  minimum  de  yz, 
c'est-à-dire  de 

le  .  y(  y  —  b) 

ay  —  Ib 
Tous  calculs  faits,  on  a  la  construction  suivante  : 
Prenons  sur  BC  de  part  et  d'autre  de  P,  S  et  S'  tels  que 
PS  =  PS'  soit  moyen  proportionnel  entre  PB  et  PC  (S  étant 
pris  entre  B  et  C);  par  S  menons  une  parallèle  à  AC  qui 
coupe  AB  en  R  et  par  S'  une  parallèle  à  AG  qui  coupe  AB 
en  R',  la  droite  PR  coupera  AC  en  Q;  la  droite  PR'  cou- 
pera AC  en  Q',  et  AR  .  CQ  correspondra  à  un  maximum,  et 
AR'  .  CQ'  à  un  minimum.  Si  le  point  P  est  pris  entre  B  et  C, 
la  fonction  n'a  ni  maximum  ni  minimum.  S'il  est  sur  le 
prolongement  de  BC  dans  le  sens  BC  la  discussion  est  iden- 
tique à  celle  que  nous  venons  de  faire. 

Remarque  I.  —  On  a 

AR  AR'  _c_ 
~CQ~  "  CQ'  ~~  b  ' 
Remarque  IL  —  Si  l'on  combine  ces  résultats  avec  le 
théorème  XL1I,  on  voit  que  les  deux  droites  PRQ,  PR  Q' 
sont  tangentes  à  la  parabole  qui  est  tangente  à  AC  en  G  et 
à  AB  en  A.  Donc  en  faisant  varier  P  sur  BC  cette  parabole 
sera  l'enveloppe  des  droites  PRQ,  PR'Q'  correspondant  aux 
maxima  et  aux  minima. 

Remarque  III.  —  Le  foyer  de  celle  parabole  est  sur  la 
droite  qui  joint  le  point  A  au  cenlre  des  médianes  antiparal- 
lèles de  ABC. 

XLIV 

Soit  un  triangle  ABC; 
sur  CA  et  dans  le  sens  CA  je  prends  CAC  =  / 

—  BA  — 

—  AB  — 

—  CB  — 

—  AC  — 

—  BC  — 
de  montrer  que  h:s  si.  r  points  A,  .A,,.  I!,,  Bc,(  !a,Gi,  ne  peuvent  appar- 
tenir à  une  même  circonférence  que  si  le  triangle  ABC  est  isoscèle. 


BA 

— 

BA„  =  l 

AB 

— 

Ali;l  —  m 

CB 

— 

CBr  =  m 

AC 

— 

ACn  =  n 

BC 

— 

BC,,  =  n; 
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Si  les  six  points  appartenaient  à  une  même  circonférence, 
on  aurait  évidemment 

l.(b  —  n)  =  m .  {a  —  n) 
m  .(c  —  /)  =  n  .(b  —  /) 
n.(a  —  m)  =  l.(c  —  m). 
Éliminons  n  en  égalant  la  valeui  de  n  tirée  de  la  première 
équation  à  chacune  des  valeurs  de  n  tirée  des  deux  autres, 
on  aura: 

l2(b  —  m)  -f-  Km2  -f  m(c  —  a)  —  b2)  -f  m(ab  —  cm)  =  o 
l2(c  —  m)  -f-  l(m2  +  m(b  —  c)  —  ab)  +  m(a2  —  am)  =  o. 
En  éliminant  l  entre  ces  deux  équations,  on  trouve,  après 
avoir  enlevé  le  facteur  commun,  m2(c  —  a)2  (et  écartant  ainsi 
l'hypothèse  de  c  =  a)  : 

[m-  —  mie  -\-  a)  -f  ab]2 
=  [m2  —  m(b  -f-  c)  +  62][w2  —  7/1(20  -(-  c  —  b)  -f-  a2] 
Cette  équation  doit  évidemment  donner  la  valeur  de  m  qui 
correspond  au  cas  ou  les  six  points  considérés  seraient  sur 
une  même  circonférence. 
Mais,  tous  calculs  faits,  cette  relation  se  réduit  à 
m  (b  —  c)  =  o, 
c'est-à-dire  qu'elle  ne  peut  avoir  lieu  que  si  le  triangle  est 
isoscèle. 

Xous  engageons  les  élèves  à  s'exercer  sur  les  questions 
suivantes  : 
1°  En  conservant  les   notations  précédentes  et   en  supposant 
4°  Que  1  =  m  r=  n  ; 

2°  Que  les  trois  droites  A,  \b,  BaBc,  CaGb  se  coupent   en 
un  même  point  O; 
Démontrer  que  Von  a  : 

l2(2hc  -f  2ac  +  2ah  —  a2  —  b2  —  c2)  —  10  abcl"  -f- 
4abc(a  -f  h  -f  c)l2  —  2abe(be  -f-  ac  +  ab)l  -j-  a2b2c2  =  o. 
Déterminer,  arec   la  règle  et  le  compas,  le  point  O  dans  le 
cas  du  triangle  isoscèle; 
2°  A  partir  de  A  et  dans  le  sens  AG  je  prends  A.T  =  a 
B  —  BA        —        BI  =  b 

et  je  construis  la  parabole  tangente  à  AC  en  J  et  à  CB  en  I: 
par  tout  point  K  extérieur  à  cette  parabole  je  peux  mener  deux 
droites  GaGh  telles  que  ACa  =  BGb  (ce  sont  précisément  les  tan- 
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gentes  à  cette  parabole  menées  par  Kj;  par  tout  point  situé 
sur  cette  parabole  je  ne  peux  mener  qu'une  seule  droite  CUCi,  (la 
tangente  à  cette  parabole  en  ce  point  :  et  par  tout  point  inté- 
rieur à  cette  parabole  je  ne  pourrai  en  mener  aucune. 


QUESTION  115 

Solution  par  il.  E.  Vigarié,  élève  au  Lycée  de  Toulouse. 


un  donne  deux  circonférences  ayant  pour  centre  commun  le 
punit  0.  Soit  OT  un  rayon  quelconque  de  la  grande  circonfé- 
rence, 01  un  rayon  quelconque  de  la  petite  circonférence.  Par 
le  point  T  je  mène  une  tangente  à  la  première  et  par  le  point  t 

une  tangente  à  la  deuxième.  Soit 
M  leur  point  de  rencontre  et  I 
l'un  des  point*  de  rencontre  de 
Mt  avec  la  grande  circonférence. 
Prouver  que  l'on  a  : 

Mts  =  MT2  +  II2. 

(X.  Automari.) 
Je    mène    OM    et    01.   Les 
triangles  rectangles  OM/,OMT, 
01/  donnent  : 

M/-    =  OM-  —  Ot* 
MT»=  OM2  —  OT" 
ITS    =  OP    —  0/« 
par  suiie  :     OM2  —  O/2  =  OM8  —  OT2  +  OI2  —  Ot\ 
Ou  en  remarquant  que  OT2  =  OI2 

OM2  —  O/2  =  OM"  —  O/2. 

Nota  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  P.  Lamarre,  élève  du 
lycée  Charlemagne,  à  Paris,  Bordage,  a  Nantua. 


QUESTION    L20 

Solution  par  M.  A.ubrt,  élève  au  Lycée  de  Douai. 


On  considère    un  parallélogramme  ABCD;  par  le  sommet  C 
on  mène  une  transversale  mobile  qui  rencontre  Ali  en  1>  et  AD 
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en  Q.  Sur  GP  et  CQ  comme  diamètre  on  décrit  des  cercles. 
Trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  centre  de  similitude 
de  ces  deux  cercles. 

Soient  R  et  S  les  centres  des  cercles  décrits  sur  GP  et 
GQ  comme  dia- 
mètres; les  points  c 
R  et  S  décriront 
les  droites  OR, 
OS  homothc  ti- 
ques aux  droites 
AB  et  AD  par  rap- 
portait point  G.  le 

rapport  étant  — . 

2 

Le  centre  de 
similitude  est 
d'ailleurs  un  point  M  situé  sur  RS  et  déterminé  par  l'égalité 

GR 


MB 


MS   ~       GS 
G'est  donc  le  conjugué  harmonique  du  point  G  par  rapport 
à  RS.  Le  lieu  du  point  M  est  donc  la  polaire  du  point   G 
par  rapport  à  l'angle  ROS,  c'est-à-dire  la  diagonale  BD  du 
parallélogramme  qui  ne  passe  pas  par  le  point  C. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Madiot,  institution  Sainte- 
Marie  à  Besançon;  F.  Taratte,  à  Évreux. 


VARIÉTÉS 


DEFINITION   DES  GRANDEURS  ET  DES  NOMBRES 

Par  M.  A.  Calinon,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

[Suite,  voir  p.  212.) 

§  S.  —  Addition  et  soustraction. 

Nous  avons  vu  qu'en  groupant  d'une  certaine  façon  des 
segments  égaux  on  obtient  encore  un  segment  ;  on  démontre 
également  qu'en  groupant  de  la  même  façon  des  segments 
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non  égaux  on  obtient  aussi  un  segment;  toutes  les  autres 
grandeurs  jouissent  de  la  même  propriété;  c'est  ce  groupe- 
ment de  grandeurs  inégales,  bien  entendu  de  même  espèce, 
que  nous  appellerons  par  définition  l'addition;  les  grandeurs 
que  Ton  groupe  sont  les  parties,  et  leur  groupement  forme 
leur  somme.  La  définition  de  l'addition  des  nombres  se  dé- 
duit de  .là;  le  nombre  qui  mesure  la  somme  de  plusieurs 
grandeurs  de  même  espèce  est  la  somme  des  nombres  qui 
mesurent  ces  diverses  grandeurs. 

Il  résulte  de  cette  définition  de  l'addition  que  les  groupe- 
ments de  grandeurs  égales  ne  sont  que  des  additions  parti- 
culières; d'où  nous  concluons,  en  passant  aux  nombres, 
qu'un  nombre  entier  est  Ja  somme  de  ses  unités. 

On  Toit  que  l'esprit  de  cette  méthode  consiste  à  rechercher 
ses  propriétés  communes  à  toutes  les  figures  appelées  gran- 
deurs et  à  en  déduire  les  propriétés  du  nombre;  dès  lors 
nous  n'avons  plus  qu'à  raisonner  sur  de  simples  figures 
géométriques  et  à  constater  que  le  raisonnement  est  géné- 
ral, quelle  que  soit  l'espèce  de  la  grandeur.  Nous  allons  en 
citer  un  exemple. 

Soit  un  angle  A  OC,  somme  des  deux  angles  AOB  et  BOC; 
on  peut  faire  coïncider  l'angle  AOC  avec  lui-même  par  re- 
tournement, c'est-à-dire  en  por- 
tant OC  sur  OA  et  OA  surOC  ; 
dans  ce  retournement  OB  vient 
en  OB'  et  l'angle  total  est 
alors  la  somme  des  angles  AOB' 
et  BOC,  c'est-è-dire des  angles 
BOC  et  AOB.  On  peut  donc  dans 
une  somme  de  deux  angles 
intervertir  l'ordre  des  parties  : 
on  démontre  que  toutes  les  figures- grandeurs  jouissent  de 
la  même  propriété  :  nous  en  concluons  que  dans  une  somme 
de  deux  nombres  on  peut  aussi  intervertir  l'ordre  des  term  -s. 
On  démontre  de  même  par  des  considérations  géométriques 
que,  pour  ajouter  une  somme  à  une  autre,  il  suffit  d'ajouter 
successivement  à  celte  dernière  tous  les  tenues  de  la  pre- 
mière. 
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La  soustraction  se  définit  comme  opération  inverse  de  l'ad- 
dition; elle  consiste,  étant  données  la  somme  de  deux  gran- 
deurs et  l'une  d'elle,  à  trouver  l'autre,  ou  bien,  étant  donnés 
la  somme  de  deux  nombres  et  l'un  d'eux,  à  trouver  l'autre. 

Les  signes  de  l'addition  et  de  la  soustraction  sont  -f-  et  — ; 
le  signe  =  placé  entre  certaines  expressions  comme 

4  +  3  =  9  —  2  =  7, 
signifie  que  ces    expressions  mesurent,  par  rapport  à  une 
même  unité,  des  grandeurs  égales,   c'est-à-dire  des  figures 
superposables   :   ainsi   l'égalité   arithmétique   se   déduit   de 
l'égalité  géométrique. 

§6.  —  Multiplication  et  division. 

Multiplier  une  grandeur  donnée  par  un  nombre  entier,  4 
par  exemple,  c'est  ajouter  ou  grouper,  conformément  au 
mode  de  groupement  spécial  à  cette  grandeur,  4  grandeurs 
égales  à  celle  qui  est  donnée;  la  grandeur  donnée  est  le 
multiplicande,  le  nombre  4  est  le  multiplicateur,  la  nouvelle 
grandeur  obtenue  est  le  produit. 

Si  Ton  considère  la  grandeur  mesurée  par  le  nombre  4, 
on  voit  d'une  part  que  cette  grandeur  est  un  groupement 
de  4  unités,  et  d'autre  part  que  le  produit  du  multipli- 
cande par  4  est  un  groupement  de  4  multiplicandes  ;  on  peut 
donc  dire  que  le  produit  est  formé  avec  le  multiplicande 
comme  le  multiplicateur  4  est  formé  avec  l'unité  :  en  d'autres 
termes,  si,  dans  la  grandeur  mesurée  par  4,  on  remplace  la 
figure  unité  par  la  figure  multiplicande,  ou  obtient  le  produit 
de  cette  dernière  par  4. 

Cette  forme  de  la  définition  convient  au  cas  ou  le  multi- 
plicateur est  fractionnaire:  multiplier  une  grandeur  par  7  5 
c'est  former  avec  cette  grandeur  multiplicande  une  nouvelle 
grandeur,  comme  la  grandeur  mesurée  par  7  5  est  elle- 
même  formée  avec  la  grandeur  unité. 

Ainsi,  pour  former  la  grandeur  mesurée  par  y/5  on  prend 
une  grandeur  'qui,  groupée  5  fois,  donne  l'unité,  et  l'on 
groupe  7  de  ces  grandeurs:  de  même,  pour  avoir  le  pro- 
duit en  question,  on  prend  une  grandeur  qui.  groupée  5  fois, 
reproduit  le  multiplicande  et  l'on  groupe  7  de  ces  grandeurs. 
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Si  le  multiplicande  est  un  nombre,  l'opération  pure- 
ment arithmétique  se  déduit  immédiatement  de  l'opération 
faite  sur  les  grandeurs  géométriques,  comme  pour  l'addi- 
tion. Ainsi,  en  multipliant  par  3  la  grandeur  mesurée  par 
2  5  on  obtient  comme  produit  une  grandeur  mesurée  par  6  5, 
ce  dernier  nombre  est  appelé,  par  définition,  le  produit  du 
nombre  a/5  par  le  nombre  3. 

La  division  est  l'opération  inverse  de  la  multiplication  et 
consiste,  étant  donnés  la  grandeur-produit  et  le  multipli- 
cateur à  trouver  la  grandeur  multiplicande,  on  bien,  étant 
donnés  le  produit  de  deux  nombres  et  l'un  de  ces  nombres, 
à  trouver  l'autre  :  cette  définition  ne  vise  bien  entendu  que 
le  quotient  exact. 

On  déduit  très  simplement  de  là,  par  des  considérations 
purement  géométriques  sur  les  grandeurs,  que  le  quotient 
de  5  par  7,  par  exemple,  est  le  nombre  fractionnaire  5  7  : 
nous  ne  nous  étendons  pas  autrement  sur  ces  diverses  dé- 
monstrations, notre  but  étant  simplement  ici  de  donner  des 
définitions  et  d'indiquer  l'esprit  de  notre  méthode. 

En  résumé,  cette  méthode  consiste  à  considérer  en  géo- 
métrie certaines  formes  ou  ligures  possédant  cette  propriété 
remarquable  de  reproduire  par  le  groupement  de  parties 
égales,  des  figures  du  même  genre  ;  de  là  nous  déduisons 
la  définition  des  nombres  ;  puis  nous  définissons  les  quatre 
règles  sur  les  figures  géométriques  et  nous  en  tirons  la  dé- 
finition de  ces  quatre  règles  sur  les  nombres.  L'arithmétique 
est  ainsi  établie  sans  introduire  dans  la  science  un  nouveau 
fait  emprunté  à  l'observation,  l'idée  de  nombre  se  déduisant 
de  l'idée  de  forme  par  voie  d'abstracion. 

Nous  avons  à  peine  besoin  d'ajouter  que;  dans  ce  qui 
précède,  il  convient  de  considérer  les  angles  comme  pou- 
vant dépasser  1800;  autrement  les  groupements  d'angles 
égaux  ne  seraient  pas  en  nombre  infini  ;  la  môme  obser- 
vation s'applique  à  l'arc  de  cercle,  à  l'angle  dièdre,  etc. 

^  7.  —  Quantités  négatives. 

La  théorie  des  quantités  négatives  ne  nous  parait  pas 
avoir  été  présentée  jusqu'ici  d'une  façon  bien  satisfaisante; 
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le  point  capital  sur  lequel  on  a  'insiste  pas  assez,  c'est  qu'en 
passant  de  l'arithmétique  à  l'algèbre  l'idée  de  nombre 
prend  un  sens  plus  général;  on  est  en  effet  amené  à  des 
expressions  numériques  comme  3  —  5,  sans  signification 
arithmétique  et  que  l'on  convient,  dans  un  esprit  de  géné- 
ralisation, de  représenter  par  le  symbole  —  2;  c'est  ce 
qu'on  appelle  une  quantité  négative  :  ces  quantités  s'intro- 
duisent ainsi  à  l'aide  d'une  convention  et,  plus  tard,  quand 
on  les  rencontre  dans  la  mesure  des  grandeurs,  on  les 
explique  à  l'aide  d'une  interprétation  ;  or  il  nous  semble 
que  cette  convention  d'abord  et  cette  interprétation  ensuite 
ne  valent  pas,  au  point  de  vue  de  la  clarté  et  de  la  rigueur,, 
une  définition  donnée  à  priori,  De  plus,  ce  n'est  pas  seule- 
ment le  symbole  —  2  qu'il  convient  d'expliquer,  mais  nussi 
le  symbole  -f-  2  qui,  arithméliquement,  n'a  pas  plus  de 
sens  que  le  premier  ;  en  arithmétique,  en  effet,  les  signes 
-f-  et  —  indiquent  des  opérations  entre  plusieurs  nombres. 
mais  un  nombre  seul,  précédé  de  l'un  de  ces  signes,  n^ 
w  ut  rien  dire. 

Nous  allons  voir  que  notre  méthode  nous  permet  de  dé- 
duire très  simplement  la  définition  des  nombres  algébriques 
de  la  considération  des  grandeurs.  (A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 

Ext  rail  d'une  lettre  de  M.  Calinon,  ancien  élève  de  VÉcole  Poly- 
technique, a  M.  de  Longchamps. 

...  Je  profite  de  l'occasion  pour  vous  soumettre,  ii  titre  de 
simple  curiosité,  une  démonstration  que  je  crois  nouvelle 
du  théorème  de  la  projection  orthogonale  d'un  cercle  sui- 
vant une  ellipse  (    I. 

Soient  P  le  plan  du  cercle,  Q  le  plan  de  projection  qui 
passe  par  le  diamètre  AA'  du  cercle;  M  est  un  point  quel- 
conque du  cercle  considéré,  m  sa  projection,  MNm  =  cp 
désigne  l'angle  plan  du  dièdre  formé  par  les  plans  P  et  Q, 

*)  Le  lecteui  est  prié  de  Faire  la  figure. 
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Si  D  et  F  sont  deux  points  divisant   harmoniquement  le 

MF 
diamètre  AA  ,  on  sait  que  le  rapport  ^7— est  constant,  pour 

tous  les  points   du  cercle.  Or,  on   peut  toujours  choisir  le 
système  des  points  F  et  D,  de   telle  façon  que  ce  rapport 
constant  soit  égal  à  sin  tp  (*). 
On  a  alors 

=  sin  <p.  (1) 


MD 

D'autre  part,  le  triangle  rectangle  MXm  donne 
Mm 

Les  égalités  (1)  et  (2)  donnent,  par  combinaison, 
\  MF2  —  Mm2 


(2) 


/  =  =  sin  o. 

\  MD2  —  MN2 
ou, 

MF  =  ND  sin  p.  (A) 

En  considérant  les  points  F   et  D'.  symétriques  de  F  et 
de  D  par  rapport  au  centre  0  du  cercle,  on  trouve  de  même 
MF=ND'sin<p.  (A') 

Les  égalités  (A),  (A'),  en  observant  que  le  point  N  est 
situé  entre  les  points  D  et  D',  donnent 

MF  -f  MF  =  DD'sin  ?.  (B) 

L'équation  (B)  donne  la  propriété  caractéristique  de  la 
somme  des  rayons  vecteurs;  les  équations  (A)  et  (A')  con- 
duisent, quand  on  cherche  leur  interprétation  géométrique, 
à  la  propriété  qui  est  relative  à  un  foyer  et  à  la  directrice 
correspondante. 

Cette  démonstration  me  parait  assez  simple  et  elle  offre 
l'avantage  de  mettre  en  évidence,  à  la  fois,  les  foyers  et 
les  directrices. 

Note.  —  On  sait  comment  celte  propriété  fondamentale 
de    lit    géométrie    élémentaire    des   coniques    la    projection 


(•)  Ce  point   nécessiterait   quelques  explications;  V.  la  note  qui   suil  h 
démonstration  de  M.  Calinon. 
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orthogonale  d'un  cercle  est  une  ellipse,  est  ordinairement 
démontrée  ;  et  cette  démonstration,  due  croyons-nous,  à 
M.  Courcelles,  et  qui  est  reproduite  dans  la  plupart  des 
traités  de  géométrie  élémentaire,  bien  que  très  élégante,  ne 
nous  parait  ni  aussi  simple,  ni  aussi  féconde  que  celle  que 
nous  a  communiquée  M.  Galinon  et  que  nous  venons  de 
faire  connaître.  Mais  nous  croyons  devoir  indiquer  ici,  en 
môme  temps  que  les  légères  modifications  qui  nous  sem- 
blent devoir  être  utilement  apportées  à  cette  démonstration, 
en  quoi  consiste  au  juste  l'avantage  que  nous  lui  attribuons. 

Les  modifications  que  nous  voulons  signaler  portent  sur 
deux  points. 

Lorqu'on  a  un  segment  AA',  il  est  bien  connu  qu'il 
existe  deux  points  F  et  D  qui  le  partagent  harmoniquement 

„    ,.  ,  FA        DA       . 

et  de  telle  façon  que  le  rapport  -=—,  =  t^-t;,  ait  une  valeur 

1<  A         D  A 

déterminée,  quelle  que  soif,  celte  valeur. 

Mais,  dans  le  eus  présent,  les  choses  ne  se  passent  pas 

tout  à  fait  ainsi.   Le  segment  considéré  étant  AA'   il  faut 

trouver  deux  points  F,  D,  partageant  AA'  harmoniquement 

et  qui,  déplus,  soient  tels  que  l'on  ait 

AF 

ÂD=Sin" 

cp   étant  un  angle  donné.    On    voit  la  différence  que  nous 

avons  voulu  signaler;  mais  cette  objection    ne   touche  pas 

à    l'exactitude    et    à    la    rigueur   de    la    démonstration;    il 

faut  seulement  compléter  celle-ci   en  montrant    l'existence 

certaine  des  points  F,  D,  ce  qui  se   fait  sans  difficulté.  On 

écrira,  par  exemple, 

AF         AF  _     A'F  —  AF 

S1U  ?  ~"  AI)  "~  "ÂMJ  —        AT       ' 

Gomme  on  a,  d'autre  part. 

A'F  -f  AF  =  AA', 

on  pourra  calculer  A'F  et  AF  et  reconnaître  que 

OF  =  OF  =  \/a-  —  b\ 

b  désignantla  longueur  de  la  projection,  sur  le  plan  QO/.  du 

rayon  01  du  cercle  donné,  rayon  qui  est  perpendiculaire  à  AA'. 
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Une  seconde  modification  porterait,  à  notre  avis,  sur  la 
notation  trigonométrique  qui  ne  doit  pas  entrer  dans  une 
démonstration  aussi  fondamentale  de  la  géométrie  des 
coniques.  Il  suffit  de  considérer  le  triangle  rectangle  01?', 
et  de  poser,  conformément  à  la  notation  habituelle, 
OA  =  OA'  =  o,   Oi  =  b,   li=c=  \/ o2  —  b\ 

Ces  légères  réserves  étant  faites,  nous  pouvons  dire  main- 
tenant pourquoi  la  démonstration  de  M.  Galinon  nous 
parait  offrir  sur  celle  que  nous  avons  rappelée,  et  sur  les 
autres  démonstrations  connues  de  nous,  un  avantage  bien 
marqué.  Cette  supériorité  tient  à  ce  que  les  deux  propriétés 
fondamentales  de  l'ellipse,  celle  qui  est  relative  aux  deux 
foyers,  et  celle  qui  vise  le  foyer  et  la  directrice  correspon- 
dante, se  trouvent  mises  en  évidence,  du  même  coup. 

La  première  de  ces  propriétés  est  celle  qui,  en  France, 
sert  de  base  à  la  géométrie  élémentaire  de  ces  courbes 
qu'on  a  nommées,  assez  singulièrement,  courbes  usuelles. 
Ailleurs,  et  notamment  en  Angleterre,  où  l'étude  géométrique 
des  coniques  est  très  en  faveur  (),  c'est  la  seconde  pro- 
priété qui  est  prise  comme  le  point  de  départ  de  cette 
étude. 

Assurément,  on  peut,  et  par  des  voies  diverses,  passer  de 
la  première  propriété  à  la  seconde  et  vice  versa.  Mais  cette 
transition  ne  se  fait  pas  sans  un  certain  effort  et  sans  des 
raisonnements  relativement  assez  longs.  La  démonstration 
de  M.  Calinou  offre  celte  bonne  fortune  de  les  faire  apparaître, 
l'une  et  l'autre,  simultanément;  de  plus,  elle  est  simple, 
facile  à  retenir  et  nous  la  croyons  nouvelle.  Pour  ces 
motifs  divers,  nous  estimons  qu'elle  sera  lue  avec  l'intérêt 
qu'elle  nous  parait  mériter  et  sur  lequel  nous  avons  cru 
utile  d'insister.  (G.  L.) 


(•)  Voyez  notamment  le  livre  très  intéressant  de  Charles  Taylor  {L'an- 
cienne ri  in  moderne  géométrie  des  coniques;  Cambridge;  Deigfaton  Bell  and 
i  ...  1881  . 
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BACCALAUREATS 


GLERMONT-FERRAND 

Baccalauréat  es  sciences. 

1.  —  Une  sphère  est  inscrite  dans  un  tétraèdre  régulier, 
tangentiellement  aux  arêtes.  Connaissant  l'arête  a  du  té- 
traèdre, on  demande  de  calculer  :  1°  le  rayon  de  la  sphère; 
2°  le  volume  de  la  sphère  en  dehors  du  tétraèdre;  3°  le  vo- 
lume du  tétraèdre  en  dehors  de  la  sphère. 

2.  —  Description  de  la  machine  magnéto-électrique  de 
Clarke;  théorie  de  la  production  d?s  courants  dans  cette 
machine;  expériences  que  l'on  peut  faire  avec  elle. 

3.  —  Un  réservoir  eu  verre  contient  ù  o°  un  poids  de 
140  grammes  de  mercure.  On  le  porte  à  2000,  et  on  demande 
le  poids  du  mercure  qui  en  sorlira,  sachant  que  le  coefficient 

de  dilatation  cubique  du  verre  est ,  et  celui  du  mer- 

57000 

1 

cure  — — . 


DDOO 

Baccalauréat  restreint. 

Composition  de  physique  commune  avec   le  Baccalauréat 

es  sciences. 

Dispositions  anatomiques  de  l'appareil  circulatoire  chez 
les  vertébrés. 

Elamine  et  pollen. 

Baccalauréat  es  lettres. 

Un  ballon  plein  d'air,  de  5  centimètres  de  diamètre,  est 
muni  d'un  tube  cylindrique  de  5  millimètres  de  diamètre. 
Dans  ce  tube  est  un  index  qui,  u  la  température  de  0",  est 
à  une  dislance  de  10  centimètres  de  la  surface  du  ballon. 
On  demande  de  calculer  le  chemin  parcouru  par  l'index  quand 
la  température  s'élève  à  5o  degrés.  On  admettra  que  les  di- 
mensions de  la  sphère  et  du  cylindre  ne  changent  pas,  et 

on  prendra  — =  pour  le  coefficient  de  l'air  de  o  à   i°. 
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Baccalauréat  spécial. 

lre  Série.  —  Mathématiques.  —  1°  Connaissant  Ig  a  et 
Igb,  calculer  tg  (a  -f-  b). 

2°  Étant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle,  calcu- 
ler :  les  médianes,  les  bissectrices,  les  hauteurs  de  ce  triangle, 
ainsi  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

Sciences.  —  Circulation  de  la  sève  dans  la  plante.  —  Bobine 
de  RumkorfT. 

Français.  —  Expliquer  cette  morale  de  la  fable  Le  loup  et 
l'ac/neau:  «  La  raison  du  plus  fort  est  toujours  la  meilleure.  » 
Donner  des  exemples. 

2>ue  Série.  —  Mathématiques.  —  1°  La  somme  de  deux 
nombres  est  constante  ;  quand  le  produit  est-il  maximum;  et 
variations  de  ce  proluit. 

2°  Distance  d'un  point  de  la  ligne  de  terre  à  un  plan  ;  dif- 
férents cas. 

Sciences.  —  L'œil  et  l'eau. 

Français.  —  Qualités  essentielles  du  genre  épistolaire. 

3me  Série.  —  Mathématiques.  —  1°  Trouver  l'intersection  de 
deux  plans  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

2°  On  donne  une  demi-circonférence  de  rayon  R  et  on  mène 
deux  tangentes  à  l'extrémité  du  diamètre;  on  mène  une  troi- 
sième tangente  CD.  On  connaît  l'angle  d'inclinaison  x  que  fait 
cette  tangente  avec  AB.  Calculer  le  volume  des  triangles 
AMB,  AMC  et  BMD  et  l'expression  de  la  surface  des  deux 
zones,  le  tout  tournant  autour  de  AB. 

Sciences.  —  L'air,  l'oreille,  su  constitution  et  mécanisme 
de  l'audition. 

Français.  —  Utilité  des  colonies. 

4""'  Série.  —  Mathématiques.  —  i°  Calculer  le  volume  du 
tronc  de  pyramide; 

2°  Un  corps  de  poids  P  est  en  équilibre  sur  un  plan;  il  est 
soumis  à  deux  forces  dont  l'une  est  parallèle  au  plan.  On 
demande  L'angle  x  du  plan. 

Sciences.  —  Téléphone  et  microphone. 

Littérature.  —  Les  ouvriers  d'une  usine  demandent  une 
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augmentation  de  salaire  ;  on  leur  refuse.  Une  grève  se  déclare. 
Rassemblements  tumultueux:  hommes,  femmes  et  enfants. 
Discours  animés  des  différents  groupes.  —  Un  induslriel 
respecté  et  aimé  de  tous  cherche  à  calmer  les  esprits  et  à 
ramener  les  ouvriers  à  L'usine.  Effet  de  ses  paroles. 

5me  Série.  —  Mathématiques.  —  l°Tout  nombre  qui  divise 
un  produit  de  deux  facteurs  et  qui  est  premier  avec  l'un  d'eux, 
divise  l'autre. 

2°  Résoudre  l'inégalité 

(:c  -\-  a)  (x  -f-  c) 
(x  +6)(x  +  rf)"    ° 
en  supposant  a  >  b  >  c  ]>  d. 

Sciences.  —  1°  Chaleur  latente  de  volatilisation  de  l'eau  à 
ioo°  et  à  des  températures  supérieures. 

2°  Organisation  générale  de  la  fleur,  pollen,  ovaire,  fécon- 
dation. 

Littérature.  —  Quelle  tragédie  de  Corneille  préférez-vous 
et  quelles  raisons  donnez-vous  de  votre  préférence? 

BORDEAUX 

Baccalauréat  spécial.  —  Mathématiques.  —  1°  Démontrer,  dans 
la  parabole,  que  la  sous-normale  est  constante. 

2°  Trouver  et  calculer  le  volume  engendré  par  un  triangle 
isoseele  ABC,  tournant  autour  de  sa  base  AB,  sachant  que 
AB  ==  48m,64  et  que  l'angle  CAD  =  48°i-|/. 

3°  Expliquer  les  opérations  que  vous  êtes  obligé  de  faire 
pour  résoudre  l'équation 

X  2  1  2  3 

Sciences.  —  1°  Machine  pneumatique  à  un  seul  corps 
de  pompe.  Le  récipient  ayant  une  capacité  de  i  litre  et 
le  corps  de  pompe  uue  capacité  de  200e"11';  quelle  sera  la 
force  élastique  de  l'air  du -récipient  après  quatre  coups  de 
piston. 

2°  Éthylène.  —  Propriétés  et  préparation. 

3°  Quelles  sont  les  actions  et  les  modifications  que  subissent 
les  aliments  dans  le  canal  digestif? 
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Dissertation.  —  «  La  curiosité  des  enfants  est  un  penchant 
de  la  nature  qui  va  comme  au-devant  de  l 'instruction,  ne 
manquez  pas  d'eu  profiter.  » 

Suivent  quelques  exemples  pris  dans  ce  que  les  enfants 
voient,  soit  à  la  ville,  soit  à  la  campagne. 

Ces  paroles  de  Fénelon  sont-elles  justes?  cet  enseigne-- 
ment  par  les  yeux  qu'il  recommande  n'est-il  pas  utile  sur- 
tout pour  les  carrières  de  l'industrie  et  du  commerce;  quel 
profit  en  retirent  les  élèves?  Citer  des  exemples. 

MONTPELLIER 

Baccalauréat  spécial.  —  Mathématiques.  —  1°  Dans  un  rec- 
angle  déterminé  par  sa  base  et  sa  hau- 

jm b      teur,  inscrire  un  cercle  de  manière  que 

Ç    j^t  sa  surface  soit  moyenne  proportionnelle 


^ £     aux  deux    parties  MQNCB  et  MPNDA. 

Discuter. 

2°  cos  x  cos  3x  =  m;  discuter  dans  le  cas  de  m  |>  o. 

Sciences.  —  Analyse  spectrale.  —  Ses  applications  pra- 
tiques. 

On  faii  passer  sur  de  l'oxyde  de  cuivre  incandescent  un 
mélange  d'hydrogène  protocarboné  et  d'hydrogène  bicarboné 
qui  a  donné  par  sa  combustion  complète  i  gramme  d'eau  et 
i  gr.  997  d'acide  carbonique;  calculer:  1°  la  composition 
du  mélange  gazeux  ;  2°  son  volume  à  o°  et  à  la  pression 
om,76o,  sachant  que  la  densité  de  l'hydrogène  est  de  0,0692, 
celle  de  l'acide   carbonique   1,257. 

Français.  —  Discours  de  d'Alembert  à  l'Académie  fran- 
çaise (1178),  lorsqu'il  oilVit  ù  cette  assemblée  le  buste  de 
Molière  sculpté  par  le  célèbre  Houdon. 


Le  Rédacteur-Gérant» 
E.  VAZE1LLE. 


IMPRIMERIE    CENTRALE  DBS  CHEMINS  DK  FFH,  —  IMPRIMERIE  CHA1X, 

1  Roi  ait,  20,  paris.  —  84074-4. 
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ÉTUDE  ÉLÉMENTAIRE  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE 

Par  M,  Ferrent. 

[Suite,  voir  p.  217.) 


38.  —  Reprenons  maintenant  les  deux  équations  com- 
plètes (103),  ou  plutôt  les  équations  (lOi)  et  (105),  qui 
forment  un  système  équivalent. 

Ces  deux  dernières  équations  sont  de  la  même  forme  que 
les  équations  (107),  et  nous  n'avons  qu'à:  leur  appliquer  les 
conditions  de  résolution  énoncées  plus  haut  (n°  3o),  ainsi 
que  les  formules  (I  l  i). 

Toutefois,  chacune  des  équations  (107)  ayant  été  supposée 
débarrassée  de  tout  facteur  commun  aux  quantités  con- 
nues, nous  devrons  d'abord  diviser  chacune  des  équations 
(104)  et  (I0o)  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ses 
coefficients.  D  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
ab'  —  ba  et  ac  —  ca';  I/,  celui  de  ah'  —  bd  et  cb'  —  bc,  ces 
conditions  seront  donc  : 

1°  Le  plu-^  grand  commun  diviseur  D,  de  ab'  —  ba  et 
ac  —  ca,  doit  diviser  aK.'  —  Kn'  ; 

2°  Le  plus  grand  commun  diviseur  D',  de  ab'  —  ba'  et 
cb'  —  bc,  doit  diviser  bK  —  Kb'  ; 

^  ,  ,  ,.   .  ,     ab'  —  ba         ab' — ba 

3°  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  - et ; 

doit  diviser  l'expression 

(ac'  —  ca')(bK'  —  Kb')  +  W  —  Ka')(cb'  —  bc) 

DD' 

(ab'  —  ba')(cK—Kc') 


ou 


DU 

ou  bien,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  (ab'  —  ba')~D  et 
(al)  —  6a')LV  doit  diviser  (ab'  —  ba')(cK'  —  Kc')  ;  ou  bien,  le 
plus  grand  commun  diviseur  p  de  D  et  D',  c'est-à-dire  des 
trois  différences  ab'  —  6a',  ac'  —  ca,  cb'  —  bc',  doit  diviser 
cK  —  Kc'. 

JOURNAL  DE  MATH.  ÉLÉM.  18M.  Il 
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39.  —  Ces  conditions  peuvent  être  énoncées  plus  simple- 
ment. 

Les  deux  premières  conditions  expriment  que  chacune  des 
équations  (104)  et  (105)  peut  être  résolue  en  particulier. 

Lorsque  le  problème  est  possible,  l'équation  (106)  peut 
évidemment  être  résolue  aussi. 

Or,  cette  nouvelle  condition,  qui  est  indispensable,  peut 
remplacer  la  troisième  condition  énoncée  au  numéro  pré- 
cédent. En  effet,  puisque  le  plus  grand  commun  diviseur,  p, 
de  D  et  D',  divise  ac  —  ca  et  cb'  —  bc,  il  divisera  aussi  le 
plus  grand  commun  diviseur  D"  de  ces  deux  différences,  et, 
si  D"  divise  cK'  —  Kc',  p  le  divisera  aussi. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  les  trois  conditions  comme  il 
suit  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour  que  le  système 
de  deux  équations  à  trois  inconnues  puisse  être  résolu  en 
nombres  entiers,  est  que  chacune  des  trois  équations  résultant 
de  l'élimination  successive  des  trois  inconnues  puisse  être 
résolue  en  particulier  en  nombres  entiers. 

40.  —  Ces  conditions  comprennent  le  cas  où  les  deux  équa- 
tions données  sont  incompatibles. 

En  effet,  dans  ce  cas,  nous  savons  que  les  trois  diffé- 
rences ab'  —  ba',  ac'  —  ca',  cb'  —  bc'  sont  nulles,  tandis  que 
les  différences  aK'  —  Ka',  6K'  —  Kb',  cK'  —  Kc',  sont  diffé- 
rentes de  zéro  ;  les  plus  grands  communs  diviseurs  des 
coefficients  des  premiers  membres  des  équations  (104),  (105), 
(10b'),  sont  donc  égaux  à  l'infini;  ils  ne  divisent  pas  les  se- 
conds membres,  qui  ne  sont  pas  nuls,  et  les  conditions  ne 
sont  pas  remplies. 

Lorsque  les  deux  équations  proposées  sont  la  conséquence 
l'une  de  l'autre,  les  six  différences  sont  nulles,  et  la  conli- 
tion  peut  être  considérée  comme  remplie. 

Pour  qu'un  pareil  système  puisse  être  îésolu,  il  suffit  alors 
que  Tune  des  deux  équations  pui^>c  être  résolue. 

(Je  fait  sera  visible  à  priori,  et  on  n'aura  jamais  besoin, 
dans  ce  cas,  de  recourir  aux  équations  (104),  (105),  (100), 
qui,  du  reste,  n'existent  pas. 
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41.  —  Nous  savons  que,  si  les  trois  coefficients  a,  b,  c, 
sont  divisibles  par  un  même  nombre  qui  ne  divise  pas  K, 
les  équations  ne  peuvent  être  résolues.  2sous  allons  faire 
voir  que  cetle  condition  est  comprise  implicitement  dans 
les  trois  conditions  que  nous  avons  énoncées  plus  haut. 

Reportons-nous  aux  trois  équations  (104)*  (105),  (108;,  et 
soit  o  un  nombre  premier  qui  divise  a,  b,  c,  et  ne  divise 
pas  K  ;  o  divisera  les  trois  différences  qui  forment  les 
coefficients  de  ces  trois  équations.  Si  les  trois  conditions 
étaient  remplies,  o  diviserait  aussi  aK'  —  Ka',  bK'  —  K6', 
cK'  —  Kc',  et  comme  o  divise  a,  b,  c,  il  diviserait  Ka".  Kb', 
et  Kc'  et,  par  conséquent,  a,  b'  et  c',  puisqu'il  est  premier 
avec  K. 

Il  en  résulterait  que  les  coefficients  des  inconnues  seraient 
divisibles  par  l-  ;  et,  par  conséquent,  que  les  trois  expres- 
sions a  K' —  Ka',  bK'  —  Kb'  elcK'  =  Kc' seraient  divisibles 
par  o2. 

Posons 

a  =   ix8,         b  =  68,         c  =    yS 
a'  =  x'8,         b'  =  B'8,         c    =  y'8 

Les  équations  peuvent  être  mises  sous  la  forme 
,    ,  ,  *K'  —  K-/ 

(*P  -  P*)»  +  («Y  -  Y«>  = ; 

BK'  —  Ktf 

—  (as'   -   Ba')œ  —  (y6'  —  By>  =  J ; — 

0 

-  («Y   -  Y*>  +  frP   -  PyO*/  =  J g ~ 

S  divisant  aK'  —  K-/  et  BK'  —  KB',  et  étant  premier  avec  le 
plus  grand  commun  diviseur  de  K  et  K',  puisqu'il  est  pre- 
mier avec  K,  diviserait  aussi  x(J'  —  Ba'  (n°  32).  Par  une 
raison  semblable,  o  diviserait  aussi  ay'  —  ya  et  yp'  —  By'; 
de  sorte  que  ab'  —  ab',  ac  —  ca'  et  cb'  —  bc  seraient  divi- 
sibles par  o3. 

Par  suite.  aK'  —  Ka',  bK'  —  Kb',  cK'  —  Kc'  seraient 
divisibles  par  c\  et  aK'  —  Kx,  BK'  —  KB',  yK'  —  K--',  seraient 
divisibles  par  c2. 

De  même,  8  étant  premier  avec  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  K  et  K'  et   iK'  —  Ka',  BK'  —  K'-J ,  et  yK'  —  Ky 
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étant  divisibles  par  o2,  les  trois  différences  otp'  —  yj! , 
a-/  —  *;•/  et  yp'  —  py,  seraient  divisibles  par  o2,  et  les  trois 
différences  ab'  —  bd,  ac  —  cd  et  cb'  —  bc  seraient  divi- 
sibles par  S*. 

Il  en  serait  de  même  des  trois  différences  dK'  —  Kd, 
6K'  —  Kb',  cK  —  Kc. 

En  continuant  à  raisonner  ainsi,  on  arriverait  à  cette  con- 
clusion,* que  chacune  des  six  différences  ab'  —  bd,  ac'  — 
cd,  cb'  —  bc,  aK'  —  Kd,  bK  —  Kb',  cK'  —  Kc',  serait 
divisible  par  une  puissance  quelconque  de  o,  c'est-à-dire  un 
nombre  infini. 

Or,  ceci  ne  peut  arriver  que  lorsque  ces  six  différences 
sont  nulles,  c'est-à-dire,  dans  le  second  des  cas  examinés 
au  numéro  précédent. 

Il  est  donc  absurde  de  supposer  que,  dans  un  système  de 
deux  équations  à  trois  inconnues,  un  nombre  premier  qui 
ne  divise  pas  le  terme  tout  connu  K,  puisse  diviser  les  trois 
coefficients  a,  b,  c,  lorsque  les  troisconditionssont  satisfaites. 

42.  —  Xous  pouvons  vérifier  aussi  que  les  conditions 
énoncées  au  n°  39  se  réduisent  à  la  première,  lorsque  les 
coefficients  a  et  d  d'une  même  inconnue  x  sont  premiers 
entre  eux. 

En  effet,  l'équation  (104)  pouvant  être  résolue,  posons 
b  =  p8  et  b'  =  ryl,  Z  étant  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  b  et  b' . 

Les  équations  (104)  et  (lOo)  pourront  s'écrire  : 
8(ap"  —  pa')y  -f-  (ac  —  cd)z  =  aK'  —  Kd, 
—  (a:V  —  po>  —  (cp'  —  pc>  =  pK'  —  K;'. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  <//  —  -</  et  cp'  —  pc 
divisera  ac  —  cd,  et,  par  conséquent,  aK'  —  Ko'. 

Divisant  op'  —  fin'  etaK'  —  Kd,  il  divisera  aussi  pK'  —  Kp', 
et  la  seconde  condition  sera  vérifiée. 

1  ii  raisonnement  semblable  ferait  voir  que  la  troisième 
condition  est  toujours  remplie. 

43.  —  (Juant  aux  valeurs  des  trois  inconnues,  nous 
les  déduirons  des  formules  (114),  et  nous  aurons 
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(ab'  —  ba'iicb'  —  bc') 

x  =  "  + Ml ° 

(ab'  —  ba')(oc'  —  ca') 

V  =  ""  +  ' Dûl ° 

(al/  _  hn'V 


DD'o 

8  étant  le    plus  grand  commun  diviseur    de  : et 

— ,    DD'o  sera   le  plus   grand  commun  diviseur   de 

D  (ab'  —  ba)  et  D'  (ab' — 6a'),  et  — — — ,  celui   de  D  et   D', 

ab  —  ba 

ou  des  trois  différences,  ab'  —  ba',  ac'  —  ca',  cb'  —  bc'.  Appe- 
lant p  ce  plus  grand  commun  diviseur,  c'est-à-dire,  posant 

DD'8 

-77 --,,  =  p,  nos  formules  deviendront 

au  —  ba         r 

,     cb'  —  bc 
x  =  al  H 


,     ac    —  ca 

y  =«2  H 0  (121) 

p 

ab'  —  ba' 
z  =  a, 0 


44.  —  La  méthode  que  nous   avons    employée    nous    a 
donné  les  valeurs  des  inconnues  avec  certaines  difficultés. 
Voici  une  autre  méthode  qui  les  donne  immédiatement. 
Soit  le  système 

ax  +  by  -f-  cz  =  K  )  .  m 

a'x  +  by  +  c'a  =  K'  j 
pouvant  être  résolu.  Soit  x  =  xt,y  =  x„js  =  a3  une  première 
solution,  de  sorte  que  l'on  ait 

noj  -{-  b?.%  -f-  ca,  =  K  ) 
a'xx  -f-  6a2  -f  c'a3  =  K'  i 
La  soustraction  donne,  en  posant  x  —  at  =  X,  t/  —  x,  =  V. 
2  —  a.  =  Z  : 

./X  -f  6Y  -f-  cZ  =  o    j 
a'X  +  b'Y  +  c'Z  =  o    j 


(123) 


(124) 
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Résolvons  ce  système  à  la  manière  de  deux  équations  à 


cb'  —  bc' 


/ab'  —  ba'\ 

/ac  —  ca'\ 

ab'  —  ba' 


deux  inconnues,  X  et  Y 
X  = 

Y  = 


en  divisant  chaque  terme  des  deux  fractions  par  le  plus 
grand  commun  diviseur,  p,  des  trois  différences  ab'  —  6a', 
ac'  —  ca\  cb'  —  bc',  ce  qui  réduit  les  deux  fractions  à  leur 
plus  petit  dénominateur  commun. 

Toute  valeur  entière  de  Z,  qui  sera  divisible  par , 

P 
satisfera  aux  conditions  de  la    question,    puisque  X   et  Y 
seront  entiers. 
Posons  donc 

„  ab' —  ba' 

z  = e, 

p 

d'où  nous  tirons  les  valeurs 

cb'  —  bc 
\=      0, 

P 
ac'  —  ca' 
Y=      0, 

i  P 
ab'  —  ba' 
Z  = 0, 

0 


et  enfin 


,   cb'  —  bc 
X=  y.,  -\ 0, 


,    ac  —  ac 

-I 0, 


ab'  —  ba 


p 

formules  identiques  à  celles  trouvées  plus  haut. 
45.  —  Si  l'une  des  trois  différences  était  nulle,  cb'  —  bc\ 
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par  exemple,  l'un  des  coefficients  de  0  serait  nul,  et  l'une 
des  inconnues,  x,  aurait  une  valeur  déterminée.  Si,  cepen- 
dant, on  avait  ab'  —  ha'  =  o,  le  procédé  du  numéro  précé- 
dent devrait  être  modifié,  et  il  suffirait  de  remplacer  la 
lettre  Z,  dans  son  rôle,  par  l'une  des  deux  autres  inconnues, 
X  ou  Y,  et  l'on  verrait  que,  comme  l'indiquent  les  formules, 
Z  est  déterminé. 
Voici  un  exemple  de  ce  cas  particulier. 

Problème.  —  Une  société  de  bienfaisance  est  composée  de 
membres  français,  anglais  et  américains.  Deux  versements  ont 
été  opérés  par  les  membres  :  au  premier,  les  Français  ont  donné 
en  moyenne  5  francs  par  tête;  les  Anglais,  7  francs;  les  Amé- 
ricains, 8  francs;  ce  qui  a  produit  une  somme  de  4,000  francs. 
Au  second,  les  Français  ont  versé  en  moyenne  25  francs;  les 
Anglais,  21  francs,  et  les  Américains,  24  francs;  ce  qui  a  pro- 
duit 4,000  francs. 
On  demande  le  nombre  des  membres  de  chaque  nationalité. 
Les  équations  sont  : 

5x  -j-    yy  -\-    8s  —  iooo, 
25a:  -j-  2iy  4-  243  =  4000. 
Le  nombre  des  membres  français  est  déterminé  et  égal 
à  100. 

Quant  aux  autres  membres,  il  y  a  neuf  manières  de 
répondre  en  nombres  entiers  positifs,  savoir  : 

Anglais  4,   12,  20,  28,  36,  44,  52,  60,  68. 

Américains     59,  52,  45,  38,  3i,  24,  17,   10.     3. 

46.  —  Si,  dans  les  formules  (122),  deux  des  trois  diffé- 
rences étaient  nulles,  la  troisième  le  serait  également,  ce 
qui  semblerait  indiquer  que  cbaque  inconnue  a  une  valeur 
déterminée. 

Mais  il  faut  remarquer  que,  dans  ce  cas,  les  équations 
qui  composent  le  système  sont  une  conséquence  Tune  de 
l'autre,  ou  bien  elles  sont  contradictoires.  Dans  le  premier 
de  ces  deux  cas,  le  système  se  réduit  à  une  seule  équation; 
dans  le  second  cas,  il  n'existe  aucune  solution  entière,  ni 
même  fractionnaire,  et  la  première  solution  qu'on  a  supposé 
avoir  trouvée  oe  pont  exister. 
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Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'étonner  des  résultats  erronés  donnés 
par  les  formules  dans  deux  cas  qui  se  trouvent  en  opposi- 
tion avec  les  hypothèses  que  nous  avons  faites,  à  savoir, 
que  le  système  est  composé  de  deux  équations  distinctes, 
cl  qu'il  peut  être  résolu. 

Lorsque  ce  cas  se  présentera,  il  sera  facile,  en  remontant 
aux  équations  proposées,  d'en  reconnaître  la  cause  et 
d'opérer  selon  la  circonstance. 


QUESTION  114 

Solution,  par  M.  Albry.  du  Lycée  de  Douai. 


On  donne  un  triangle  ABC  et  le  cercle  circonscrit.  Un  point 
mobile  M  parcourt  ce  cercle.  Pour  chaque  position  du  point  mo- 
bile, on  construit  :  1°  la  droite  de  Simson  relative  au  point  À  et 

au  triangle  BGM;  2°  la  droite 
de  Simson  relative  au  point  B 
et  au  triangle  ACM.  Lieu  du 
point  I  d'intersection  de  ces 
deux  droites.  (X.  A.) 

Soient  D  et  F,  E  et  G  les 

{>ieds     des    perpendiculaires 

abaissées   des   points  A  sur 

BG  etBM,  B  sur  AG  et  AM. 

Nous  avons  visiblement 

GIF  -f-  BFI  =  -  —  (AGI 

+  BMG). 

En    remorquant    que    BFI 

+  BAT),  AGI  =  ABE,  BMG 

=  G    (à    cause    dos    quadri- 

latères    ioscriptiblea   BFAD, 

A' il  E,  AMBC),  la  relation  précédente  deviendra 

Cl  F  =  -_  (C-f-BAl)  -t-ÀBE)  =  rc—  2G. 
Le  lieu   du  point  I  est    donc  le  segment  de  cercle  décrit 
sur  DE  et  capable  de  L'angle  -  —  2G 
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Or  si  nous  menons  la  hauteur  CH,  nous  avons 
DHE  =  2DHG 
et,  puisque  le  quadrilatère  GDHA  est  inscriptible, 

DHE  =  2DAC  ==  il—  —  cW  -  —  2C. 


Donc  le  cercle  précédant  passe  par  le  point  H  et  le  lieu 
cherché  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ABC. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  F.  Taratte,   à  Évreui; 
Madiot,  à  Besançon. 


QUESTION   11C 

Solution  par  M.  Trapanzau,  élève  du  troisième  gymnase  d'Athènes. 


Si,  dans  un  triangle,  l'angle  A  est  double  de  l'angle  B,  on   a 
entre  les  côtés  la  relation 

a2  =  b(b  -f-  c). 
Cas  du  triangle  rectangle,  h.  et  B  étant  aigus.  Réciproque. 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 

En  effet,  en   menant   la  bis- 
sectrice de  l'angle  BAC  on  a 
c  b 

BD     "     CD    ' 
ce  qui  donne 

c  +  & 
BD  +  CD  BD  a  BD 

mais  puisque  les  triangles  ABC  et  ABD  sont  semblables,  on  a 

c  a 

BD    ""  T' 

...       c  a 

et  en  remplaçant  dans  (1)        :  -  par  -—  on  a 

c  -f-  b  a 

a~~  ~  T' 
ce  qui  donne 

a*  =  b{b  -f  c).  (2) 
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Remarque.    —  Si  le   triangle    est    rectangle   en    G,  nous 
aurons  c-  —  62  =  a2,  et  l'égalité  (2)  devient  alors 
c'-  —  62  =  6(6  +  c). 

d'où 

C  =  26. 

Réciproquement.  —  Si  nous  avons  a*  =  6(6  -f-  c)  l'angle 

BAC  =  2ABG. 

En  menant  la  bissectrice  AD  de  l'angle  BAC  on  a 

c  6 

BD     ~~    DC   ; 

d'où 

c  +  0  6 

a        ~    DC   ; 

mais  à  cause  de  la  relation  a2  =  6(6  -j-  c),  on  a 

a*  1.    1 

_=6+c, 

ce  qui  donne 

a  b 

T  ~~  "DC"' 
donc  les  triangles  DAC  et  BAC  sont  semblables  ;  d'où 
BAC  =  2  ABC 

SOLUTION     TR1GONOMÉIRIQUE 

Si  l'on  soustrait  les  relations  suivantes  : 

,i«  =  c2  -f-  6"  =  2c6  cos  A  et  62  =  a2  -j-  c2  —  2a6  cos  B, 

on  a 

a2  =  62  —  c6  cos  k  -\-  ac  cos  B 

6  sin  A 
et  en  remplaçant  a  par  — : — r— ,  valeur  trouvée  de  la  rela- 
1  sin  B 

tion  des  eûtes  aux  angles  opposés,  on  a 

.  sin  A  cos  B 

a2  =  62  —  c6  cos  A  +  c6   : — =r 

sin  B 

,  /  sin  A  cos  B  —  cos  A  sin  B  \ 

ou  aî  =  6î-f-c6    :— 5 ); 

\  sin  B  / 

d'où 

a1  —  6(6  +  c). 
Remarque.  —  Dans  le  cas  où  l'angle  c  =  900,  nous  aurons 
a  =  c  cos  B  ;  (2) 
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mais  nous  avons 

sin  A 

sin  B 

a           2  sin  B  cos  B 

-  ~r  ou ^~5 

b                   sm  B 

a 

=  T: 

d'où 

cos  B  =  — r  ; 

2b  ' 

remplaçant  dans  l'égalité  (2)  cos  B  par  - —  on  a 

2  b 

c  =  2b. 

Réciproquement.  —  Si  nous  avons  a1  =  6(6  -f-  c)  l'angle 

A  =  2B.  En  effet,  les  formules 

«-  -*  .  .    b"  +  C  -  o'    ^  _    _         a'  +  c2  -  6' 


26c 

Cl    tUb     D 

2ac 

à  cause  de  la  relation  (1)  donnent 

cos  A  = 

c2  —  bc 
2bc 

c  —  b 

26    ' 

et 

cos  B  = 

bc  4-  c* 

2ÛC 

6  -f-  c            a 
2a              26 

donc 

A 

cos2 = 

0 

1  -j-  cos  A 

c  -f-  6         o' 

46             46* 

et 

a* 

coss  B  =   — — : 
46*  ' 

d'où  l'on  tire 

b  =  A. 

2 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  'par  MM.  Mozet,  à  Valence; 
Lamaire,  au  lycée  Charlemagne  à  Paris;  Vigarié,  à  Toulouse  ;  Bernheim,  a 
Besançon;  Diflimbach,  à  Condé  (Nord);  Bordage.à  Nantua;  Taratte,  àÉvreœc; 
Bouveret,  à  Pontarlier  ;  Lomont.  Schnarf,  institution  Sainte-Marie  à  Besançon  ; 
Lecouillard,  à  Bayeux  ;  Millot,  à  Chaumont  ;  Bcaurepaire,  école  Massillon 
à  Paris;  Richard,  à  Agen  ;  Aubry,  à  Douai;  Bourgarel.à  Antibes. 
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QUESTION  117 

Solution  par  M.  Schnark,  élève  de  l'Institution  Sainte-Marie,  à  Besançon. 


On  donne  un  quadrilatère  ABCD  ;  soient  A'  le  centre  de  gra- 
vité du  triangle  BCD,  B'  celui  du  triangle  CAD,  etc.  Prouver 
que  les  deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D'  sont  homothétiques. 


Le  centre  de  gravité  d'un  triangle  est  au  point  de  ren- 
contre des  médianes,  lequel  est  situé  aux  deux  tiers  de  leur 
longueur  à  partir  du  sommet. 

Par  conséquent,  dans  le  triangle  DCE  on  a 

CD 
CD'  parallèle  à  CD  et  égale  à 


De  même  A'D'         — 


A'B' 


B'C 


AD       - 


AB        — 


BC        — 


3 
AD 

3 
AB 

3 
BC 


Les  deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D'  ont  donc  leurs  côtés 
homologues  proportionnels;  de  plus,  ils  ont  les  angles  égaux 
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chacun  à  chacun  comme  formés  par  des  parallèles  dirigées 
en  sens  contraire;  ils  sont  donc  semblables. 

Les  côtés  homologues  de  ces  quadrilatères  étant  parallèles, 
ils  sont  homothétiques. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Aubry,  à  Douai;  Bour- 
garel,  à  Antibes;  Millot,  à  Chaumont;  Lamaire,  lycée  Charlemagne  à  Paris; 
Vigarié,  à  Toulouse. 


QUESTION  Ils 

Solution,  pur  M.  Mazet,  élève  au  Collège  de  Valence. 


On  donne  le  triangle  ABC  et  le  rayon  r  du  cercle.  Soit  A',  B ,  C 
les  points  de  contact  du  cercle 
inscrit  avec  les  côtés  du  triangle 
A'  sur  BG,  etc.  On  pose 
KG  =  -j.  ; 
BH'  =  p  ; 
CB'  =  v. 
S  désignant  la  surface,  prou- 
ver que  l'on  a 

r 

Nous  savons  que  la  surface 
d'un  triangle  en  fonction  des 
côtés  est 


,1, 
(2) 


S=  V>P  —  aitp—  6)(p  —  c), 
en  fonction  du  rayon 

S  =  pr. 
p  étant  le  demi-périmètre. 

Les  tangentes  issues  d'un  môme  point  à  une  même  circon- 
férence étant  égales,  dans  ce  cas  l'on  a 

P  =  *  +  P  +  y. 
Car 

a  =  Y  +  Pi  &  =  *  +  Y5  C  3=  at  -f  p. 


2o4 
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La  formule  (1)  devient 


d'oii 


S  =  \/p(y.^()  ; 
p(a(3y)  =  p2r* 


■j.?-: 


=  pr  =  S. 


C.  Q.  F.  D. 


Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Bernheim,  à  Besançon; 
Vigarié,  à  Toulouse;  Blessel,  à  Paris;  Schnarf,  institution  Sainte-Marie  à 
Besançon;  Beaurepaire,  école  Massillon  à  Paris  ;  Lamaire,  lycée  Charlemagne 
à  Paris;  Bourgarel,  à  Antibes  ;  Bordage.  à  Nantua. 


QUESTION  122 

Solution  par  M.  Aubry,  élève  au  Lycée  de  Douai. 


On  donne  un  angle  droit  yOx  et  un  point  fixe  M  ;  autour  du 
point  M  on  fait  tourner  un  angle  droit  dont  les  côtés  rencontrent 
Ox  en  k,  Oy  en  B.  Par  les  points  A  et  B  on  mène  des  paral- 
lèles à  Ox  et  Oy  ;  ces  parallèles  se  coupent  en  un  point  I.  Démon- 
trer que  le  lieu  du  point  I  est  une  droite. 

2°  La  parallèle  à  Ox  menée  par  B  rencontre  MA  en  un  point 
Y .  Démontrer  que  le  lieu  décrit  par  V  est  une  parabole  ayant 
pour  sommet  le  point  M  et  pour  axe  une  parallèle  à  Ox. 

(G.  L) 

1°  Les  points  0,A,T,M.B  sont  sur  une  circonférence  dont  01 

est  un  diamètre.  Donc  l'angle 
OMI  est  droit  et  le  lieu  du  point 
I  est  la  perpendiculaire  MI  à 
OM  menée  par  le  point  M. 

2°  Si  K  désigne  le  point  de 
rencontre  de  BI'  avec  la  paral- 
lèle MK  à  Oy  menée  par  le 
point  M,  le  triangle  rectangle 
BML'  donnera  la  relation 
MK2  =  BK.K1': 
BK  étant  constant,  ceci  fait  voir  que  le  point  I'  décrit  une 
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parabole  ayant  le  point  M  pour  sommet  et  pour  axe  la  pa- 
rallèle à  Ox  menée  par  le  point  M. 

Nota.  —La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  J.-I5.  Perrin,  à  Cler- 
mont-Ferrand  ;  Blessel,  à  Paris;  Raveau,  élève  au  lycée  Charlemagne  à  Pa- 
ris; Bourgarel,  à  Antibes;  Taratte,  à  Evreux;  Savonnet,  à  Salins. 


QUESTION    127 

Solution  par  J.-B.  Perrin,  maître  répétiteur  au   Petit  Lycée  de  Clermont- 

Ferrand. 


On  considère  un  trapèze  ABCD,  dans  lequel  les  diagonales 
AC,  BD  se  coupent  orthogonalement  au  point  P.  Soit  pris  le 
point  P',  symétrique  de  P  par  rapport  à  la  parallèle  équidis- 
tante  des  bases.  Démontrer  que  les  cercles  P'AB,  P'GD  sont 
tangents. 

Joignons  le  point  P'  aux  quatre  sommets  du  trapèze.  Les 
triangles  P'AD,  P'CB  sont  rectangles  en  P'.  En  effet,  si  M 
et  N  sont  les  milieux  des  côtés  non  parallèles,  on  voit  que 
MP  =  MP';  le  triangle  DPA  étant  rectangle  en  A,  la 
médiane  PM  est  la  moitié  de  DA;  donc,  P'M  étant  la  moitié 
de  DA,  le  triangle  DP'A  est  rectangle  en  P'. 

On  voit  de  même  que  P'N  étant  la  moitié  de  GB,  le 
triangle  CP'B  est  rectangle  en  P'. 

Soit  Q  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  DGP'; 
le  point  Q  est  l'intersection  des  perpendiculaires  menées 
de  M  et  de  N  aux  côtés  DP'  et  GP'  ;  il  en  résulte  que  les 
triangles  MQN  et  AP'B  sont  homothétiques,  le  centre  d'ho- 
mothétie  étant  le  point  0.  On  verra  de  même  que  le  point  S 
étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  AP'B,  les 
deux  triangles  DGP',  MNS  sont  homothétiques,  le  centre 
d'homothétie  étant  encore  le  point  0;  donc  les  points  Q,  P',  S 
sont  en  ligne  droite;  les  deux  cercles  ayant  respectivement 
Q  et  S  pour  centres,  et  passant  en  P'  sont   alors  tangents. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Trapanzali,  à  Athènes; 
Lespès,  à  Toulouse;  Chapron,  à  Versailles;  Houtebeyrie.  à  Villeneuve-de- 
Marsan. 
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VARIÉTÉS 


DEFINITION  DES  GRANDEURS  ET  DES  NOMBRES 

Par  M.  A.  Calinon,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
(Suite,  voir  p.  229.) 


§  8.  —  Grandeurs  algébriques. 

Revenons   aux  figures    dont    nous  avons  parlé  :   soit  un 

segment  de  droite  AB;  on  distingue  dans  ce  segment  deux 

sens,  suivant  qu'on  le  considère  comme  décrit  par  un  point 

allant  de  A  vers  B  ou  de  B  vers  A  : 

Ai *' "— >        ^ .b     dans  le  premier  cas  le  point  A  est  le 

point  initial  et  le  point  B  le  point 
terminal  :  le  sens  de  A  à  B  est  indiqué  par  la  flèche  f;  on 
convient  souvent  de  représenter  le  sens  du  segment  AB  en 
mettant  à  la  première  place  dans  l'expression  AB  la  lettre 
du  point  initial. 

De  même,  l'angle  AOB  peut  être  engendré  par  une  droite 
mobile  passant  par  le  sommet,  coïncidant  d'abord  avec  le 
côté  OA  et  venant  ensuite  coïncider  avec  le  côté  OB  ;  si  au 
contraire  la  droite  mobile  allait  de  la  position 
OB  à  la  position  OA,  on  aurait  l'angle  décrit  en 
sens  inverse  :  ces  deux  sens  sont  représentés 
par  les  expressions  AOB  et  BOA  qui  s'ex- 
pliquent d'elles-mêmes. 

On  verrait  que  toutes  les  autres  figures 
grandeurs,  arcs  de  cercle,  angles  dièdres,  etc. 
sont  ainsi  susceplibles  de  deux  sens  :  nous  appellerons 
grandeurs  algébriques  les  grandeurs  pour  lesquelles  un 
sens  sera  aiusi  spécifié  :  en  d'autres  termes,  ces  grandeurs 
ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  l'adjonction  de  l'idée 
de  sens. 
Nous  allons  voir  maintenant  l'utilité  de  cette  idée  nouvelle. 
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Sur  une  droite  indéfinie  XY  prenons  un  point  0  fixe  : 
soit  un  point  quelconque  M  de  cette  droite;  il  est  évident, 
que  si  l'on  se  donne  la  longueur  OM,  la  position  du  point 
M  sur  XY  n'est  pas  unique; 

car  cette  longueur  peut  être     x o *i y 

porlée  d'un    côté    comme  de 

l'autre  du  poiut  O.  Mais  l'ambiguïté  disparaît  si  on  se  donne 
en  même  temps  le  sens  de  OM;  ainsi  la  position  de  M  est 
bien  déterminée  quand  on  se  donne  la  grandeur  OM  av.c 
son  sens,  c'est-à-dire  la  grandeur  algébrique  de  OM. 

De  même  des  autres  grandeurs;  soit  par  exemple  une 
droite  fixe  OA  dans  un  plan,  la  position 
OM  d'une  autre  droite  de  ce  plan  passant 
par  O  sera  bien  déterminée  si  l'on  se  donne 
l'angle  AOM  avec  son  sens,  c'est-à-dire  sa 
grandeur  algébrique  :  autrement  il  y  aurait 
pour  OM  deux  positions  possibles. 

Supposons  que,  pour  une  grandeur  d'es- 
pèce quelconque,  on  se  donne  la  figure 
unité  avec  son  sens,  on  obtiendra,  comme 
pour  les  grandeurs  géométriques,  une  série 
indéfinie  de  groupements  composés  avec 
cette  unité  et  ayant  le  sens  de  cette  unité;  ces  groupements 
sont  cits  positifs;  on  a  aussi  la  même  série  de  groupe- 
ments pris  avec  le  sens  contraire  ou,  si  L'on  veut,  composés 
d'unités  changées  de  sens;  ce  sont  les  groupements  néga- 
tifs :  il  n'y  a  pas  d'autres  groupements  possibles,  puisque 
les  figures  considérées  ne  sont  susceptibles  que  de  deux  sens. 

§  9.  —  Définition  des  nombres  algébriques. 

Pour  passer  de  là  à  la  définition  des  nombres  algébriques 
nous  suivrons  exactement  la  même  marche  qu'en  arithmé- 
tique. Afin  de  donner  plus  de  clarté  à  celte  exposition 
prenons,  par  exemple,  des  segments  de  droite;  soit  ab  le 
segment  unité,  a  étant  le  point  initial;  classons  les  divers 
groupements  dont  nous  venons  de  parier  ainsi  que  l'indique 
la  figure  ci-contre,  tous  les  segments  étant  perpendiculaires 
à  une  ligne  droite  XY  sur  laquelle    nous  plaçons  le  point 
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initial  de  chacun  de  ces  segments,  les  segments  positifs 
étant  portés  à  droite  de  XY  comme  l'unité  ab  et  les  segments 
négatifs  à  gauche  :  nous  avons  ainsi  la  série,  indéfinie  de 

part  et  d'autre,  de  tous  les 
groupements     algébriques; 
les     nombres     algébriques 
seront,    par  définition,   les 
noms  de  tous  ces  groupe- 
ments, abstraction  faite  de 
l'espèce     de    la    grandeur. 
Mais    la    série    totale    des 
groupements   peut    se    dé- 
composer   en   deux  séries, 
une   série  de   groupements 
positifs  et  une  série  de  grou- 
pements   négatifs,  et   dans 
ces  deux  séries  les  groupe- 
ments   sont    deux    à    deux 
égaux  et  de  sens  contraire; 
dès  lois  il  semble  tout  in- 
diqué   d'adopter    pour    les 
deux  séries  la    même  série 
de  noms  qu'en  arithmétique   en    adjoignant  aux  noms   des 
groupements   positifs   l'épithète   positif  et   aux    noms    des 
groupements  négatifs  l'épithète  négatif]  ainsi,  ces  noms  ou 
nombres    algébriques    ne    seront   pas    autre   chose   que   ks 
nombres  arithmétiques  pris  positivement  ou  négativement. 
Il  suit  de  là  que  le  nombie  algébrique  détermine  ou  mesure 
-  randeur  en   fonction    de  l'unité,  mais   il   la   détermine 
avec  son  sens;  ainsi,  le  nombre  négatif  3  exprime  un  groupe 
ment  de  3  figures  égales  à  La  figure  unité  et  de  sens  contraire. 
Nous  n'avons  parlé  jusqu'ici  que  des  nombres  algébriques 
entiers  ;  on  passe  de  là  aux  nombres  fractionnaires,  connue 
en  arithmétique  ;  il  n'y  a  sur  ce  point  aucune  difficulté. 

Dans    le    la  rrit,    c'est-à-dire   dans    le   calcul,   les 

nombres  se  figurent, comme  on  sait,  par  des  chiffres,  et  les 
qualificatifs,  positif  e\  négatif,  par  les  deux  signes  -f-  et — . 
Il  ne    faut,  bien  entendu,    pas    voir  dans    ces  deux  signes 
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autre  chose  que  des  synonymes  aux  mots  positif  et  négatif; 
nous  prenons  ainsi  ces  deux  signes  dans  une  acception  dif- 
férente de  celle  où  nous  les  avons  pris  tout  d'abord;  dans 
les  nombres  arithmétiques  -f-  et  —  représentent  des  opéra- 
tions entre  plusieurs  nombres;  en  algèbre,  ces  signes,  placés 
devant  des  nombres  isolés,  représentent  le  sens  des  grandeurs 
que  mesurent  ces  nombres.  Nous  verrons  plus  loin  ce  qui 
justifie  l'adoption  des  mêmes  symboles  dans  ces  deux  cas  en 
apparence  si  différents. 

D'après  ces  définitions  la  série,  illimitée  dans  les  deux 
sens,  des  nombres  algébriques  est 
...  —  5,  — 4,—  3,  —  2,—  i,o,  -f  i,4-2,-f-3,  +4»+  5  ... 

Il  faut  de  plus  intercaler,  entre  deux  termes  consécutifs 
quelconques  de  cette  série,  tous  les  nombres  fractionnaires 
intermédiaires. 

§  10.  —  Addition  et  soustraction  algébriques. 

Additionner  des  grandeurs  algébriques,  c'est  les  grouper 
conformément  au  mode  de  groupement  spécial  à  ces  gran- 
deurs, mais  en  tenant  compte  de  leur  sens  ;  telle  est  la  défi- 
nition de  l'addition  algébrique  tout  à  fait  analogue  ù  la 
définition  de  l'addition  arithmétique  :  expliquons  cela  par 
un  exemple;  soient  les  deux  segments  de  droite  a  et  b  dont 
le  sens  est  indiqué  par 
les     flèches;     sur    une  ^  '  ^'"      >  H 

droite  indéfinie  portons  b  i < — *-*± . 

à  partir  d'un  point  ini- 
tial  0  le  segment   OA  _  <      <«c«      , 


égal  à  a   et    de    même 

sens,  puis  à  partir  du  point  A  le  segment  AB  égal  ù  b  et 
de  même  sens  :  le  segment  OB  ayant  le  point  0  pour  poiut 
initial  est,  par  définition,  la  somme  algébrique  des  seg- 
ments a  et  b:  la  même  définition  s'applique  au  cas  de  plus 
de  deux  segments.  Enfin  toutes  les  autres  grandeurs  algé- 
briques peuvent  s'ajouter  d'une  façon  analogue,  chacune 
suivant  son  mode  de  groupement. 

Si   une  grandeur  est  la  somme  algébrique    de    plusieurs 
autres  grandeurs  partielles,  le  nombre  algébrique  qui  mesure 
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la  grandeur  totale  est,  par  définition,  la  somme  algébrique 
des  nombres  qui  mesurent  les  grandeurs  partielles. 

Ces  définitions  nous  amènent  très  simplement,  et  tou- 
jours par  des  considérations  géométriques,  aux  deux  consé- 
quences suivantes  que  nous  nous  bornons  à  énoncer. 

1°  La  somme  algébrique  de  plusieurs  grandeurs  ou 
de  plusieurs  nombres  est  indépendante  de  l'ordre  des 
termes; 

2°  Pour  ajouter  algébriquement  deux  grandeurs  ou  deux 
nombres,  on  les  ajoute  aritbmétiquement  s'ils  sont  de  même 
sens  et  on  donne  à  cette  somme  arithmétique  le  sens  com- 
mun des  parties  ;  quand  ils  sont  de  sens  contraires,  on 
retranche  aritbmétiquement  le  plus  grand  du  plus  petit 
et  on  donne  au  résultat  le  sens  du  plus  grand. 

C'est,  nous  le  répétons,  sur  des  figures  géométriques  que 
ces  théorèmes  doivent  se  démontrer;  on  passe  des  figures 
aux  nombres  en  constatant  que  ces  théorèmes  sont  vrais 
pour  toutes  les  figures  grandeurs. 

Soient  à  ajouter  les  nombres  —  5  et  -f-  2,  nous  aurons 
d'après  la  règle  précédente  une  somme  égale  à  — ■  3,  ce 
qu'on  exprime  ainsi —  5  -f-  2  = —  3;  dès  lors  on  voit 
qu'il  est  inutile  d'introduire  en  algèbre  un  nouveau  signe 
pour  figurer  l'addition,  puisque  la  règle  en  question  indique 
pour  l'addition  algébrique  de  —  5  et  de  +  2  :  1°  l'opération 
aritbmétique  à  faire,  2°  le  signe  des  résultats:  ainsi  les 
signes  ~f-  1 1  —  qui  en  algèbre  font  en  quelque  sorte  partie 
des  nombres  indiquent  aussi,  dans  le  cas  de  l'addition, 
l'opération  à  faire  entre  ces  nombres. 

Comparons  maintenant  l'expression  arithmétique 
7  -  2  +  3  =  8 
et  l'expression  algébrique 

+  7-2+  3  =  +  8. 

Il  résulte  de  la  définition  de  ces  expressions  que,  dans  les 
deux  cas,  les  opérations  arithmétiques  à  faire  sont  les  mêmes; 
ement,  dans  la  seconde  expression,  l'opération  terminée 
lonne  un  signe  poui   le  résultat. 

Cette  comparaison  justifie  la  définition  et  l'emploi  dis 
signes  +  et  —  au  point  de  vue  algébrique. 
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En  résumé  nous  avons,  en  algèbre,  pris  les  signes  -f-  e* 

—  dans  une  acception  nouvelle;  nous  avons  montré  ensuite 
que  ces  signes  convenaient  pour  représenter  l'addition  algé- 
brique; enfin  nous  venons  de  voir  que  dans  un  polynôme 
arithmétique  et  dans  le  même  polynôme  algébrique  ces 
signes  indiquent  les  mêmes  opérations;  il  résulte  évidem- 
ment de  là  qu'en  algèbre  les  signes  — j—  et  —  ont  unique- 
ment uu  sens  plus  général  qu'en  arithmétique  :  en  arithmé- 
tique ils  expriment  des  opérations;  en  algèbre  ils  expriment 
d'abord  les  mêmes  opérations,  puis  ils  en  expriment  d'autres 
qui  arithmétiquement    ne   veulent  rien    dire  (par   exemple 

—  5  — f—  3  =  —  2),  et  enfin  ils  expriment  le  sens  des  gran- 
deurs ou  des  nombres. 

Quant  à  la  soustraction,  elle  est  l'opération  inverse  de 
l'addition  et  elle  se  définit  de  la  même  façon  qu'en  arith- 
métique; nous  n'insistons  pas  sur  ce  point  qui  ne  présente 
aucune  difficulté. 

§  11.  —  Multiplication  et  division  algébriques. 

Multiplier  une  grandeur  appelée  multiplicande  par  un 
nombre  algébrique  appelé  multiplicateur,  c'est  former  avec 
la  grandeur  multiplicande  une  nouvelle  grandeur  comme  le 
multiplicateur  est  formé  avec  l'unité. 

C'est,  comme  on  le  voit,  la  même  définition  qu'en  arithmé- 
tique :  ainsi  soit  à  multiplier  une  grandeur  algébrique  par 

3  3, 

—  - — : —  est  formé  avec  l'unité  en  groupant  3  fois  le 

cinquième  de  l'unité  changée  de  signe;  on  obtiendra  donc  la 
grandeur  produit  en  groupant  3  fois  le  cinquième  du  multi- 
plicande changé  de  signe. 

Si  au  contraire  le  multiplicateur  était  positif,  le  produit 
aurait  le  signe  du  multiplicande  :  ces  deux  cas  nous  donnent 
la  règle  connue  des  signes. 

En  remplaçant  la  grandeur  multiplicande  par  le  nombre 
algébrique  qui  la  mesure,  on  a,  comme  en  arithmétique,  la 
définition  de  la  multiplication  d'un  nombre  par  un  nombre. 

La  division  se  définit  comme  opération  inverse  de  la  mul- 
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tiplication  :  elle  consiste,  étant  donnés  le  produit  de  deux 
nombres  algébriques  et  l'un  de  ces  nombres,  à  trouver  l'autre. 

En  résumé,  les  quatre  opérations  algébriques  se  définissent 
comme  les  quatre  opérations  arithmétiques  dont  elles  ne  sont 
que  des  généralisations. 

De  plus,  la  théorie  que  nous  venons  d'exposer  rattache  bien 
à  la  notion  expérimentale  de  la  forme  les  diverses  définitions 
des  grandeurs  et  des  nombres  arithmétiques  et  algébriques; 
c'est  précisément  ce  que  nous  voulions  montrer. 

§  12.  —  Définition  des  inégalités. 

Nous  avons  déjà  employé  l'expression  plus  grand;  pour  ne 
laisser  subsister  aucun  doute  sur  le  sens  des  mots  nous  allons 
définir  cette  expression. 

Arithmétiquement,  un  nombre  est  plus  grand  qu'un  autre 
lorsqu'il  est  égal  à  cet  autre  ajouté  à  un  nombre  quel- 
conque; si  l'on  a  3  -f-  5  égale  8,  8  est  plus  grand  que  3,  ce 
qu'on  exprime  ainsi  8  ^>  3. 

Algébriquement,  un  nombre  est  plus  grand  qu'un  autre 
lorsqu'il  est  égal  à  cet  autre  auquel  on  a  ajouté  un  nombre 
positif  quelconque;  si  l'on  a  —  y  -\-  2  —  —  5,  —  5  est  plus 
grand  que  —  7,  puisque  —  5  est  la  somme  de  —  7  et  d'un 
nombre  positif. 

Il  ne  faut  donc  jamais  perdre  de  vue  les  deux  sens  de  l'ex- 
pression plus  grand  en  arithmétique  et  en  algèbre. 

La  définition  de  l'expression  plus  petit  se  déduit  de  ce  qui 
précède. 

Celte  distinction  entre  les  deux  acceptions  du  mot  plus 
grand  est  fondamentale,  et  c'est  pour  l'avoir  perdue  de  vue 
que  dAlembeit  a  formulé  l'étrange  paradoxe  que  nous  allons 
rappeler.  Cet  auteur  pose  la  proportion  suivante  qui  est  exacte 

+  1  ~  1 

+  1 
et  dit:  Comment  ces  deux  fractions  peuvent-elles  être  égales 
quand,  dans  la  première,  le  numérateur  esl  plus  grand  que 
le  dénominateur,  tandis  que  l'inverse  a  lieu  dans  la  second»' .' 
D'Alemberl  ne  s'aperçoit  pas  qu'il  prend  dans  cotte  phrase 
le  mot  plus  grand  dons  le  sens  arithmétique  et,  en  effet, 
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2 

en  arithmétique,  il  est  impossible  qu'une  fraction  comme  —  , 

dont  le   numérateur  est    plus   petit  que  le  dénominateur, 

'  7 

soit  égale  à  une  fraction  comme  ~-,  ou  le  numérateur  est 

plus  grand  que  le  dénominateur.  Mais  dans  cette  proportion 

4-i        —  i 

= les  nombres  sont  algébriques  :  il  ne  peut  donc 

—  i  -j-  i  ci  i 

être  question  de  l'expression  plus  grand  dans  le  sens  arithmé- 
tique; dès  lors  si,  dans  la  phrase  de  d'Alembert,  on  rend 
à  l'expression  plus  grand  son  sens  algébrique  la  phrase 
perd  toute  son  étrangeté  apparente;  on  s'en  rend  très  bien 
compte  en  remplaçant  les  mots  plus  grand  par  la  définition 
algébrique  donnée  plus  haut. 

f.l  suivre.) 
-* 

ECULE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE 

CONCOURS  DE  1884.  —  EXAMENS  ÉCRITS 


Mathématiques.  (4  heures.) 

Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  de  grandeur  inva- 
riable qui  touchent  une  droite  donnée  en  un  point  donné. 

Dictée. 

Tempête  à  l'île  Bourbon,  de  Bernardin  de  Saint-Pierre. 

Trigonométrie.    /  heure.) 
Deux  côtés  et  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux. 

Composition  française.    3  heures.) 

Expliquez,  appréciez  et  confirmez  par  quelques  exemples 
cette  pensée  de  Bacon  :  a  L'homme,  créé  roi  de  la  nature, 
exerce  sur  cette  même  nature  un  empire  proportionné  à  la 
science  qu'il  en  a  acquise.  » 

Dessin.   (4  heures.) 
Machine  à  agglomérer,  double.  (Système  Cuufîinhal.) 
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Physique  et  Chimie.  (3  heures.) 

1°  —  Trois  pendules  sont  abandonnés  ensemble,  en  par- 
tant du  point  P.  Le  premier,  long  de  4m,48,  décrit  l'are  PA; 
le  deuxième,  long  de  5™, 67,  décrit  l'arc  PB  situé  dans  le 
même  plan;  le  troisième  se  meut  dans  un  plan  perpendicu- 
laire suivant  PC.  On  demande  quelle  doit  être  sa  longueur 
pour  que  les  trois  mobiles  se  retrouvent  ensemble  au  point 
P;  après  combien  d'oscillations  et  après  quel  intervalle  de 
temps  cette  renconlre  aura  lieu. 

2°  —  Un  oxyde  de  manganèse  perd  3,3g  0/0  de  son  poids 
par  la  calcination  à  l'air  au  rouge  vif.  On  demande: 

1°  La  teneur  en  manganèse; 

2°  La  quantité  de  Cl  qu'un  kilogramme  dégagera  par  son 
action  sur  HC1; 

3°  La  pression  qui  sera  développée  si  l'on  ebauffe  à  14000 
un  kilogramme  de  cet  oxyde  enfermé  dans  une  sphère  d'acier 
de  om,40  de  diamètre. 

3°  —  4  gr.  93  d'une  poudre  blanche  soumise  à  la  calci- 
nation au  rouge  blanc  donnent  un  résidu  pesant  1  gr.  87. 
Un  autre  échantillon  de  même  poids  est  dissous  dans  HCl 
avec  effervescence.  Le  AzH3  y  donne  un  précipité  qui  filtié, 
lavé  et  calc'fné  pèse  1  gr.  o3.  Dans  la  liqueur  de  lavage  le 
AzH40,C02  donne  un  précipité  qui  calciné  au  rouge  vif  pèse 
o  gr.  84.  La  liqueur  ne  contient  plus  aucun  élément  fixe. 
Un  troisième  échantillon  du  même  poids  traité  par  HC1  étendu 
de  beaucoup  d'eau  et  additionné  de  BaCl  donne  un  précipité 
qui,  lavé  et  calciné,  pèse  6  gr.  996.  On  a  constaté  du  reste  que 
la  liqueur  acide  obtenue  par  la  dissolution  de  cette  poudre 
ne  précipite  pas  par  HS  et  donne  un  précipité  blanc  par  le 
AzH  S. 

On  demande  la  composition  probable  de  celte  poudre. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 


lMIMUMtllli;  CENTRAL*   DKS  CHEMINS   DU  PER.  —  IMPRIMERIE  CHAIX. 
KiK  BBRQÈRB,   80,   PARIS.  —   14074-4. 
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AGREGATION  DE  MATHEMATIQUES  DE  1883 

Solution  de  la  question  de  Mathématiques  Élémentaires,  par  M.  L.  Mabchis, 
élève  au  Lycée  de  Rouen. 


Trouver   la  hauteur  AB  et  les  bases  AD.  BC  d'un  trapèze 
rectangle  ABGD,  connaissant  la  longueur  1  du  côté  oblique  CD. 

3 
l'aire  a2  du  trapèze,  et  le  volume  —  -b3  engendré  par  la  révo- 

4 
lution  de  la  figure  autour  de  CD. 

Discuter  les  formules  trouvées,  et  déterminer  le  minimum  de 
b3.  On  examinera  les  cas  particuliers  suivants: 
l  =  a,    l  =  3a. 
On  a  : 
vol  ABCD  =  vol  ADC 

+  vol  ABC 
Or: 

BC 
3 
AB 
3 
Si  ab  est   la  projection 
de  AB   sur  CD,  et   PO  la 
droite  menée  parle  milieu 
de  AB  parallèlement  aux 
bases  du  trapèze,  on  a 
surf  AB  =  277  .  PO  .  ab 
surf  AD  =    77  .  Aa  .  AD 


vol  ABC  =  surf  AB 
vol  ADC  =  surf  AD 


vol  ABCD  =277.  PO.  ab 


BC  AB 

—  +«.Aa.AS>.— 


Ceci  posé,  si  x,  y,  z  sont  les  trois  longueurs  demandées, 
les  équations  du  problème  seront  : 


x  =  IV 

2 

Le  triangle  rectangle  DEC  donne  : 
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l*  =  x*  -f  EC2  =  x*  -f  (z  —  y)2 

x*  +  (z  —  yY  =  l*  (2) 

4  2  3    '  3 

Or  les  deux  triangles  DEC,  AaD  sont  semblables,  car  ils 
sont  rectangles,  et  les  angles  DCE,  aDA  sont  égaux  comme 
correspondants.  On  a  donc  : 

Afl  __  y 
x  l 

D'autre  part, 

ab  =  AD  —  6D  =  aD  —  &C  -f  / 

Or  les  triangles  semblables  DEC,  AaD  donnent  : 

aD         y  AD 

"ËG*-  T~~~  s  —  y 

aD         %  —  y 

Les  triangles  rectangles  6BG,  DEC  sont  semblables,  comme 
ayant  l'angle  en  G  commun. 

feG  %  6C 


se 

/ 

^ 

—  y 

5>G 

aD 

^ 

—  y 

bQ 

aD 

3 

2/ 

i 

z 

y 

6G 



aD 

— 

(= 

-yY 

rt=-  <8 -»■+; 


donc 


7*-«<»+*)7j'—i-TI!1+—?-r 

La  3e  équation  du  problème  est  doue  : 

^  =  0,-M)4-<^j-f^f      (3) 
Do  l'équation  (2)  on  tire  : 

{Z-y)*  =  l*-.,- 
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et  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (3). 


*-b>  =  (y  +  z)z  .4-  +- 


'>2ii* 


4  II 

Mais  l'équation  (1)  donne  y  +  z  =  — — ;  et  en  remplaçant 

y  -{-  z  par  celte  valeur   dans  l'équation  (3),  nous  pouvons 
remplacer  cette  équation  par  la  suivante  : 

x*y*  +  za2zx 2.  j&a  —.  0  (3') 

4 
De  l'équation  (1)  tirons  : 

xy  =  2a2  —  xz 
x*y2  =  4a1  —  ^a2xz  -f  a;^2 
l'équation  (3')  devient  : 

4a4  —  ^aïxz  +  xlz*  4~  -«2^?-  sa  —  là* 

a4  —  2a2a:s  +  asV  =  —  i&«  —  3a* 

(a2  —  ce;;)2  =  2-  lb3  —  3a1 
4 


a2  —  a:*  =  V  ^-lb3  —  3a4 
f    4 
en  prenant  le  radical  dans  toute  sa  généralité. 
L'équation  (1)  donne 

xy  —  a2  —  xz  +  a2  =  j/  9.  /6,  _  3a.  _|_a, 

, , 4 

xz=  a2—  y_2.  /63_3a* 

J/  2_  j&8  _  3a«  4.  a. 


y  = 


=  —±— (4) 

(o) 


V±  lb3-  3a< 
a«  —  r    4 


Portons  ces  valeurs  dans  l'équation 

oJ63  —  12a* 
x*  +  - 


./. 


jc*  _  /*x2  4-  9^3  -    :  ^l  =  O  (ti) 
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Les  inconnues  du  problème  sont  donc  données  par  les 
équations  (4),  (o),  (6). 

Discussion.  —  Pour  que  les  valeurs  trouvées  pour  x, 
y,  z  soient  une  solution  du  problème,  il  faut  que  ces  valeurs 
soient  réelles. 

1°  Condition  de  réalité  de  y  et  de  z.  —  Il  faut  :  1°  que  x 
soit  réel.  Nous  examinerons  plus  bas  les  conditions  qui  en 

résultent. 

2°  glb3  —  12a1  >  o 

ou 

12a4 

61  >  — 

0  Discussion  de  l'équation  (6).  —  Pour  que  x  soit  réel,  il 
faut:  1°  que  la  quantité  soumise  au  radical  dans  la  valeur 
de  x%  (l'équation  étant  résolue  comme  équation  du  deuxième 
degré  en  x2)  soit  positive,  c'est-à-dire  que, 
l*  —  36/&3  -}-  48a*  >  o 

Z4  +  48a4  >  361b3 

^         36/ 
Voyons  si  cette  condition  est  compatible  avec  la  condi- 
tion trouvée  précédemment,  c'est-à-dire  si  : 
Z4  -{-48a4  12a4 


61  9/ 

Z4  +  48a4  ^ 

- ]>  12a4 

4 

Z4  >  o 

Si  nous  considérons  l'équation  (G)  comme  du  second  degré 

eu  x2,  si 

12a4 
b>>— — 
—      9' 
le  produit  des  racines  de  cette  équation  est  positif;  donc  les 
deux  racines  sont  de  même  signe.  La  somme  Z*  des  racines 
est  positive,  donc  les  deux  racines  de  l'équation  en  x2  sont 
positives.  Si  en  môme  lemps 

—         361 
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ces  deux  racines  sont  réelles  ;  donc   les   quatre  racines  de 
l'équation  bicarrée  (6)  sont  réelles. 
Donc  pour  que  x,  y,  z  soient  réels,  il  faut  que  : 

I2û4<&3<    /4H"48a4 


9/  ^  36/ 

120' 


9/ 
Pour 


est  donc  le  minimum  de  b3. 


12a*  a2 

b3  =  — •     y  =  — 

ql  x 


a' 

x 

X  =  O.       X  =   -|-  /  . 

Pour  a?  =  o 

îy  =  -  =    2C. 

Dans  ce  cas,  le  trapèze  ABGD  se  réduit  à  l'une  ou  l'autre 
de  ses  bases  qui  sont  des  droites  indéfinies. 

x  =  l,     y  =  z=—. 

Le  trapèze  ABCD  devient  un  rectangle  dont  les  deux  dimen- 

sions  sont  /  et  -y- . 

La  valeur  négative  de  x  ne  convient  pas  au  problème. 

Remarque.  —  Quand  b3  devient  égal  à 


36/ 


h  2      ,.        20' 

x  = .   y  —  77= 

2  V2 


On  a  un  rectangle  dont  les  dimensions  sont 

2a2  h/ô 

— =■  et 


h/2. 

Cas  particuliers.  —  1°  /  =  a. 
Dans  ce  cas  les  limites  de  b"  sont 
12a3        .    . 


,  minimum 

9 

49a5 

-,  maximum. 


36 
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Pour  o3  =  ■ 

9 

x  =  o,     y  z=  z  =  <x> 

oc  s=  a,    y  —z  =  a. 

Le  trapèze  ABCD  devient  an  carré,  de  côté  égal  à  a. 

Pour  63  =  4^1 
36 

a\/ '  i  2a  /- 

cc  =  — - — ,   t/  =  js  =  —ps  =  aJ2. 

2  v  2 

On  a  un  rectangle  dont  la  base  est  double  de  la  bauteur. 
2°  l  =  3a. 

Les  limites  de  b3  sont  : 
4°" 


minimum, 
9 
43a3 


-,  maximum. 

ta3 
Pour  bs  = 


36 

4a3 


x  =  o,     y  =  z  =  00 

« 

a  =:>a,    y  =  z=  —  • 

o 

On  a  un  rectangle  dont  les  dimensions  sont  3a  et  — 
&  3 

Pour  6'  «  43°3 


36    ' 

3  ai/ 2  2 

Le  trapèze  est  un  rectangle. 

Remarque.  —  On  ne  peut  admettre  que  les  valeurs  posi- 
tives d'y  et  de  z. 
Il  faut  donc  que 


a2>-^Y  glb3  —  120* 

4a*>9/63  —  12Û1 

i6a4>9/63 

,,        i6a4 
63> r— 


Si 
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•  16a4  ..      ll  +  480' 


gl 

^ 

36/ 

ou 

Alors 

l> 

20. 

l*  4-  48a* 

36/ 

est  bien  le 

maximum  do  b3.  C'est,  le 

cas 

examiné. 

Mais  si  l 

> 

2a, 

i6a' 
9l 

-  est  le  maximum  de 

b>. 

QUESTION  125 

Solution  par  M.  P.  G.  Simon,  au  Collège  de  Salins. 


On  donne  une  circonférence  G,  et  un  point  extérieur  A.  De  ce 
point,  on  mène  une  corde  AMN,  et  on  projette  M,  N  en  P  et  en 
Q  sur  GA.  Déterminer  l'angle  NAC  de  façon  que  le  trapèze 
MNQP  soit  maximum,  et  construire  géométriquement  cet  angle. 

Soit  H  le  milieu  de  MN  ;  HK  la  perpendiculaire  menée 
du  point  H  sur  AC.  La  surface  est  égale  à  PO  x  HK.  (L© 
lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Or  on  a 

PQ  =  MN  cos  ce; 

HK  =  CH  cos  x  =  AG  sin  x  cos  x  =  d  sin  x  cos  x  ; 

MN  =  2v/R2  —  CH2     =  2\/R-  —  dl  sin*  .r  ; 
d'oîi  

PQ  =  2  cos  cc\/R2  —  <ll  sin-  a;. 

Tl  en  résulte  que  l'on  doil  chercher  le  maximum  de  l'ex- 
pression   

id  sin  x  cos-  cc\/R2  —  d-  sin2  ce, 
ou  de  son  carré;  or,  si  nous  négligeons  le  facteur  constant 
4r/2,  il  faut  chercher  le  maximum  de  l'expression 
sin2  x(i  —  sina  cc)2(R2  —  </2  sin»  x). 

La  valeur  do  sin-  x  qui  satisfera  à  ces  conditions  sera 
racine  de  l'équation 
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1  2  d2 


=  O 


sin2  x  i  —  sin2  x         R2  —  d%  sin4  x 

équation  qui  devient  après  réduction, 

4J2  sin4  x  —  {id2  -f  3R2)  sin2  x  -f-  R2  =  o. 
Cette  équation  a  ses  racines  réelles  ;  en  effet,  la  quantité 
sous  le  radical  est 

4d2(d2  —  R2)  -f-  9R4, 
quantité  essentiellement  positive,  puisque  d2  —  R2  est  posi- 
tive d'après  l'hypothèse. 

Il  faut  en  outre  que  l'on  trouve  pour  le  sinus  une  valeur 
inférieure  à  l'unité;  or,  si  l'on  remplace  sin2  x  par  1,  il  vient 

2rf2  —  2R2, 
quantité  positive;  et  puisque  la  demi-somme  des  racines, 

2d2  -f-  3R2 
8^ 
est  inférieure  à    1.  il  en  résulte  que  les  deux  racines  sont 
inférieures  à  l'unité. 

Enfin,    si    nous  menons  par   le    point    A    une  tangente, 
l'angle  qu'elle  fait  avec  AC  est  déterminé  par  la  valeur 

R 

sma=  — ; 

donc,  il  faut  que  la  racine  soit  inférieure  à  cette  valeur  de 
sin  a;  or  la  substitution  de  la  valeur  précédente  donne  la 
quantité  négative 

R2 

Donc  il  faudra  prendre  la  plus  petite  racine  pour  sin2  .t  ; 
on  aura  donc 


„■„, (2d*3R  )  ,+  -y/4rf'(ri«  -  R»)  +  9R4 

sin  x-  — 

Pour  construire  cette  valeur,  nous  remplacerons  la  quan- 
tité inconnue,  sin  x,  par  le  rapport  —,    en   appelant    2    la 

ligne  CH,  et  nous  aurons  alors  l'équation 

4Z*  _  (acji  -f  3R2)s2  -f  R»d«  =  o. 
Nous  allons  construire  deux  lignes  z   et  :•' .  lires  par  les 
relations 
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4 

z  z    — ; 

2 

nous  prendrons  la  plus  petite  de  ces  deux  lignes  pour  OH. 
Le  second  membre  de  la  première  équation  représente 
le  carré  de  la  moitié  de  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle 
ayant  pour  côtés  de  l'angle  droit  le  côté  du  carré  inscrit 
dans  un  cercle  de  rayon  d,  et  le  côté  du  triangle  équilaté- 
ral  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  R;  la  seconde  représente 
la  surface  d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle 
droit  sont  R  eid;  il  est  alors  facile  de  trouver  les  côtés  z' 
et  z";  avec  le  plus  petit,  on  décrira  du  point  C  comme  centre 
une  circonférence;  la  tangente  à  cette  circonférence  menée 
par  le  point  A  est  la  droite  cherchée. 


nUESTION  126 

•Solution  par  M.  E.  Yigarié,  élève  au  Lycée  de  Toulou.se. 


Étant  donnés  deux  cercles  tangents  entre  eux  au  point  A,  on 
mène  de  ce  point  une  transversale  qui  coupe  le  premier  cercle  au 
point  B,  le  second  au  point  B'.  On  joint  le  point  B  du  premier 
cercle  au  centre  0'  du  second,  et  le  point  B'  du  second  cercle  au 
point  0  du  premier.  Les  deux  droites  BO',  BO  se  rencontrent  en 
un  point  M  dont  on  demande  le  lieu  lorsque  la  transversale 
A13B'  prend  toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  A.  — 
Discussion.  —  Signaler  les  propriétés  du  triangle  BB'M.  —  Etant 
donné  l'angle  0  que  fait  la  transversale  ABB'  avec  la  ligne  des 
centres  dans  une  de  ses  positions,  ainsi  que  les  rayons  R  et  R 
des  deux  cercles,  trouver  les  trois  côtés  du  triangle  BB'M  en 
fonction  de  ces  données.    (Aix,  concours  académique  1867.) 

l°Les  cercles  0  et  0'  sont  tangents  extérieurement.  Soit 
M  le  point  d'intersection  des  droites  BO,  BO'.  Le  point  de 
contact  A  est  le  centre  de  similitude  inverse  des  cercles  0,  0'; 
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les  deux  rayons  homologues  013,  OB'  sont  donc  parallèles 
et  les  triangles  semblables  MOB,  MB'O'  donnent 

MB'      _  K_ 
~MCT  —    R 
d'où 

MO  —  MB  R  —  R' 


MO 


ou 


PB 

3ïcT 


R 
R  —  R' 


R 


Le  centre  0  étant  fixe,  et  le  rapport 


OB' 
"OM 


étant  constant, 


le  point  M  décrit  une  circonférence  homothétique  à  la  cir- 
conférence 0.  Pour  obtenir  le  centre  de  cette  circonférence 
il  suffira  de  mener  par  le  point  M  une  parallèle  MG  au  rayon 
B'O'  jusqu'à  la  rencontre  de  00'  prolongée. 


Si  l'on  désigne  par  x  le  rayon  MC  on  a 
R'  OB'  R  —  R' 


x 


OM 


If 


d'où  l'on  tire 


RR 


R  —  R'  ' 

11  est  à  remarquer  que  le  point  C  est  le  centre  de  simili- 
lude  directe  des  cercles  0  et  0'. 

Discussion.  —  Si  R  =  R',  on  a  x  —  y.  . 
Ce  qui  est  évident,  puisque  alors  les  droites  OB',  BO' sont 
paraR 
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Si  R  =  2R',  on  a  x  =  2K  =  R. 

Le  cercle  G  est  alors  tangent  en  I)  au  cercle  0'  ;  carO'  est 
le  milieu  de  OG  et  OA  =  x. 

Le  triangle  BB'M  est  équivalent  au  triangle  MOO'.  Ges 
triangles  sont  en  efïet  composés  d'une  partie  commune 
MO'B',  et  de  triangles  BO'B',  OO'R  équivalents  comme  avant 
même  base  et  hauteurs  égales. 

La  base  00'  du  triangle  MOO'  élant  constante,  sa  surface 
devient  maxima  avec  la  hauteur  M  H,  c'est-à-dire  pour  MH 
=  x  ;  la  valeur  de  cette  surface  est  ulors 


R-  R' 

Et  l'aire  du  triangle  MBB'  est 

_i_     RR'(R  -f-  R'i 
2  R  —  R'       * 

Calcul  des  côtés.  —  Ou  a  d'abord 

BB'  =  BA  -f-  B'A 


Or 

Donc 
on  a  ensuite 

D'oii 


BA  =  2R  cos  8 
BA'  =  2R'  cos  8. 

BB'  =  2(R  -f  R')  cos  0. 

BM       OM  R 

BO'~  OB '  ""  R—  R' 

Évaluons  OB'.  Le  triangle  BO'A  donne 

BÔ72  =  R's  +TIÎ2  -f  2R'  .  AB  cos  8 
==  R'2  -f  4R2  cos2  0  -f-  4RR  cos2  0 
=  R2  -f  4R(R  +  R)  cos2  8. 

Par  suite  

Ry/R'2-f-4R(R-f  R')cos20 

BM  =  R^TiT ' 

On  trouverait  de  mémo 


„_        R'y/R2  +  4H'(R  -f  R')  cos2  8 
BM== R-R        
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2°  Les  cercles  0  et  0'  sont  tangents  intérieurement.  Soit 
M  un  point  du  lieu.  On  verra  comme  plus  haut  qu'il  décrit 
une  circonférence  homothétique  à  la  circonférence  0'  ;  seu- 
lement le  rapport  d'homothétie  est  ici 

OB'         R  +  R' 


OM  R 

et  la  valeur  du  rayon  MC 

est 

RR' 


x 


R  +  R" 
Discussion.  —  Si  R  =  R  . 
on  a 

les  cercles  0  et  0'  se  con- 
fondent, le  point  C  vient 
au  point  0. 


Si  R  =  2R\  on  a 


X  =  ?-  R  . 

5 


Le  cercle  C  est  alors  tangent  au  cercle  0',  car  comme  le 
montre  la  figure  (3)  on  a 

UC  =  4-  0U  —  4"R'  ou  x- 

3  5 


On     vérifie     facilement    que     le 
triangle  MBB'  est  encore   équiva- 
lent  au    triangle    MOO'.    La   sur- 
face maximum  de  ce  triaugle  es1 
i    RR'(R  —  R) 
2        R  +  R'      ' 
Calcul  dss  côtés.  —  Ou  a   pour 
l'un  des  cotés 
BA  —  B'A  =  2(R  —  1-0  cos  0. 


t  X  BU". 
R  —  R' 

~BÔ -  =Tv-  +  4R(R  —  R' 


ios'e, 
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Donc 

BM  = 
On  aurait  de  même 

B'M  =  R  +  R' 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Bourgarel,  à  Antibes 

VARIÉTÉS 


Ry/R2 

+  4R(R  - 

R) 

cos2  0 

R-f-R' 
ème 

R'y/R2 

-4R(R- 

-R) 

cos2  8 

DEFINITIONS  DES  GRANDEURS  ET  DES  NOMBRES 

Par  M.  A.  Calinon,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
(Suite,  voir  p.  256.) 


§  13.  —  Extension  de  l'idée  de  grandeur. 

Les  grandeurs  dont  nous  avons  parlé  jusqu'ici  forment 
une  première  famille  ;  nous  allons  maintenant  aborder  une 
seconde  famille  de  grandeurs  dont  le  type  est  la  longueur 
de  l'arc  de  courbe.  Remarquons  d'abord  qu'en  général  un 
arc  de  courbe,  un  arc  d'ellipse  par  exemple,  n'est  pas 
composé  d'arcs  partiels  égaux,  c'est-à-dire  superposables, 
ce  qui  est  le  caractère  distinctif  des  grandeurs  de  la  pre- 
mière famille.  Cependant  on  exprime,  on  mesure  par  un 
nombre  la  longueur  d'un  arc;  mais  ici  il  faut  une  défi- 
ni lion. 

Soit  un  arc  AB  ;  joignons  les  points  A  et  B  par  une  ligne 
polygonale  à  côtés  infiûiment  petits  remplissant  les  condi- 
tions suivantes  : 

1°  Chaque  côlé  en  s'évauouissant  a  pour  limite  un  point 
de  l'arc; 

2°  Ce  côté  a  pour  direction  limite  la  tangente  à  l'arc  eu 
ce  point. 

Il  est  évident  qu'il  y  a  une  iutinité  de  lignes  polygonales 
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satisfaisant  à  ces  conditions;  or,  on  démontre  que  les  lon- 
gueurs de  ces  lignes,  c'est-à-dire  les  longueurs  totales  de 
leurs  côtés  développés  en  ligne  droite,  ont  toutes  même 
limite,  et  l'on  appelle,  par  définition,  cette  limite  la  longueur 
de  l'arc  AB.  Dès  lors  cette  longueur  d'arc  se  compare  à  un 
segment  de  droite  et  est  mesuré  par  un  certain  nombre  : 
l'arc  rectifié  est  le  segment  de  droite  de  môme  longueur. 

Les  différences  entre  ces  deux  familles  de  grandeurs  sont 
nombreuses.  Ainsi  dans  la  première  famille  deux  grandeurs 
de  même  espèce  mesurées  par  le  môme  nombre  sont  des 
figures  égales,  superposables  :  au  contraire  deux  arcs  me- 
surées par  le  même  nombre  ne  peuvent  en  général  être 
superposés. 

Dire  qu'un  arc  est  égal  à  la  somme  de  deux  autres,  cela 
veut  dire  simplement  que  le  nombre  qui  mesure  le  premier 
est  la  somme  des  nombres  qui  mesurent  les  deux  autres  : 
c'est  là  la  définition  de  l'addition  des  arcs;  il  n'est  plus 
question  ici,  comme  dans  la  première  famille,  d'un  mode  de 
groupement  spécial  des  arcs  partiels  reproduisant  l'arc  total  : 
de  même  des  autres  opérations  arithmétiques. 

En  un  mot,  pour  la  première  famille  nous  avons  défini 
d'abord  les  opérations  sur  les  grandeurs  pour  en  déduire  les 
opérations  sur  les  nombres;  pour  la  seconde  famille  nous 
suivons  la  marche  inverse. 

^  14.  —  Aires  et  volumes. 

Dans  les  géométries  actuelles  on  définit  l'aire  d'un  contour 
fermé  la  portion  de  plan  contenue  dans  ce  contour,  et  on 
passe  immédiatement  de  là  à  la  mesure  de  l'aire  :  il  est 
évident  que  cela  ne  suffit  pas,  au  point  de  vue  de  notre  mé- 
thode; pour  mesurer  une  aire,  il  faut  d'abord  savoir  si  elle 
est  une  grandeur  de  la  première  famille,  et  dans  ce  cas 
mettre  en  évidence  la  propriété  caractéristique  du  groupe- 
ment de  ligures  égales,  ou  une  grandeur  de  la  seconde 
famille,  et  dans  ce  cas  la  définir  comme  nous  avons  défini 
la  longueur  d'un  are. 

Tout  ceci  s'applique  également  aux  volumes  dont  la 
théorie  est   traitée  d'une  façon  analogue  à  celle  des  aires. 
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Avant  d'exposer  la  théorie  nouvelle,  conforme  aux  prin- 
cipes posés  précédemment,  voyons  exactement  sur  quelles 
bases  repose  la  théorie  actuelle  :  un  examen  un  peu  attentif 
nous  montre  que  ces  bases  sont  les  principes  suivants  qui, 
formulés  ou  non,  sont  admis  comme  des  axiomes. 

1°  Lorsque  l'on  groupe  des  contours  fermés  de  façon  a 
ce  qu'ils  donnent  un  nouveau  contour  total,  l'aire  du  cou- 
tour  total  est  la  somme  des  aires  des  contours  partiels; 

2°  Lorsque  l'on  décompose  un  contour  total  en  un  certain 
nombre  de  contours  partiels,  l'aire  totale  ou  la  somme  des 
aires  partielles  est  iadépendante  de  la  manière  dont  la  dé- 
composition est  faite. 

Ces  principes  sont  bien  clairs,  bien  nets  et  nous  ne  son- 
geons pas  du  tout  à  les  contester  :  mais  voici  une  première 
objection  qui  se  présente  :  prenons  par  exemple  une  ellipse, 
et  inscrivons  dans  cet  ellipse  un  polygone  à  côtés  infiniment 
petits  :  traçons  maintenant  le  réseau  des  triangles  ayant  pour 
sommet  commun  un  point  0  pris 
dans  l'ellipse  et  pour  bases  respec- 
tives les  divers  côtés  du  polygone; 
le  périmètre  du  polygone  a  pour 
limite  la  longueur  de  la  courbe  et 
l'ensemble  des  triangles  a  pour 
limite  l'aire  de  l'ellipse.  Or,  pour 

le  premier  cas,  on  a  cru  devoir  démontrer  que  le  périmètre 
du  polygone  a  une  limite  constante,  quelle  que  soit  la  loi  de 
variations  de  ce  polygone  et  l'on  a  pris  cette  limite  comme 
longueur  de  la  courbe,  cela  par  définition;  dès  lors  quelle 
raison  a-t-on  de  procéder  autrement  pour  l'aire'.' 

Nous  ne  voyons  pas  du  tout  que  la  notion  de  l'aire  soit 
plus  simple  que  celle  de  la  longueur  du  contour  :  au  con- 
traire, la  surface  esl  même  une  grandeur  plus  complexe, 
car,  en  dehors  du  mode  de  variation  du  polygone  inscrit, 
la  sonnai'  des  triangles  considérés  peu!  encore  varier  d'une 
intinité  de  façons  quand  ou  déplace  le  poiut  0;  cette  somme 
aura-t-elle  donc  dans  tous  les  eus  une  même  limite  '.' 

Telle  est  la  question  qui  a  été  tranchée  par  une  défini- 
tion précise  et   une  démonstration  pour  la  longueur  de  l'aie 
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et  que  tranchent,  au  contraire,  par  voie  d'axiomes  les  deux 
principes  que  nous  avons  rappelés  ci-dessus  à  propos  des 
aires. 

D'où  viennent  donc  ces  deux  principes  qu'on  nous  de- 
mande d'admettre  ?  Qu'on  parle  à  une  personne  étrangère 
aux  mathématiques  de  la  longueur  d'un  arc  et  de  l'aire  d'un 
contour,  et  l'on  s'aperçoit  qu'on  est  immédiatement  com- 
pris sans  ,que  des  définitions  soient  nécessaires  :  il  n'en  ré- 
sulte pas  que  ce  soient  là  des  idées  premières,  évidentes, 
irréductibles  et  n'admettant  pas  de  définition  ;  en  aucune 
façon  ;  ce  sont  seulement  des  idées  qu'une  observation  de 
tous  les  jours  nous  a  rendues  familières  bien  avant  qu'on 
les  aborde  en  mathématiques  ;  voilà  pourquoi  on  ne  songe 
pas  à  les  discuter;  mais  ici  nous  n'avons  pas  à  tenir  compte 
de  ce  que  nous  donne  l'observation  du  monde  matériel  : 
nous  faisons  des  mathématiques,  et  par  conséquent  nous 
n'avons  qu'à  appliquer  la  méthode  mathématique,  faite  de 
définitions  et  da  raisonnements  purs;  ce  sera  d'ailleurs  pour 
nous  un  contrôle  des  notions,  antérieures  aux  mathéma- 
tiques, que  nous  tenons  de  l'observation. 

Tout  ce  qui  précède  s'applique  évidemment  aux  volumes. 
Nous  allons  maintenant  traiter  la  question  conformément 
aux  principes  exposés  plus  haut. 


lo. 


Carrés  et  cubes. 


Divisons  chacun  des  4  côtés  d'un  carré  en  5  parties  égales, 
par  exemple,  et  joignons  les  poiuls  de  division  comme  nous 
l'indiquons  sur  la  ligure;  d'après  les  propriétés  des  paral- 
lèles le  carré  se  trouve  ainsi  formé  d'un  groupe  de  carrés 
partiels  égaux  entre  eux  et  ces  carrés  par- 
tiels sont  au  nombre  de  5  X  5  ou  5'-. 
Réciproquement  si  l'on  prend  un  nombre 
de  carrés  égaux  qui  soit  une  seconde 
puissance,  52,  on  peut  les  grouper  en  un 
nouveau   carré. 

Dom-    le    carré    jouit  de    la   propriété 
caractéristique  des  grandeurs  de  la  première  famille,  puis- 
qu'un groupement  spécial  d«  carrés  égaux  reproduit  un  carré. 
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Remarquons  d'abord  que  le  mode  de  groupement  spécial 
à  cette  nouvelle  grandeur  est  tel  que  le  nombre  des  carrés 
groupés  doit  toujours  être  une  seconde  puissance.  Ainsi 
tandis  qu'on  obtient  des  segments  de  droite  en  groupant 
2,  3,4,  5...  segments  égaux,  on  n'obtient  des  carrés  qu'en 
groupant  22,  32,  42...  carrés  égaux.  De  même  pour  subdivi- 
ser le  carré-unité  en  parties  égales,  il  faut  que  le  nombre 
de  ces  parties  soit  une  seconde  puissance,  de  sorte  que  ces 

subdivisions  correspondent  aux  fractions  — ,    — .    — .  etc. 
1  2»       32       4*  ' 

Enfin  si  l'on  prend  une  subdivision  —  de  l'unité  et  que 

72 
l'on  groupe  7*  fois  cette  subdivision,  on  aura  le  carré  4^-« 

il  résulte  de  là  que  les  noms  de  tous  les  carrés  ou  les 
nombres  qui  les  mesurent  sont  les  secondes  puissances  de 
tous  les  nombres  entiers  ou  fractionnaires  ;   de  plus   tout 

nombre  comme  —^  détermine  un  seul  carré  en  fonction  de 

l'unité. 

En  debors  des  carrés  dont  nous  venons  de  parler,  on  peut 
en  considérer  une  infinité  d'autres  mesurés  par  des  nombres 

qui  ne  sont  pas  des  secondes  puissances  :  on  démontre  en  effet 

g 
qu'un  nombre  quelconque  comme  —  est  la  limite  d'une  série 

de  nombres  fractionnaires  qui  sont  eux-mêmes  des  secondes 
puissances.  Nous  n'insistons  pas  sur  ce  cas  qui  n'offre 
aucune  difficulté.  Prenons  maintenant  pour  carré-unité  le 
carré  dont  le  côté  est  l'unité  de  longueur;  il  résulte  de  ce 
que  nous  avons  dit  relativement  au  mode  de  groupement 
des  carrés  que  les  carrés  construits  sur  les  côtés  1,  2,  3, 
4...  correspondent  aux  nombres   1,  22.  32,  42,...;  de  même 

les  côtés  — ,  —  ,  — . ..  nous  donnent  des  carrés  mesurés  par 
234 

les  nombres  — ,  — ,  — . ..  :  enfin    le    carré    de   côté  -4-  a 
22     3a     42  ? 

-2 

pour  mesure  4—  ;  on  en  déduit  que  le  nombre  qui  mesure 


•282  JOURNAL   DE   MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIRES 

un  carré,  avec  le  système  d'unités  indiqué,  est  le  carré  du 
nombre  qui  mesure  son  côté  ;  ce  qui  s'étend  par  la  méthode 
ordinaire  au  cas  où  le  côté  est  mesuré  par  un  nombre 
incommensurable . 

Nous  n'aurions  qu'à  suivre  idenliquement  la  même  marche 
pour  le  cube. 

Pour  terminer,  signalons  encore  une  différence  entre  ces 
deux  grandeurs,  carré  et  cube,  et  les  précédentes  :  nous 
avons  vu  que  pour  le  segment  de  droite,  l'angle,  etc.,  le 
mode  de  groupement  spécial  à  chacune  de  ces  grandeurs, 
lorsqu'on  l'applique  à  des  parties  inégales,  -donne  encore 
des  grandeurs  de  même  espèce  ;  au  contraire,  on  ne  peut 
pas  en  général  grouper  des  carrés  inégaux  comme  on  groupe 
des  carrés  égaux  ;  de  même  pour  les  cubes.  Il  résulte  de 
là  que  si  l'on  avait  pris  cette  propriété  du  groupement  des 
parties  inégales  comme  définition  des  grandeurs,  cette  défi- 
nition n'aurait  pas  convenu  au  carré  et  au  cube. 

Une  seconde  conséquence  de  cette  remarque,  c'est  que 
les  opérations  d'addition,  soustraction,  etc.,  ne  peuvent  s'en- 
tendre pour  le  carré  comme  pour  le  segment  de  droite  par 
exemple  ;  ainsi  la  somme  de  cariés  inégaux  n'est  pas  un 
nouveau  carré  résultant  du  groupement  des  premiers  :  ajou- 
ter deux  carrés,  c'est  en  trouver  un  troisième  mesuré  par  un 
nombre  égal  à  la  somme  des  nombres  qui  mesurent  les  deux 
premiers. 

-  caractères,  spéciaux  au  carré  et  au  cube,  font  à  ces 
deux  grandeurs  une  place  à  part  parmi  les  grandeurs  de  la 
première  famille. 

§  16.  —  Aire  d'un  contour  fermé.  Volume. 

Xous  considérerons  l'aire  d'un  contour  fermé  comme  une 
grandeur  de  la  seconde  famille,  et  nous  passerons  du  carré 
à  l'aire  d'un  contour  quelconque  comme  on  passe  du  seg- 
ment de  droite  à  la  longueur  d'uu  arc  de  courbe. 

Traçons  sur  un  plan  un  réseau  de  cariés  égaux  adjacents  à 

infiniment  petits  et  plaçons  notre  contour  sur  ce  réseau  : 

il  y  aura  dans  l'intérieur  de  ce  contour  un  certain  nombre 

de  ces  carrés:  cela  posé,  on  démontre  le  théorème  suivant  : 
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Quel  que  soit  le  mode  de  variation  du  réseau  de  carrés 
infiniment  petits,  quelle  que  soit  l'orientation  du  contour  par 
rapport  aux  côtés  des  carrés,  la  somme  des  carrés  compris 
dans  ce  contour  a  une  limite  constante. 

Dès  lors,  nous  appelons  aire  du  contour  cette  limite  :  telle 
est  la  définition  de  l'aire. 

Le  volume  se  déduit 
du  cube  par  le  même 
procédé. 

Arrivé  à  ce  point 
de  notre  étude,  nous 
croyons  pouvoir  con- 
clure ainsi  que  nous 
l'avions  annoncé  au 
début. 

Nous  avons  admis 
la  notion  de  la  forme 
comme  empruntée  à 
l'observation  du  inon- 
de extérieur  :  nous 
avons   ensuite  écarté 

toutes  les  autres  notions  empruntées  à  l'observation  en 
définissant,  à  l'aide  de  la  forme,  le  nombre  arithmétique, 
le  nombre  algébrique,  puis  les  aires  et  les  volumes. 

Il  ne  reste  donc  plus  en  géométrie,  en  arithmétique  et  en 
algébrique  que  la  seule  notion  de  la  forme  tirée  de  l'obser- 
vation. Ce  fait  d'observation  unique  suffit  pour  établir  ces 
trois  sciences  par  la  méthode  purement  mathématique. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


PARIS 

—  Soient  o',  b',  c',  les  médianes  d'un  triangle  rectangle 
quelconque,  ou  demande  de  trouver,  entre  ces  trois  quan- 
tités, une  relation  qui  ait  lieu  quel  que  soit  le  triangle 
rectangle  considéré. 
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—  Calculer  le  rayon  d'un  cercle,  sachant  que  la  différence 
entre  l'aire  de  l'octogone  régulier  inscrit  et  l'aire  de  l'hexa- 
gone régulier  inscrit  est  égale  à  lm2. 

—  Trouver  les  valeurs  de  l'angle  x  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion 

tg2  x  -f-  cotg  x  =  8  cos2  x. 

—  Trouver  les  valeurs  de  x  entre  o  et  2-  qui  satisfont  à 
l'équation 

sin  2X  =  cos  3x. 

—  Lieu  géométrique  de  tous  les  points  de  l'espace  à 
égale  distance  de  deux  droites  qui  se  coupent. 

—  Quelle  condition  doivent  remplir  les  coefficients  a,  b,  c, 
pour  que  la  fraction 

ax2  -f-  bx  -f-  a 
ex-  -f-  bx  -j-  a 
puisse  prendre  toutes  les  valeurs,  positives  ou  négatives. 

—  Trouver  les  limites  entre  lesquelles  h  doit  être  compris, 

pour  que  l'inégalité 

3 
x1  +  2hx  +  h  >  — 
10 

soit  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x. 

—  On  considèrel'expression  a  cos  2O  -f-  6  sin  2O;  on  demande 
de  la  calculer,  sachant  que  tg  0  =  — . 

—  Étant   donnés  dans  l'espace  deux    points  A  et  B,  on 

demande  de    trouver  le   lieu  géométrique  du  point  M,  tel 

MA 
que  le  rapport  r=r  de  ses  distances  à  A  et  B  soit  constant. 
MB 

—  Ktant  donné  un  triangle  ABC.  mener  par  Aune  droite 
AD,  telle  que,  en  abaissant  des  points  A  et  B  des  perpen- 
diculaires BB'  et  CC  sur  cette  droite,  on  ait  BB'2  -f-  CC'2 
=  m2;  quelle  est  la  condition  pour  que  le  problème  soit 
possible? 

—  Ou  élève  à  l'une  des  extrémités  B  d'un  diamètre  AB 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES        285 

d'un  cercle  une  perpendiculaire.  Déterminer  sur  cette  per- 
pendiculaire un  point  G  tel  que,  en  le  joignant  à  l'autre 
extrémité  du  diamèlre,  la  portion  CD  située  en  dehors  du 
cercle  ait  une  longueur  donnée  a. 

—  Un  triangle  équilatéral  ABC,  dont  le  côté  est  a,  tourne 
autour  de  l'axe  Ace,  mené  dans  son  plan  par  le  sommet  A 
perpendiculairement  au  côté  AB.  Exprimer  au  moyen  de  a 
le  volume  décrit  par  la  rotation  du  triangle. 

GAEN 

—  Calculer  l'heure  moyenne  à  laquelle  se  couchera,  le 
22  avril,  une  étoile  dont  la  déclinaison  est  nulle,  et  dont 
l'ascension  droite  est  égale  à  68°  36'  45",  sachant  que,  le 
même  jour,  à  midi  moyen,  l'heure  sidérale  est  211  4m  17% 
et  que  la  différence  entre  le  jour  sidéral  et  le  jour  moyen 
est  de  236  secondes  de  temps  moyen. 

—  Quelles  valeurs  faut-il  donner  à  p  et  q  pour  que  les 
racines  de  l'équation  du  second  degré  x%  -j-  px  -f-  q  =  o 
soient  précisément  égales  à  p  et  à  g? 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  le  périmètre, 
et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

BORDEAUX 
Session  de  juillet.  —  Composition  unique. 

—  Étant  données  une  circonférence  de  rayon  R,  et  une 
tangente  AT  à  cette  circonférence,  mener  un  rayon  CLU  fai- 
sant avec  OA  un  angle  a  tel  que  la  somme  des  distances  du 
point  M  au  point  A  et  à  la  droite  AT  soit  égale  à  m  fois  le 
rayon  R.  On  déterminera  les  limites  entre  lesquelles  m  doit 
être  compris  pour  que  le  problème  soit  possible. 

—  Trouver  l'angle  x  qui  satisfait  à  l'équation 

sin  yx  —  sin  x  =  sin  3./ . 

—  Vérification  des  lois  de  la  réilexion  de  la  chaleur  : 
1°  par  les  miroirs  conjugués;  2°  par  l'emploi  du  thermo- 
multiplicateur. 
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—  Propriétés  et  préparation  du  cyanogène.  Calculer  le 
volume  d'oxygène  mesuré  à  o°,  et  sous  la  pression  de  760 
nécessaire  pour  brûler  complètement  le  gaz  formé  par  la 
décomposition  de  125  gr.  de  cyanure  de  mercure.  Équiva- 
lents :  carbone,  6;  azote  14;  oxygène  8;  mercure  100. 

Session  de  Novembre.  —  Composition  unique. 

—  Dans  un  triangle  isoscèle  ABC,  mener  une  parallèle  xy 
à  la  base,  telle  que  la  figure  tournant  autour  de  xy,  le  volume 
engendré  par  le  triangle  A.xy  soit  équivalent  au  volume 
engendré  par  le  trapèze  xyGB. 

—  Trouver  deux  nombres  tels  que  leur  produit  soit 
i5,  et  que  leur  somme  ajoutée  à  la  somme  de  leurs  carrés 
soit  égale  à  42. 

—  Un  corps  dont  la  densité  égale  6,5  pèse  140  gr.  dans 
l'eau;  calculer  son  poids  dans  Fair. 

—  Phénomènes  offerts  par  un  rayon  de  lumière  blanche 
dans  son  passage  à  travers  un  prisme. 

—  Préparation  et  propriétés  de  l'ammoniaque. 

GRENOBLE 

—  On  donne  une  circonférence,  et  un  point  B  situé  sur 
le  rayon  OA,  à  une  distance  ce  de  0;  par  le  point  B,  on 
mène  la  corde  CD  perpendiculaire  à  OA,  et  on  mène  les 
tangentes  en  G  et  D,  qui  se  rencontrent  sur  OAen  E.  Sur  BE 
comme  diamètre,  on  décrit  une  circonférence  Or,  qui  coupe 
la  première  en  E  et  F;  on  mène  OE,  O'E,  OF,  O'F;  démon- 
trer que  les  angles  OEO',  OFO'  sont  droits.  Calculer  la  lon- 
gueur de  la  corde  commune  EF;  détermiuer  x  de  façon  que 
la  surface  du  quadrilatère  OEO'F  soit  égale  à  la  surface  du 
triangle  CDE. 

—  L'hypoténuse  d'un  triaugle  rectangle  est  égale  à  l'unité; 
calculer  les  côtés,  sachant  que  le  volume  engendré  par  le 
triangle  en  tournant  autour  de  l'hypoténuse,  est  dans  un 
rapport  donné  m  avec  la  somme  des  surfaces  engendrées  par 
les  deux  côtés  de  l'angle  droit.  —  Discussion. 
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POITIERS 

Une  droite  Ox  fait  des  angles  a,  et  (i  avec  deux  droites 
fixes  OA,  OB;  on  prend  OB  =  d,  et  on  demande  de  déter- 
miner sur  Ox,  par  sa  distance  au  point  0,  un  point  M  tel 

AI  D 

que  le  rapport  — -  de  ses  distances  au  point  B  et  à  la  droite 
MP 

OA  soit  égal  à  un  nombre  donné  k:  discussion  lorsque  OA 

change  de  direction. 

—  L'observatoire  de  Turin  et  le  clocher  du  lycée  de  Tour- 
non  ont  pour  latitude  commune  45°4'  2",  et  pour  longitudes 
respectives  5°  21' 25"  et  2°2ç/56",  toutes  les  deux  à  l'est.  La 
terre  est  supposée  sphérique;  la  circonférence  d'un  grand 
cercle  vaut  40000  kilomètres;  on  demande  d'évaluer  en 
mètres  :  la  longueur  de  l'are  de  parallèle  compris  entre  les 
deux  points  ci-dessus;  la  longueur  de  la  corde  de  cet  arc; 
la  longueur  de  l'arc  du  grand  centre  ayant  même  corde. 

MONTPELLIER 

—  Dans  un  quadrilatère  ABGD,  les  angles  B  et  D  sont 
droits;  on  connaît  la  diagonale  A  G  =  a,  le  périmètre  2/>, 
et  la  surface  S.  Déterminer  les  côtés  AB  =  x,  BG  =  y, 
CD  —  x,  DA  =  y'.  On  pourra  poser  x-\-  y  =  p  -f-  u,  u  étant 
une  inconnue  auxiliaire. 

TOULOUSE 
Session  de  juillet,  composition  unique. 

—  Étant  donné  un  triangle  ABC,  que  l'on  l'ait  tourner  au- 
tour d'un  de  ses  côtés  AB  de  façon  qu'il  effectue  une  révo- 
lution complète,  on  demande  d'évaluer,  en  fonction  du  côté 
AB  et  des  angles  adjacents  A  et  B  :  1°  la  somme  des 
surfaces  engendrées  par  les  côtés  AC  et  BG;  "2°  le  volume 
engendré  parla  surface  du  triangle  ABC.  —  Étant  données 
la  base  AB  et  la  somme  des  angles  A  et  B,  pour  quelle 
valeur  de  ces  angles  le  volume  précédent  sera-t-il  le  plus 
grand  possible? 
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—  Décrire  le  microscope  composé.  Expliquer  la  formation 
des  images.  Dire  comment  on  emploie  ce  microscope  pour 
l'examen  des  objets  transparents. 

—  On  demande  d'exprimer  en  degrés  centigrades  la  tem- 
pérature d'un  four  au  moyen  de  l'expérience  suivante  :  un 
morceau  de  cuivre  pesant  5o  grammes  est  chauffé  dans  le 
four;  on  le  plonge  rapidement  dans  un  calorimètre  à  glace; 
il  y  fond  3o  centimètres  cubes  d'eau.  La  chaleur  spécifique 
du  cuivre  est  0,095;  la  chaleur  latente  de  fusion  de  la  glace 
est  80. 

Session  de  Novembre.  Composition  unique. 

a 

—  Démontrer  que  si  une  fraction  -  est  équivalente  à  une 

fraction   irréductible   -,  a  et  b    sont    des   équimultiples  de 

P 
a  et  p. 

—  Partager  un  arc  de  cercle  donné  en  deux  parties  telles 
que  la  somme  des  cordes  sous-tendues  par  ces  arcs  ait  une 
valeur  donnée.  Maximum  ou  minimum  de  cette  somme. 
Même  question  pour  la  diiférence  des  deux  cordes,  pour 
leur  produit  et  pour  la  somme  de  leurs  carrés. 

—  Balance  de  précision.  Description.  Conditions  de  sen- 
sibilité. Usages. 

—  Un  miroir  concave  a  deux  mètres  de  rayon.  Un  objet 
rectiligne,  dont  la  longueur  est  o,u,  5o  est  placé  sur  l'axe  à 
une  distance  du  miroir  égale  à  3  mètres  et  perpendiculaire 
a  l'axe.  Un  demande  la  position  et  la  grandeur  de  l'image. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZE1LLE. 
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